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1. Wstep

W zagadnieniach dynamiki cial stalych nie rozwiklanym do koinca problemem jest
opis matematyczny niezachowawczych sil tarcia w polaczeniach i w miejscach styku ele-
mentéw konstrukcji.

Podstawowymi cechami kazdego takiego opisu winng-byé- oparcie si¢ o wyniki pod-
stawowych badan fizycznych oraz latwoéé stosowania tego opisu w badaniach ruchu cial.
Istnienie sit tarcia na powierzchniach styku poruszajacych sig cial' pociaga za soba koniecz-
noéé : uwzglednienia: warunkSéw ' granicznych ruchu, historii przemieszczer'l ‘oraz stanu
wigzéw'w styku . [1, 2]. Niezbedny jest wigc réwnieZ taki opis'tarcia, aby mozliwa byla
analiza caloksztaltu zjawisk towarzyszgcych ruchowi.

W, .pracach pos$wieconych dynamice ciat stalych z-udzialem sil tarcia na ogdt wykorzy-
stuje-si¢. znany model tarcia- Coulomba, np.: [1;.3, 4] Ten sam opis tarcia stosowany jest
w problemach kontaktowych oraz wytrzymatlo$ci polaczen tarciowych i ukladéw warstwo-
wych przy quasi-statycznej zmianie obciaZenia, np.: [S]. Do nielicznych naleza prace
bedace préba znalezienia, w oparciu o zalozenla Coulomba, wygodnego dla dynamlkl
opisu tarcia [6, 7].

Celem niniejszej pracy jest sformulowanie opisu sily tarcia w postaci tensora uwzglgd-
niajgcego zloZone wlasno$ci powierzchni tracych sie. :

2. Zagadnienia tarcia suchego

* Tarciem suchym suwnym nazywa si¢ caloksztalt zjawisk wystgpujacych migdzy styka-
jacymi si¢, niesmarowanymi powierzchniami cial stalych, spowodowanych dziataniem sity
normalnej dociskajacej te ciala i sily stycznej przemieszczajacej lub usitujacej je prze-
miesci¢ [8]. Zazwyczaj przy omawianiu tarcia przedstawia si¢ dwa jego mechanizmy:
tarcie statyczne i tarcie kinetyczne.

W niniejszej. pracy rozwaza sig przypadek poruszajacych sig wzgledem siebie cial
znajdujacych w styku. Przyjmuje si¢, Ze na powierzchni styku obowiazuja prawa tarcia
kinetycznego. Wzgledne przemieszczenie cial nazywa si¢ poélizgiem.

Sita wzajemnego docisku cial i predkos§é poslizgu sa tzw. parametrami tarcia, bowiem
stanowia one bezpo$rednia przyczyn¢ omawianego zjawiska i wpltywaja na jego charakter.

* Praca wykonana w ramach planu badarn MR 1/26, temat 09,3,
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Dotychczas zdaniem autora nie opracowano ogolnej teorii, ktéra okre§lataby jednoznacznie
wspdlczynniki tarcia lub sile tarcia w zaleznoéci od whasnoéci ciat i parametréw tarcia.
Podstawowa trudno$¢ tkwi w duZej liczbie czynnikédw wplywajacych w sposéb istotny
na przebieg zjawiska tarcia [8]. W pracy przyjg¢to, Ze sita tarcia okre§lona jest znanym
wzorem Amontonsa i Coulomba. Staty w czasie wspolczynnik tarcia u zalezy od materiatu
tracych sig cial i konfiguracji powierzchni styku.

Zwykle zaklada sig, Ze chropowato$¢ powierzchni styku tracych sig ciat jest jednorodna
i izotropowa.

Huger [9] zauwazyt, ze wspolczynnik tarcia podluznego moze by¢ rézny od wspol-
czynnika tarcia poprzecznego na skutek np.: rodzaju obrébki (struganie, toczenie) lub
struktury walcowniczej cial. MoZzemy moéwié¢ zatem o chropowato$ci ortotropowej i anizo-
tropowe;j.

3. Model tarcia ortotropowego Hubera

Tarcie odpowiadajace chropowato$ci ortotropowej nazywamy tarciem ortotropowym,
Kierunek sily tarcia w tym przypadku jest przeciwny kierunkowi poélizgu przy ruchu
w kierunkach ortotropii. Je§li po$lizg nastepuje w innych kierunkach, kierunek sily tarcia
nie pokrywa si¢ z nimi. Méwimy wtedy, Ze sifa tarcia zbacza z kierunku predkoéci poslizgu.

Niech osie x, y uktadu Oxy pokrywaja si¢ z gléwnymi kierunkami ortotropii na pta-
szczyZnie styku. Niech u, i u, sa wspolczynnikami tarcia wzdluz osi x i y, natomiast
e wspolczynnikiem odpowiadajacym poSlizgowi w kierunku tworzacym kat o« z osig x.
HuBer w [9] przyjal, ze

3.n Mo = pCOSZ 00+ p,sina.

Postulujac zaleznoéé (3.1) Huber wzorowal si¢ na zaleznoéci migdzy napreZzeniami normal-
nymi w plaskim stanie napreZenia

3.2 O, = 0;Cos 0+, sin’a,

gdzie o,, o, i 0, sa naprgzeniami normalnymi na bokach tréjkatnego elementu wycigtego
z napietej plaszczyzny. Kat, o ktéry musi zbacza¢ kierunek sity tarcia od kierunku poSlizgu
przy « € (0, 7t/2), oznacza si¢ przez 8. Wyznaczajac kat 8 HUBER wykorzystal analogi¢
z katem, o ktéry zbacza napreZenie catkowite p, okre§lone wzorem

(3.3) Pa = V02412,
od kierunku naprezenia normalnego o, w plaskim stanie napre¢zenia. Tangens tego kata

wynosi

. - %(o‘x—o‘,,)sinZa
3.4) tgf = — =

1 1 )
5 (ox+0y)+ 5 (0x—0,)cos20
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Zgodnie z powyzszymi zaloZeniami skladowe T i T, sily tarcia dane sa wyraZeniami

HycosZo+p,sin? o
V (uicosa)? + (u, sin o)

. cos? o+ u,sin?a .
(3.6) T, = pyNsin{fa—pf) = By £1s = L2 == U2 Nsina.
V (pycosa)? + (u,sino)

(3.5) T, = pgNcos(a—f) = uyiNcosua,

Z wzoréw (3.5) i (3.6) nie mozna wydzieli¢ czesci zaleznej tylko od funkcji kata o
charakteryzujacego kierunek poélizgu na powierzchni styku.

4. Tensor tarcia suwnego i jego wlasnosci

Wezmy dwie dwuwymiarowe przestrzenie wektorowe &, i &,. Przyjmijmy w &, orto-
normalng baze wersoréw k; (i =1,2) a w (;5"2 dowolna‘l bazzc wersoréw e (jl= 1, 2).
Niech przestrzei tensorowa 7, = é"2®<2$”2 bedzie produktem tensorowym przestrzeni
f€°2 i &,. Kazdy element tej przestrzer:i jest Jiniowa kombinacja polibaz k;® e;. Moze byé
wiec zapisany w postaci
“.n Q = 0'k,® e;.

Niech & bedzie liniowym odwzorowaniem przestrzeni tensorowej J , = &, W prze-
2 2

strzen tensorowa J ; = §,. Wdéwczas
1 i

1
4.2) \/ /\ #@ = Qa,

QeT,aeT,
2

gdzie &/(a) e 7, [10].
1 .
Niech elementami przestrzeni &, beda kontrawariantne wektory t tarcia odpowiada-
1
jace jednostkowemu dociskowi, a elementami przestrzeni £, beda dowolne kontrawa-
2

riantne wersory v wektora predkosci poslizgu.
Definicja: Nieosobliwy tensor Q nazywamy tensorem tarcia, jezeli Q nasuniety lewo-
stronnie na wersor v wektora predkosci poSlizgu jest wektorem przeciwnym do wektora
sity tarcia Coulomba t przy jednostkowym docisku, tzn.

4.3) t = —Qv.
Wektor sity tarcia przy dowolnym docisku N okresla zalezno$¢
(4.4) T = Nt.
W przypadku tarcia ortotropowego przyjgto nieortogonalny uklad wspotrzednych

Oé&n na plaszczyznie styku. Katy y, e, €, orientuja uklad O&n wzgledem prostokatnego
ukladu Oxy, rys. 1. Kierunek poélizgu okreslaja o, i o,. Zalozono, Ze rozkiad sil tarcia
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w uko$nokatnym ukladzie wspélrzednych jest taki jak rozklad naprezen na bokach tréi.
katnego elementu w plaskim stanie napreZenia. Element taki wraz z orientacjg wzgledem
uktadu wspdirzednych i kierunku polizgu pokazano na rys. 1. Przyjeto, Ze napreZenia
P. na boku ds rozkladaja si¢ na naprezenia réwnoleglte do linii £ i  na bokach ds; i ds,.

Ly

Rys.~1. Analogia tarcia ortotropowego z plaskim
stanem naprezenia . ¥

NapreZenia p, okre$la wzér (3.3), w ktérym

1 .
4.5 Oy = prive (o¢cos? d, + 0y, sin? 5y);
(4.6) Ty = 3111 (0,c0s0,5in 6, — 0, cos §;, sin 0,).

gdzie, 6, = o,—e, i 6, = nw/2—a,+¢,.

Niech u; i u, sa wspo}czynmkaml tarcia wzdtuz osi é i #, a y, jest wspolczynmklem
tarcia przy poélizgu w kierunku nachylonym do osi x pod katem «, i przez zalozona ana-
logie z p, okreélonym wzorem

4.7 P = c0s? 0 + 2 5in? 0,)% + (12 €08 9, 5in &, — 2, €08 0, 8in d,)%.

Kat zboczenia Kierunku tarcia od kierunku péélizgu przy a € (0, ©/2) okre§la wzdr

0,08 0, 510 J, — 0 COS 0 Sin Oy
0¢c0526 +0,sin? §,

(4.8) tgf =

]

gd21e za <r¢ i a,, nalezy podstawic odpow1edmo My i, Zgodnle z przyjetymi zalozemaml
otrzymano nastgpujace wzory na sktadowe sity tarc1a w ukladzie Oxy

(49) T'= —N(u,cose.dsy+p,sing,dsy) =

N .
= _siny [,ulcosexcos(ax—ex)+,uzsmeycos(ay—ey)]z

(4.10)  T? = —N{u,sing dsy+ p,cose,dsy) =

N . .
= - siny [,ulsmexcos(ax—ex)+,u2cose,cps(a,,—ey)]._
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W .powyZszych zwiazkach wykorzystano nastepujace zaleZzno$ci:

sind, . oS 0,
4.11) dsy = iny_ 1 ds,= siny

Latwo zauwazyé, Zze cos(a,—é,) 1 cos(a,—¢,) sa kosinusami kierunkowymi wektora
predkosci poSlizgu w ukiadzie uko$nokatnym O&#, rys. 2. Kosinusy kierunkowe wektora
predkoéci w ukladzie Oxy okreélaja relacje

V! . y?
(412) COSOy = T————— 1 Costty = ——————,
V(V1)2+(V2)2 | ]/(V‘)2+(V2)2
gdzie V! i V2 sa skladowymi wektora predkosci poélizgu w bazie (k,, k,).
Gy e
7% 3 R i
ey !\\ _é
& N\ & L\
n: ¥ \ ; . . I(Z il R _| _ X
Rys, 2. Wektor predkosci. poslizgu i jego skladowe Ky e V'kr "

Zgodnie z wyprowadzonymi wzorami reprezentacm tensora tarcia w wybranym
powyzej przypadku tar01a Jest nastQpUcha macierz

41 COSEy UaSineg,

. cos(ex+e,) cos(e;+s,)
@.13) @=@)=| " sine,  upcoss,
_cos(e,+¢&,) cos(e, +sy)
gdzie
4.19) Uy 2 €40, +00> 1 &, 6,e0,m/2).
Nadto musi by¢ spelniony warunek
(4.15) (ext¢,) €40, rc/2)

Utworzony w ten sposob tensor Q oraz ogdlny tensor tarcna maja nastepujace wila-
snosci;

1. Moc sity pochodzacej od czgici antysymetrycznej tensora tarcia jest rowna zeru.

Do wdéd: Reprezentacja macierzowa antysymetrycznej czesci tensora tarcia jest macierz

4 4 0 -4
gdzie
(417) | 4= Q"-0")
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Silg tarcia przy jednostkowym docisku, pochodzaca od cz¢éci antysymetrycznej tensora
tarcia jest

(4.18) t4 = —Qdy,
Wersor v w bazie (e,, ¢;) moze byé przedstawiony nastgpujaco
(4.19) v = [v!, v?]".
Stad, otrzymujemy moc sity ¢4
(4.20) = —VI(Q4Y) = —[o', 27 [0 _A] [vl] —0.
A 0] »?

Sita odpowiadajaca czesSci antysymetrycznej tensora tarcia ma charakter zachowawczy,

2. Szczegélnym przypadkiem tensora tarcia o ortotropii zgodnej z osiami ukladu
Oxy jest tensor tarcia ortotropowego

(4.21) Q=1pk@e+uk@e,,
i tensor tarcia izotropowego
(4.22) Q= uki®e +k,®e;).

Dow6d: W przestrzeni &, wybrano ortonormalna baze wersoréw (e, e,). Elementy
2

reprezentacji tensora tarcia ortotropowego otrzymano wprost z (4.13) zakladajac ¢, =
=¢, =0, u; # pu, # 0. Ponadto przy wyznaczaniu reprezentacji tensora tarcia izotro-
powego z (4.13) przyjeto dodatkowo u; = u, = u.
3. Kazdy tensor tarcia ortotropowego 1 izotropowego jest tensorem symetrycznym.
D o w6 d: Poniewaz w przypadku tensora tarcia ortotropowego i izotropowego

(4.23) Q" = Q,

wiec czeScig symetryczng tensora tarcia jest

(4.24) Qs = %—(Q+QT) - Q.

Cze¢$¢ antysymetryczna tego tensora rowna jest zeru.

4, Kazdy tensor tarcia ortotropowego (4.13) ktdrego elementy reprezentacji utworzono
przy zachowaniu warunkéw (4.14) i (4.15) ma dwie rzeczywiste wartoSci wlasne i dwa
wektory wiasne.

Dowé6d: Wartoéci wlasne tensora tarcia Q okreéla réwnanie

(4.25) det(Q— A1) = 0.

Stad po tatwych przeksztalceniach otrzymuje si¢ dla tensora (4.13) réwnanie kwadratowe
postaci

1 . .
(4.26)  A*cos*(e.+¢,)— Al +pz)cos(e, +e,)— 7 (uy8in2e,+ p,sin2e,)? +

+ (uy cos?e,+pp sin®e,) - (u sin®e, +u, cos?ey) = 0.
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Przy spelnieniu warunkéw (4.14) i (4.15) wyrdznik tego réwnania jest nieujemny
(A = 0), wigc pierwiastki sg liczbami rzeczywistymi.

5. Kazdy tensor tarcia ortotropowego (4.21) ma dwie wartosci wlasne, ktérymi sa
liczby p, i u, oraz dwa wektory wlasne postaci

1 _ 0
4.27) m1=|:0] i m2=[1].

Dowdéd: W przypadku tensora tarcia ortotropowego réwnanie (4.25) sprowadza
si¢ do postaci

(4.28) (ur—2) (uz—2) = 0.

Pierwiastkami tego rownania sa u, i 4, . Stad juz tatwo okre§li¢ wektory wilasne spelniajace
réwnanie

(4.29) Qm = /m.

6. Kazdy tensor tarcia izotropowego ma warto$¢ wlasna podwdjng réwna wspdlczyn-
nikowi tarcia p, a jego wektorem wilasnym jest dowolny wektor.

Prosty dowdd pominigto.

W przypadku tarcia ortotropowego (4.21), wspdlczynnik tarcia odpowiadajacy
po$lizgowi w kierunku okre§lonym katem o wynika z wzoru (4.7) po podstawieniu
& =¢6=0iy=mn/2

(4.30) pa = V (i cosa)? + (uzsina)? .

W przypadku tarcia izotropowego (4.22) wspolczynnik tarcia g, mozna otrzymaé
z (4.7) po podstawieniu ¢, = ¢, = 0, y = w/2 oraz u, = u, = u. Stad

4.31) Ha = M.

Dla réznych formul matematycznych wspoélczynnika u, (3.1) i (4.30) wynikaja rézne
zaleznoéci na skladowe wektordw sily tarcia, (3.5) (3.6) i (4.9) (4.10). Sposoby wyznaczenia
kata 8 w [9] i niniejszej pracy sg identyczne.

Dla poréwnania uzyskanych wynikéw z praca [9] przeprowadzono obliczenia biedu
wzglednego migdzy formulami matematycznymi u, okre§lonymi wzorami (3.1) i (4.30).
W tym celu utworzono nastgpujaca funkcje bledu

V/ (ecosa)? +sina

4. =
(4.32) Aa, ) #cos?a+sin?a

- —1 s

gdzie pu; = »u,. Wartoéci wspdlczynnikéw tarcia p; i u, nie moga zbytnio rézni¢ sie,
jak réwniez réznica ta z reguly maleje z czasem na skutek np.: docierania si¢ elementéw
maszyn i urzadzen [9]. Poréwnanie warto$ci wspélczynnikéw tarcia podanych w ogdlnie
dostgpnych poradnikach inZzynierskich pozwala oszacowaé zmiennoS$ci ». Przykltadowo
rozwazmy tarcie: a) stali o stal — u;, u, €<0,18; 0,15) stad » € (1,2; 0,83), b) stali o Zeli-
wWo — uy, us €<0,17; 0,11) wige % € {1,55; 0,65), ¢) skory o drewno — py, u, €<0,5; 0,35,
» €{1,67;0,6>.
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_ Maksymalny blad oszacowano przez okreSlenie kresu goérnego funkcji bledu przy
réznych przedzialach zmiennosci wspélczynnika #x, otrzymujac
(4.33) sup  A(a, %) < 0,0612 = 6,129,
a e0; 2>
x€¢0,5; 2>
(4.34) sup  A(a, %) < 0,343 = 34,39,
a €<0; w2y )
»€<0,2;5)
(4.35) sup A(e, %) < 0,7403 = 74,03%;.

aed0; w2y -
x€<0,1; 10>

Wyniki te wskazuja na mala réznicg migdzy przedstawianymi modelami tarcia orto-
tropowego, gdy » € €0,5; 2), co jak wykazano wystarczy dla praktyki inZynierskiej. Mozna
wigc stwierdzi¢, Ze model tarcia HUBERA i prezentowany w niniejszej pracy, okreSlaja
zblizone co do wartoéci sily tarcia gdy wspoiczynniki p, i u, nie réznia sie zbytnio.

Przyjety opis sit tarcia na powierzchni styku nalezy skonfrontowaé z wynikami do§w1ad-
czalnymi. '

5. Przyklad numeryczny

W celu spxawdzema uZyteczno§01 wprowadzonego opisu tarcia wykonano szereg testo-
wych przykladéw numerycznych dla ruchu punktu materla]nego po chropowateJ plaszczyz—
nie opisanego prostym réwnaniem
(5.1) mf = F+T,

gdzie m masa punktu, r wektor polozenia, F sita czynna, T opdr tarcia. Wektory réwnania
(5.1) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci
(52) Ir.= [X,_J’]T, F = [Fx’ Fy]T) T = —NQV‘,
gdzie
. X
cose, sing | | ————=

(53) - [’cosex sinex] [cosax] _ : ]/(x)z;- 0,)2

sine, - cose, [Leosay 1 | gin0 cose, T/_(_)z__ (y)2
: x)*+
Stad wektor sily tarcia mozna przedstawi¢ w postaci
cose sine . X
Ha x Ha > COSé, SIne, —
54 Te _N cos(ex+¢&,) cos(ec+e,) l/(;V)ZWL(J")Z
G4 T T pasine [42C08 &y . ‘ ¥

sing; cosg, I/W .
Réwnanie ruchu rozwiazano metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Na rys. 3 przedstawiono wyniki oblicze numerycznych réwnania (5.1) gdy F = const
i jest nachylona do osi x pod katem 45°, a tarcie ma charakter tarcia ortotropowego (4 =
= 0,12) ortotropowego (u; = 0,17; u, = 0,12) i anizotropowego (e; = ¢, = 15°; u, =
= 0,17; u, = 0,12). Punkt materialny porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
po prostej. Odlegloéci miedzy punktami przedstawionymi na rys. 3 odpowiadaja jedna-
kowym odstegpom czasu (4t = 0,5 [s]). :

cos(ex+¢&,) cos(ey+¢y)


http://oiv.bg

TeNsOR TARCIA COULOMBA 525

larcie (zotropowe
tarcie ortotropowe &=g,~0°
tarcie ortotropowe €€ =15

o

Rys 3. Tor punktu poruszajacego si¢ po chropowatej plaszczyZnie pod dzialaniem stalego wektora sity
nachylonego do osi x pod katem 45°

Na rys. 4, 5.6 podano wyniki rozwigzania rownania ruchu, gdy F = —kr (k — stala),
a charakterystyki tarcia izotropowego (rys. 4), ortotropowego (rys. 5) i ortotropowego
(rys. 6) sa jak w przykladzie poprzednim. Warunki poczatkowe ruchu dobrano tak, aby
torem punktu byl okrag w przypadku braku sit oporu. Po chropowatej plaszczyznie punkt

Rys. 4. Tor punktu poruszajacego si¢ pod wply- Rys. 5. Tor punktu poruszajacego sie pod wply-
wem sily centralnej, po plaszczyznie z tarciem wem sily centralnej, po plaszczyinie z tarciem
izotropowym ~ ortotropowym &, = g, =0°

porusza si¢ ruchem opéinionym i ostatécznie zatrzymuje sie w miejscu wskazanym na
rysunkach. Przedstawione na rysunkach punkty odpowxada_]q Jednakowym odstgpom
czasu (4t = 0,2 [s]). '

.- Przeprowadzone eksperymenty numeryczne wykazaly, Ze gdy warto§c1 wspolczynmkow
tarcia na kierunkach gléwnych znacznie réznig si¢; w przykladzie z ¢ = g, = 15°
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ponad 3 razy (rys. 6), punkt dazy do poruszania si¢ po torze o kierunku prawie pokrywa-
jacym si¢ z kierunkiem najmniejszego tarcia. Po wykonaniu kilku gasnacych wahnieé
na tym torze, ostatecznie zatrzymuje sie.

A

Rys. 6. Tor punktu poruszajacego si¢ pod wplywem
sity centralnej, po plaszczyinie z tarciem ortotro-
powym & = &, = 15°
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Peswme
TEH30P TPEHUS KYJIOMEBA

B pabore mano onpepgenenne teHsopa TpeHus. CoBMellleHHE 9TOTO TEH30Pa € €SMHHUYHBLIM BEKTOPOM
CKOPOCTH CKOJILYKEHHsI J1aeT BEKTOP, OPOTHBONOJIOKHBIA BEKTOPY CHIbI TPEHUS Ha IOBEPXHOCTH KOH-
TaKTa TBepAbIX Tea. IlpuBefeHbl CBOMCTBA TEH30pa TpeHUs U ero ocobennoctu. Paspaboraniasi maTema-
THUYECKAA MOJEJIb TPEHHUS CPAaBHUBAeTCs ¢ Moxensio I'veepa [9].

IIpuBeneHb! pacueTh! I TOUKH, ABHMKYILIEHCA IO IUEPOXOBATOH ILTOCKOCTH NOJ AEiCTBHEM IIO-
CTOAHHOMH HIIM 3aBHUCAILUCH OT IOJIOMEHUS TOUKH CHJIBI.
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Summary

TENSOR OF COULOMB FRICTION

The paper presents a definition of a friction tensor. If that tensor is composed with a versor of a slip
speed vector, then vector will be obtained which is reverse to the vector of friction force on the contact
surface of solid bodies. The properties of the friction tensor and its particular cases are given. The presented
model is compared with the model of Huber [9].

An examplary calculation of a motion of a point on a rough surface with exciting force either constant
or position — dependent was made.

INSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH PAN
GDANSK-WRZESZCZ

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 4 marca 1977 r.



