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1. UogéInione postacie wariacyjnych zasad mechaniki zwiazane z uogéInieniem pojgcia
potencjalu kinematycznego : '

W pracy KONIGSBERGERA [1]z [897 r. zostaty przedstawione zasady mechaniki w postaci
wynikajacej z uogdlnienia definicji potencjatlu kinetycznego. Badania KONIGSBERGERA
zostaly zainspirowane pracami HELMHOLTZA. W pracy pt. O fizycznej.interpretacji zasady
minimum dzialania [2] oraz w Wpykladach dynamiki dyskretnych punktéw materialnych
[3] HELMHOLTZ zrezygnowal z charakterystycznego dla mechaniki zaloZenia, Zze energia
kinetyczna jest jednorodna kwadratowa funkcja predkoscei, a energia potencjalna zalezy
tylko od wspéirzednych punktu (i czasu). Celem taklego postqpowama bylo jednolite
mechanistyczne ujecia termo- i elektromechaniki.

Réznice energii potencjalnej i kinetycznej, czyli podstawowa funkcj¢ Hamiltona,
HEeLMHOLTZ nazwal potencjalem kinetycznym. Potencjal ow H = V=T w ujgciu HEL-
MHOLTZA moze by¢ dowolna funkcja uogélnionych wspoéirzednych, predkosci i czasu.

Uzupetniajgc H dodatkowymi czlonami, odpowiadajacymi silor = zewnetrznym,
HeLmHOLTZ zapisal zasad¢ Hamiltona i odpowiednie réwnania -Lagrange’a drugxego
rodzaju w postaci uogdlnionej Fis ‘
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We wzorach tych Q, oznacza uogolmonq reakcje porusza]qcego si¢ ukladu na zmlanq
wspotrzednych g;. - ;
KONIGSBERGER posunal si¢ jeszcze dalej niz HELMHOLTZ w uogolmamu potenqalu
kinetycznego, zakladajac go w postaci dowolnej funkcji czasu, wspétrzednych i ich po-
chodnych po czasie. Wynikiem tego byly uogélnione postacie rézniczkowych i calkowych
twierdzed wariacyjnych.
Uogd6lniona zasada d’Alemberta-Lagrange’a ma postaé
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gdzie H jest kinetycznym potencjalem — dang funkcja czasu, wspdtrzednych i ich po-
chodnych po czasie (do »-tej wlacznie), X, sa danymi funkcjami czasu i wspoirzednych,
a dx; — wirtualnymi przemieszczeniami, ktére spetniaja réwnania holonomicznych i linio-
wych nieholonomicznych wigzdw
3n

3) Dagon =0, (r=1,2,..,0D.

k=1
Z zasady (2) i réwnan (3) otrzymuje KONIGSBERGER za pomocq mnoznikéw nieokre§lo~
nych uogélnione réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju dla holonomicznych i liniowych
nieholonomicznych ukiaddéw:

C)

l
oH d { 0H d [ 0H
6—xk—dt(6—xk)+ (—I) dt"(axi’") Xk+ rgllark_o (k= 1’29"'13”)’

oraz uogdlnione rownania Lagrange’a drugiego rodzaju dla uktadéw holonomicznych:
0H d (0H d* [ 0H d [ 0H
O G (G ) o) e =0

We wzorze tym

3n
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jest funkcja czasu i uogdlnionych wspoétrz¢dnych g;.

W przypadku zwyklego potencjatu kinetycznego réwnania (5) utozsamlajq si¢ z uogol-
nionymi rownaniami Lagrange’a (1).

KONIGSBERGER otrzymal réwnieZ uogdlniona zasad¢ minimum wymuszenia dla ukladéw
holonomicznych. Uogdlniona definicja wymuszenia ma postac¢

0H d [ oH & | oH 2
© z= Z 82H [axk—ﬁ(axk) - Y dt"(ax(”’) X"]'

x(v)z

Wymuszenie Z traktowane jest jako funkcja wielkoSci x§** przy ustalonych xi, X, ...,

., x@=1_lub odpowiednio funkcja wielkoSci ¢{**) przy ustalonych q,, iy ooy g0,
Zakladajqc, ze potencjatl kinetyczny H jest catkowita funkcja zmiennych x{”, nie zawiera-
jaca ich pochodnych, czyli

0*H
) o a5 =0, e#o,
x{ - 9xY
otrzymujemy
®
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Poniewaz

ox{2" Oxy,

oq(*” — 0q;’
mozna sprowadzi¢ réwnanie (8) do postaci

| 9z _ oH _ d(a_H o ey 6_H)+Q.
29 " g ar\eg )T g ) TE

dTl
z ktdrej na podstawie uogdlnionych réwnan Lagrange’a (5) wynika, ze

0z
i

(—1yt-

Zatem dla wartoSci ¢{2” okreslonych za pomoca uogdlnionych réwnan Lagrange’a
(przy ustalonych ¢;, ¢;, ..., ¢{*~") i odpowiadajacych im wartosci x§2” (przy ustalo-
nych x;, X;,..., x*~1) funkcja Z osigga punkt ekstremalny. Jezeli wszystkie pochodne
02H[0x{"* sa ujemne, to punkt ten odpowiada minimum Z, poniewaz Z jest wéwczas
dodatnie. W przypadku, gdy H jest zwykltym potencjalem kinetycznym, twierdzenie po-
wyzsze utoZsamia si¢ z zasada minimum wymuszenia sformutowana przez Gaussa. Z po-
wyzszego dowodu uogéblnionej zasady minimum wymuszenia wynika, Ze jest ona odpo-
wiednikiem uogdlnionych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. )

2. Modyfikacja zasady Gaussa w «Mechanice» Macha

Analityczna postaé zasady minimum wymuszenia we wspdlrzednych holonomicznych
osiagnela ksztalt ostateczny w wyniku badan uczonych austriackich A. WASSMUTA,
E. ScHENKELA i P. LEITINGERA. Jednak owe prace, jak réwniez wcze$niejsze badania
uczonych niemieckich i rosyjskich, po§wiecone sa zwyklej gaussowskiej postaci tej zasady.
Dopiero w «Mechanice» MACHA [4] po raz pierwszy pojawia si¢ propozycja modyfikacji
twierdzenia przez odrzucenie czeéci wigzédw ukladu. Chociaz MACH nie podat analitycznej
postaci-swej propozycji i zajmowat si¢ jedynie wigzami holonomicznymi, to jednak jego
pomyst stanowi wazne osiagnigcie austriackiej szkoty mechaniki, dajace impuls do dalszych
uogdlnien. .

W «Mechanice» MACHA porédwnywane sa odchylenia ruchéw rzeczywistego i wirtual-
nego nie od ruchu swobodnego, jak u Gaussa, lecz od ruchu bedacego wynikiem odrzu-
cenia czgfci wigzéw ukladu punktéw materialnych. «Kazdy z nowo wprowadzonych wie-
z6w — pisze Mach — zwigksza odchylenie sumaryczne, lecz wzrost 6w jest zawsze mini-
malny ... Jezeli zwiqiemy ze sobq dwa lub kilka ukladow, to ruch bedzie sie odbywal z mini-
malnym odchyleniem od ruchéw poszczegdlnych podukladéw. Na przyklad, jezeli zbudujemy
wahadlo liniowe z kilku zwyklych wahadel to ruch wahadla zlozonego bedzie wykazywal
najmniejsze odchylenie od ruchdw:poszczegdlnych wahadel» [4].

Na podstawie tak zmodyfikowanej iasady Gaussa, oblicza MACH przyé$pieszenia
wahadla ztoZzonego.

«Przy odchyleniu o zwykle wahadlo wykazuje przyspieszenie gsina. Jezeli ysina jest
przyspieszeniem punktu odleglego o jednostke dlugosci od osi wahadla zloZonego, to

¢
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Zm(gsina—rysina)?, lub Zm(g—ry)* osiqga minimum. Stqd Zm(g—ry)r =0 [lub

Zmr‘ W

V= E e

Zwracajac uwage na to, ze taki sposéb rozwiazania zagadnienia o przy$pieszeniach
wahadla zloZonego jest najprostszy, MACH objasnia to tym, ze «w zasadzié Gaussa zawarte
Jjest juz cale doswiadczenie Huygensa, Jakuba i Jana Bernoulli i innych»®. Za pomoca

‘

przykiadow MAcH stara si¢ wykazaé, Ze «zasada Gaussa nie zawiera istotnie nowej tresci®,
ze jest ona «nowa tylko formalnie, lecz nie merytorycznien®. Podobne zdanie o zasadzie
Gaussa miat DURING. «Nawet to — kontynuuje Mach —, Ze ona (zasada Gaussa, przyp.
autorki) obejmuje statyczne i dynamiczne zagadnienia, réwniez nie stanowi o jej przewadze
nad zasadgq d’ Alemberra w postaci Lagrange’a, o czym juz wspominaliSmy»®.

Pomijajac meslusznq krytyke zasady Gaussa, zauwazmy, ze «Mechanika» Macha Za-
wiera wiele przykladow zastosowan tej zasady, przy czym wykorzystywane sg rdézne
postacie wzoru na wymuszenie. Pod tym wzglgdem praca ta jest bardzo mterescha a pre-
zentuje przeciez ponadto nowy pomyst o odrzucaniu wiezow.

Zajmiemy si¢ teraz badaniami BOLOTOWA, ktéry rozwinat idee MACHA.,

3. Zasada Gaussa W pracach Bolotowa

Praca BoroTowa [5] wyréznid si¢ po$réd wielu publikacji dotyczacych zasady Gaussa.
Miala ona duzy wplyw na péZniejsze badania tej zasady. Wiaénie ta praca zainteresowald
zasada Gaussa CZETAJEWA., Wystarczy poréwnaé pracg Borotowa z plerwszq publlkac_|q
CZETAJEWA [6] o zasadzie Gaussa, aby stwierdzi¢ jej znaczenie dla uogo]men CZETAJEWA:

’ Przedstawnmy teraz w skrécie wyniki badafn BOLOTOWA i poréwnamy-tok jego rozumo-
wania z pozmejszym uogolmemem na przypadek ukladéw melmlowych w pracach CZETA-'
JEWA. o - ‘

Y por. [4] s. 306 - 307
» tamze 's. 307

3 tamze s. 311

4 tamze s, 312
5 tamze s. 312
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3.1, Zasada minimum wymuszenia w postaci Bolotowa. BOLOTOW uogdlnitl zasade: Gaussa
uwzgledniajac nowe koncepcje “odrzucania -wszystkich wigzéw jednokierunkowych oraz
czgsci wigzéw dwukierunkowych. W sformutowaniu BoLoTowA uogdlniona zasada Gaussa,
brzmi nastepujaco: «odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu ukladu, w ktérym zostaly
odrzucone wszystkie jednokierunkowe wiezy oraz dowolna liczba wigzéw dwukierunkowych
Jjest mniejsze niz odchylenie dowolnego ruchu wirtualnegoy.

W zasadzie uogdlnionej zamiast Z mamy sumg

AN
Z m{(jix—jx)* + (]i,v _Jky)z‘l'(ji_z—sz)z] = TSik)

()

ktéra jest miarg odchylenia k-tego ruchu od i-tego. Symbole ji,, Jiy » jxz Oraz odpowiednio
JixsJiy»Jiz 0znaczaja rzuty na-osie ukladu wspélrzednych przyépieszef punktu material-
nego dla ruchéw k-tego i i-tego w chwili czasu ¢ (ruchy te nie muszg by¢ wirtualne) Oba
rodzaje ruchu zachowuja przy tym identyczne wspoerane i pr@dkoém punktéw material-
nych w chwili ¢, :

Jezeli i-ty ruch jest ruchem uktadu swobodnego w wyniku dziatania 51{ zewnetrznych,
a k-ty ruch jest jednym z wielu mozliwych dla danego ukladu, to wzor (1) jest identyczny
ze wzorem na wymuszenie Z w zasadzie Gaussa. BOLOTOw rozwaza odrzucenle wszystkich
Jjednokierunkowych wiezéw holonomicznych uktadu

& Pt 5, 9,220, (u=1,2,...m)
wraz z pewng liczbg wigzéw dwukierunkowych" ‘
(3) fﬂ.(t,«\',y,z)=0, (;'.= 1,2,...1).

Dowdéd zmodyfikowanej zasady opiera si¢ na dwéch nastepujacych zalozeniach:

1) Wirtualne przemieszczenia ukladu z wigzami (2) i (3) naleza do wirtualnych prze-
mieszczen ukladu, pozbawionego wszystkich jednokierunkowych i czgéci dwukierunko-
wych wigzéw.

2) Istnieja przemieszczenia wirtualne, ktérych rzuty sa proporqonalne do rozmc
Jks~J1x>Jxy—J1ysJxz—J1z- Faktycznie bowiem z warunkow, jakie wynikaja z wigzéw dla
przy$pieszen w ruchu rzeczywistym (Bolotow nazywa go ruchem «pierwszym») oraz
w k-tym ruchu wirtualnym, o identy¢znych wspéirzednych i predkosciach punktéw w chwili
t wynikajg zaleZznosci: '

oy . o I
2 [a—;(]kx_jlx)+ _a_;_‘(jky_]ly)'*' T;(jkz._jlz)J =0, A=1,2,..;D,

. . bp. .. b, ] o _ N
2 [?;(jkx_jlx)+ a—y" (Jky—J1y)+ a—;(sz “Ju)] - ,0’ (,U= L, 2; ceiyin)s .

Poréwnujqb jez warunkami dla przemieszczen wirtualnych‘ TR '

¢ =0 A= S eea
E (Sx+ ay -.Sy+ a 62 )5 ( 1, > o 1)’

| 99 0Pu 09, ' | _
Z[ax bt oy Loz >0, (u=1,2,.m),
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mozna zalozy¢
ox = a(jkx_jlx), 6}) = a(jky"jly)’ 0z = a(jkz_jlz):

gdzie a jest dowolnym mnoznikiem dodatnim. Wéwczas z zasady d’Alemberta-Lagrange’a
mamy

@ D X =m0 + Y =mjy) Gy =) +(Z=mj12) Giee—jn )] < 0.

Zatézmy, ze uklad zostal pozbawiony wiezoéw jednokierunkowych, a spoéréd dwu-
kierunkowych zostalo zachowane jedynie /; wigzéw. Ruch takiego ukladu, z zachowaniem
poprzednich predkosci i sit zewnetrznych w chwili £, BOLOTOW nazywa ruchem «zerowymby».
Przyspieszenia jo,, joy, jo: dla takiego ruchu wynikaja z réwnania

(5) D, (X =mjo) A%+ (Y = mjo,) A5+ (Z — mjos) 47] = 0,
przy czym AX, AY, AZ musza spelnia¢ warunki
ofy =, Oh ofi 4| _ _
Zl R E EL NN CES R RN

Na podstawie pierwszego z podstawowych zalozen mozna przyjaé

A} = a(jkx_jlx)’ Z} = a(jky_jly)9 Az = a(jkz—jlz)’
co pozwala zapisaé réwnanie (5) w postaci
(6) Z [(X— ijx)(jkx _jlx) + (Y_ ijy)(jky _jly) + (Z_ ijz)(jkz _jlz)] =0.

Odejmujac stronami réwnanie (6) i nieréwno$é (4), otrzymujemy
(7) Zm(ijjkx +j0yjky +j0zjkz)_ Z m(jlxjkx +jlyjk,v +.Ilzjkz)_

~ D o jix—Jogity Fiosit)+ D, m(iix+ity+it) <0,
Wprowadzajac energie przy$pieszen

1 \? _
Si= 5 D) mUE+iE+id),

mozna wykazaé, ze

Zm(jixjkx+jlyjky+jlzjkz) = Si+Sk—Su.
W takim razie relacja (7) przyjmuje postaé
Siu—Sok+S0r <0, lub  Si0 < Sio—Sux.

Poniewaz S, > 0to S;o < Sk, czyli odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu ukladu
czgéciowo pozbawionego wigzéw jest mniejsze niz odchylenie dowolnego ruchu wirtual-
nego od ruchu ukiadu czgéciowo pozbawionego wigzow.

Dowdéd powyZszy zachodzi réwniez w przypadku liniowych wigzéw nieholonomicznych.
Dwa podstawowe zalozenia, wykorzystywane w dowodzie BOLOTOWA, sa réwniez naj-
wazniejsza czg¢§cia dowodu Czetajewa®,

% por. [6] s. 70.
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3.2. Zastosowanie uog6lnionej zasady minimum wymuszenia w zagadnieniu oslabienia wi¢zéw jedno-
kierunkowych. Zalézmy, 2e ukiad o wigzach dwukierunkowych

/'l(t’xyyyz)=0, (l=1,2,.1)
ma s wspdirzednych g, q,, ..., g.. Dodatkowe wiezy jednokierunkowe
(p;l(t, x,y,Z)ZO, (lu= 1,2,m)

wprowadzaja m ograniczen. Zawsze mozna okre§li¢ wspéirzedne uogdlnione w taki sposéb,
aby te ograniczenia mialy postaé

ql > O,qZZ 0, "',qm > 0'
Niech w chwili ¢ wigzy jednokierunkowe sa aktywne. Wdwczas
9,=0,¢,=0,...,9,=0.
Zakladamy dodatkowo, ze™
9,.=0,9,=0,..,9,=0.
W takim razie drugie pochodne wspdtrzednych uogélnionych dla dowolnego ruchu wirtual-
nego spetniaja warunki:

alk = ﬂlk,azk = ﬂzk, -'-,.q'mk = ﬂmk,
gdzie By > 0 (por. [7)).

Aby otrzymaé warunki na oslabienie (pasywno$¢) wiezéw jednokierunkowych, Boro-
TOW rozwaZa sytuacj¢, w ktérej odrzucone sa wszystkie wigzy jednokierunkowe przy
jednoczesnym zachowaniu wigzéw dwukierunkowych. Wéwczas odchylenie k-tego ruchu
wirtualnego od zerowego ruchu ukladu o zredukowanych wigzach

1 N\ .. ., S
Sko = -5 Z m[(ex—Jox)> + Uiy —Joy)* + Uiz —Jo2)*]
mozna otrzymaé z wyrazenia energii kinetycznej dla tego ukiadu. W tym celu naley
zamieni¢ w tym wyrazeniu czlony drugiego rzedu wzgledem ¢,, §,, ..., ¢ na roznice

G1x— G105 Gak— G205 - Gsk—Gso- Wynika to z poréwnania wyrazefi na réznice przy$pieszen

.....................................................

Przy$pieszenia 4,0, 4205 ---» s0, WYstepujace we wzorze dla odchylenia So, sg obli-
czane z réwnan Lagrange’a dla ukladu o zredukowanych wigzach. Natomiast przy$pieszenia
w ruchu rzeczywistym ukfadu wyjéciowego wynikaja z warunku minimum odchylenia
Sok.

" Jezeli g1 > 0,42 > 0, ..., gm > 0, to nie mozna niczego powiedzie¢ o drugich pochodnych
G1yG2,...,Gm (por. [7]s. 188).
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. Poszukiwanie tego minimum BoroTow dzieli na dwa etapy. Najpierw. okre$la si¢ mini-
mum So, dla ustalonych wartodci przy$pieszen: g,x = Bix, G2k = Baks -+ s Gk = Bk -
Warto$ci pozostalych przy$piesze §n4q, ---» g Obliczane sg z warunkéw

OSox  _ 0, aSJ = 0.
aqm +1,k aqsk
Wyrazajac w tych réwnaniach Gy .4 oo G PTZ€Z Bixs Baxs o> Bux 1 . Wstawiajac
je do Syk, otrzymujemy minimalng warto$é odchylenia Sox-
Nastepnie oblicza sig wartoscx_ﬂlk,ﬁzk, eevs Bk, dla ktdérych SOk osigga mintmum.

Borotow pisze: «Jezeli minimum Sq, odpowiada dodatnim wartosciom B, to odpowiednie
wiezy w chwili t ruchu rzeczywistego sq pasywne, podczas gdy pozostale sq aktywne». Tak
wiec, problem podziatu wigzéw jednokierunkowych na aktywne i pasywne w podejsciu
Borotowa jest teotetycznie prosfy Jednakze obliczenia praktyczne sg bardzo Zmudne.
Biorac to pod uwage, Bototow w § 4 swej pracy podaje kilka wskazédwek usprawniajacych
obliczenia.

Z tego, ze So jest jednorodna kwadratowa funkcja réznic §,x—§i0, G2k —G20, ---»
-y G —Gso0, Wynika jednorodnosé Sox wzgledem réznic fix—d 10, fax— G205 -+ » Pk — Guo -
Mozna zatem obliczaé Syr W sposéb nastepujacy. We wzorze energii kinetycznej ukladu
o zredukowanych wiezach nalezy wyrdznié¢ zbiér T, czlondw kwadratowych wzgledem
uogdlnionych predkosei ¢y, 42, ..., §;. Nastepnie nalezy wyrugowaé z T, predkosei
Gt 15 --+» Js 24 POMOC réwnan ' N

oT, oT, oT,
: =0, — e
aqm+l aqn1+2 aqs
Wreszcie predko$ci pozostale g,, q,, ... 4, nalezy zastapi¢ réznicami Bi—Gio0,
Bak— G205 s Bk — Gmo - :

Minimum absolutne funkeji SOkJest rowne zeru i osiagane dla By = §,0, ﬂZk = G20y e
cevs Bk = Gmo - Lecz By = 0 dla ruchu wirtualnego. Zatem minimum zerowe Sox, adpowia-
dajace ruchowi rzeczywistemu, otrzymamy wtedy, gdy wszystkie przy$pieszenia §,0,420,
Gmo Sa nieujemne. JeZeli za$ niektore wartosci tych przy$pieszen sa ujemne, to nalezy
szukaé minimum Sy, na granicy obszaru dopuszczalnych warto$ci zmiennych S (tzn.
zaklada¢, ze niektore z nich moga by¢ zerowe).

Niech Sy = B =-.. =0, a B >0, B4 > 0,.... Wowczas wartodci f;; minimali-
zujace Sy, na obszarze dopuszczalnym mozemy obliczy¢ z warunkow
a§0k a§Ok a§0k aSo::
’_—=0,- —= %=0,..., ‘2 > —2 0,....
B pr 0P B - 0P

Nastepnie BoLoTow wykazal, ze nie moga istnieé jednocze$nie dwa minima na granicy
obszaru.

Jako przyklad zastosowania swej teorii, BOLOTOW przytacza takle zagadmeme Jedno-
rodny pret o masie m oparty jest w chwili 7 jednym koficem o plaszczyzng (x 0 ), druglm
za$ o 0§ z (rys. 2). Dopuszcza si¢ mozliwo$é utraty kontaktu migdzy oporami a pretem.
W chwili poczatkowej pret jest w stanie spoczynku i dziala nan sila F(X, Y, Z), zaczepiona
w §rodku ciezkosci preta. Nalezy ustali¢, w jakich okoliczno$ciach moze nastapi¢ w chwili
¢ utrata kontaktu migdzy jednym z konadw preta a plaszczyzng podpierajaca. .. .
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Oznaczmy przez X, y, Z wspolrzedne $rodka cigzkosci, ¢ = ¥ x04,0 = X ABz i przez
! potowe dlugoéci preta. Wowczas wigzy jednokierunkowe maja postaé

- Z+lcosd > 0, X — lcospsinf >0, y—Isingsing > 0.

[ W4

Rys. 2

W chwili ¢ s3 one spelnione réwnoéciowo. Energia kinetyczna ukladu bez wiez6w ma
postaé

T = mGE 4543 4o R+ sin’0),

gdzie R oznacza promieri bezwladnosci preta wzgledem osi, poprowadzonej prostopadle
do preta przez jego $rodek cigzkosci. Wybierajac jako wspdirzedne uogdlnione wielkosci
Xg, ¥p, Za, dla ktdérych zachodza relacje

xp = X—Icosgsin®, yp = y—Isingsind, =z, = z+Icosb,
mozemy zapisa¢ warunki () w postaci
xp20, yp20, z,20.

Sposéb uktadania funkcji S, zostat omdéwiony poprzednio. Ze wzoru na energig
kinetyczna w zmiennych xg, yg, z4, @, 0:

T= 7m[x,z,+y,2,~}~z§~}~q0231n26(R2+12)+62(Rf+12)—2(jrz(x,,lsm6smqo_
— yulsinBcos )+ 26(lxcosfcos p + Iy cosOsing +2 4 Isinb)],

redukujemy ¢ i 6 na podstawie réwnan
or 0 oT 0

o T 0
Nastepnie Xz, g5, 24 zastapimy réznicami
- XB_'.X:B05 yB_,j;BO' .Z.A_.Z-AO’

gdzie Xgo, j)',,;,, 'z’,'io'qznaczajq przy$pieszenia ukladu swobodnego, czyli
X

Xgo = — Vo = —~ Zgo = —.
o= Y m’ ko m
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Otrzymujemy zatem wzdr nastgpujacy:

1 m 2

s WD & NP PR ¢
Sox = TRT-W[(XB_W) (R*+x%)+ (.VB—-m-)

O e [

Na podstawie tego wzoru BoLoTow okre§la warunki, ktére powinna spetniaé sita
F(X,Y, Z), aby w chwili 7 nastgpowala utrata kontaktu miedzy koficami preta i plaszczyz-
nami podpierajagcymi.

1. Przy$pieszenia koncéw preta Xg, yg, 7,4 sa dodatnie, gdy konce te oddalaja si¢ od
plaszczyzn oporowych. Zgodnie z uogdlniong zasada Gaussa, przyS$pieszenia te mozna
okreéli¢ z warunkow na minimum funkcji Soz:

05w _

R+ 57+ (24 %) (R*+7%) +

=0 e , — = 0.
0xg ’ Yy 0Z 4
Otrzymujemy zatem
. X . 3 _ V4
xB_“;n_’ .VB—?, 4=

Wartoéci te sa dodatnie, gdy rzuty sity F na osie uktadu wspétrzednych sa dodatnie.
Tak wigc oba konce preta traca kontakt z oparciem, gdy

X>0, Y>0, Z>0.

W podobny sposéb mozna zbadaé pozostale przypadki.

2. Punkty A i B traca kontakt z ptaszczyznami xOy i y0z (lecz: B pozostaje w kontakcie
z plaszczyzna x0z), gdy
Yxy Yyz

Y <0, X> — it > -
R4 x24+72 R24+x%2422

3. Punkt B traci kontakt z ptaszczyznami y0z i x0z (lecz punkt A pozostaje na plaszczyz-
nie x0y), gdy
Zxz Zyz
Z2<0, X>———1r-= Y> ———FF—.
’ g 7 TRt 4y
4. Koniec preta B traci kontakt z plaszczyzna y0z (lecz pozostaje na plaszczyznie
x0z, a koniec A — na plaszczyznie x0y), gdy co najmniej jeden z rzutéw Y, Z jest ujemny.

3. Zastosowanie uogélnionej zasady minimum wymuszenia w teorii uderzenia

W §§ 6 i 7 swej pracy BoLoTow udowadnia stosowalno§é uogdlnionej zasady Gaussa
w teorii uderzenia, obejmujacej dzialanie zewnetrznego impulsu uderzeniowego lub nagle
wprowadzenie nowych wiezéw (mozliwe jest tez jednoczesne obu tych oddzialywan).
Sformulowanie zasady minimum dla uderzenia poprzedzone jest pewnymi nowymi defi-
nicjami.



UOGOLNIONE POSTACIE WARIACYJNYCH ZASAD MECHANIKI 413

Jezeli na poczatku uderzenia uklad ma wiezy ¢(¢, x, ¥, z) = 0, to pelna rézniczka
funkcji ¢ po czasie

dp  dp Z(aw op O )
@ T a T\t e

Jest w trakcie uderzenia ujemna i nazywa si¢ predkoscia odksztalcenia wigzéw.

Jezeli na koncu uderzenia ograniczenie (¢, x, y, z) = O staje si¢ pasywne, to zupelna
rézniczka dp/dt uzyskuje warto$¢ dodatnia, zwana predkoscig ostabienia wigzéw.

Ruchem czgéciowo swobodnym (lub ruchem drugim) nazywany jest ruch ukladu
pod wptywem identycznych impulséw i nagle nakladanych wiezéw co w ruchu rzeczy-
wistym, lecz po zredukowaniu wszystkich wiezéw jednokierunkowych i dowolnej liczby
dwukierunkowych.

Uogdlniona zasada minimum wymuszenia dla uderzen formulowana jest w sposéb
nastepujacy: «Odchylenie rzeczywistego ruchu po uderzeniu od ruchu zwanego drugim jest
najmniejsze posréd odchyler ruchéw wirtuainych, ktére majq identyczne z ruchem rzeczy-
wistym predkosci oslabienia wigzéw jednokierunkowych» (por. [6] s. 35 - 36). BoLoTow
przytacza dowdd tej zasady dla wigzéw holonomicznych (w ogdlnym przypadku nieustalo-
nych). Mozna éw dowéd rozszerzyé na przypadek liniowych wigzéw nieholonomicznych-
Rozwazany jest ruch uktadu n punktéw materialnych M; o masach m;. Niech przed uderze-
niem uklad ma / wiezéw dwukierunkowych.

M Lt %3, =0, (A=1,2,..,)
oraz m wigzéw jednokierunkowych
)] F(,x,9,2)20, (u=1,2,..,m).

W ogdlnym przypadku uderzenie sklada si¢ z zewnqtfznych impulséw I:’—(X , Y, 2)
i nagle wprowadzanych nowych wiezéw
©) o, x,y,2)20, »v=(1,2,..,p).

Na poczatku uderzenia (w chwili ¢) znane sg predkoéci punktéw ukladu, a tym samym
i predkosci odksztalcania nowych wiezdéw

do,
dr ‘a” 4
Zaklada sie, 2e wiezy (3) pozostaja aktywne w trakcie uderzenia.

Zgodnie z zasada d’Alemberta-Lagrange’a, zachodzi
(4) Z {[X+m(v0x—le)] 6x+ [),,+m(vOy_v1y)] 6y + [Z+m(v02_vlz)] 62} < 0’

gdzie vy, vy, v, sa rzutami predkodci punktéw Mi na poczatku uderzenia, vy, vyy, ;.
oznaczaja rzuty rzeczywistych pr¢dkosei tych punktéw po uderzeniu, a dx, dy, 6z oznaczaja
rzuty wirtualnych przemieszczen punktdw ukladu, spetniajace warunki:

=1,2,...,p).

of; ofi afy )_ _
® Z(W"”—a;f’HWéz =0, (A=1,2,..,0),
OF, . OF, . . OF, ) B
(6) Z( ox ax+ 6y ay+ 62 62 = 0’ (tu - 1’2’ ""m),

o9, dp, dp, _ _
%) Z( o I 62) —0, v=1,2,..,p).
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W stanie czgéciowo swobodnym uktad ma /, wiezéw typu (1) oraz wigzy typu (3),
ktére pozostaja aktywne w trakcie uderzenia. Wedtug zasady I’Alemberta-Lagrange’a
dla tego ruchu mamy '

(®) 2 {IX+m(vos—v2)ldx+ [Y +m(vo, —03)]dy + [Z+m(vo, —v,,)] 4z} = 0,

gdzie v,,, v,,, U2, 3 rzutami rzeczywistych predkosci punktéw uktadu czeéciowo swobod-
nego, a Ax, Ay, Az oznaczaja rzuty wirtualnych przemieszczen, spetniajgce warunki:

0/ o/ of; _
Z( ox A+ dy Ay+ 0z AZ) =0, @

N [ 99, op, op, .\ _ TN
Z ( ax Ax+ 'a;~Ay+ ”ég*l]z = 0, (1} = ],2, ...,p).

1,2, .., 1),

Warunki te odpowiadaja wigzom zachowanym w ukladzie czgéciowo swobodnym. We
wzorze (8) wystgpuje znak réwnosci, poniewaz wszystkie stare wiezy jednokierunkowe
zostaly odrzucone, a wigzy nowe sg aktywne.

Biorac pod uwagg fakt, Zze wirtualne przemieszczenia ukladu rzeczywistego naleza
do zbioru wirtualnych przemieszczenn ukiadu czg¢Sciowo swobodnego (pierwsze zaloZenie
podstawowe), mozna zapisaé réwnanie (8) w postaci

®) 2 {[X+m(@os— 0] 0x + [Y+m(voy —03,)] 0y + [Z + m(vo, —v,,)] 0z} = 0.

Odejmﬁjqc stronami relacje (9) i (4) otrzymujemy

(10) D ml(02x=01.) 8%+ (03, —01,) 8y + (03,—2,,) 2] < 0.

Nastepnie. rozwazajac warunki na predkoéci rzeczywistego i wirtualnego ruchdw
uktadu po uderzeniu, BoLoTow wykazal, Ze istnieja przemieszczenia witualne proporcjo-
nalne do réZnicy tych predkoéci. Rzuty predkoéci punktéw w ruchu rzeczywistym po
uderzeniu speiniaja warunki, wynikajace z réwnan (1) dla wigzow dwukierunkowych:

By Ny P, i) _
an ('W”“‘“LW””J“W”“_‘O’ (=120,

oraz wynikajqce z relacji 3)i (2):

0 (0 0 0
(12) (pv + ‘ ( (pv'v +"'&7)1y+ (p" _1)12) = ﬂv> 0’ (‘V = 1;2’ ---,P),

o T Li\ax YT oy 0z
OF, \O[@F oF, OF, |
(13) a;‘ + Z ( axﬂ le+ a)ﬁ vly+ a;‘ 7)lz) = )’,; > 0; (:u = 11 27 veey m)

Jezeli rozpatrujemy tylko takie rodzaje ruchu, Ze predkosci oslabienia wigzéw (3)
sa takie same, jak w ruchu rzeczywistym, a predkosci ostabienia wigzéw (2) sa nie
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mniejsze od odpowiednich wartosci rzeczywistych, to predkoéci wirtualne po uderzeniu
spelniaja warunki:

ofa ( of; of, of; - B
at + z{ ( ax 'vkx+ ay 'vky+ z vkz = O, (;l. = 1,2, ...,l),

a v v ' a v
(15) ’ (p + Z( 99 'vkx y vky+ aq; 'vkz) ='ﬂv) (V = 1,27 '--’p)’

(14)

oF, 0F,  OF oF L

16 “ “ “ Ll = pl > =1,2,..,m.

( ) at + v ( 6x vkx+ ay vk}'+ 6Z vkz) y.“ y!" (lu i 1 2 ’7’1)

Odejmujge stronami relacje (11), (12), (13) oraz odpowiednio (14), (15), (16), otrzymujemy
i) of,

(17) . Z [ f; (vl\x_le)'l' af (vl\y_vly)'l' af (vkz vlz):l =0
o, op, op,

(18) . Z [ a(p ('vkx le)'l' ay '(‘vky'~'vly)+-az ‘(‘vkz_'vlz)] =0

OF, OF, oF,
(19) .Z[a—(vkx ,x)+—*(vky—v,y)+——;(vk,—vu)]=y,ﬂ—wzoz

PorownUch to z warunkami (5), (6), (7) dla przemieszczen wirtualnych, dochodzimy
do wniosku, ze mozna zaloZyé

(20) dx = k('vkx_'le)’ dy = k('vky_'vly)a 0z = k(v.—9y2).
Podstawienie wyrazen (20) do wzoru (10) daje
(21) 2m[('vz:c_'vl'x)('vkx_'le)'l'(va'"'vly)('vky_'vly)'l'(7)2z_7)1z)(7)kz_7)12)] < 0

 Zrelacji tej wynika potwierdzenie uogé]nibnej zasady Gaussa dla uderzenia. Faktycznie
w przypadku uderzenia odchyleniem i-tego ruchu od k-tego jest

dr? 2 m[(vix —”ksz + (01, = ky)? + (Ui, —D42)?] = 2d1°Ty,
gdzie

@) T = o D, 10 =000+ (0 =00+ (01 =017

. Pomijajac staly mnoznik 2dr?, mozemy przyjqé jako"odchylenie Ty, czyli energie
klnetycznq predko$ci utraconych przy przejéciu z i-tego do k-tego ruchu.
Na podstawie oczywistego zwigzku

ZM(v,kax+7),-y7)ky+7),-z7)kz) = T1+Tk—T,'k,

mozemy przedstawi¢ (21) w postaci

(23) Ty, < Thy— 1Ty
Poniewaz Ty, > 0, z warunku (23) wynika
(24) : Tyy < Tia,s

czyli odchylenie rzeczywistego ruchu od czesciowo swobodnego jest mniejsze niZz odchyle-
nie dowolnego ruchu wirtualnego. :
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Jezeli przed uderzeniem uklad mial tylko wigzy dwukierunkowe, to relacje (21) i (23)
staja si¢ rownosciowe. JeZeli ponadto ruchem «drugim» jest ruch ukladu bez wigzéw,
to nieréwno$¢ (24) wyraza klasyczna postaé zasady Gaussa. Faktycznie, podstawiajac
do wzoru (24) wyrazenia T, i T}, dla ukladu swobodnego, otrzymamy

Tio+ 2 [X(@ox~v1x)+Y (voy—21,)+Z(Vo: —,2)] < Tho+ 2 [X(Vox — Vi) +

+ Y (Voy—iy) + Z(Vo: — Vi)
skad wynika, ze funkcja

Tiot 2 [X(Wox —0kx) + Y (W0, —Viy) + Z (00, — s2)]
osigga minimum dla ruchu rzeczywistego w klasie ruchéw wirtualnych.

BoLoTow zwraca uwage na to, ze APPEL [8] nazywa w swej ksigZzce ten wynik twier-
dzeniem Robina, gdy faktycznie jest to tylko posta¢ zasady Gaussa dla uderzenia. Appel
przeprowadza dowdd zasady Robina, wykorzystujac twierdzenie Carnota, ktére zachodzi
tylko dla wigzéw ustalonych® na poczatku uderzenia. Uwaza przy tym, Ze ograniczenie
to dotyczy réwniez zasady Robina. Wykazujac, Ze twierdzenie Robina jest szczegélnym
przypadkiem zasady Gaussa, BoLoTow udowodnit stuszno$¢ zasady Robina réwniez dla
przypadkéw, gdy twierdzenie Carnota nie moze by¢ stosowane.

Zauwazmy, Ze z relacji (23) wynika nie tylko nieréwnoéé (24) wyrazajaca uogdlniong
zasade Gaussa, lecz rowniez nieréwno$é
25) Tii < Tia.

Wyraza ona twierdzenie, ze odchylenie ruchu rzeczywistego po uderzeniu od ruchu wirtual-
nego jest mniejsze niz odchylenie ruchu wirtualnego od ruchu czeSciowo lub calkowicie
swobodnego. Bolotow nie zauwazyl tego wniosku. '

W § 10 swej pracy BoLoTow pokazuje zastosowanie uogdlnionej zasady Gaussa na
przykladzie zadania o zderzeniu dwéch cial.

Dowdd zasady Gaussa, podany w pracy BoLoTowa tylko dla wigzow holonomicznych,
przechodzi réwniez w przypadku liniowych wiezéw nieholonomicznych.

Rozpatrujac szeroka klasg zagadnien, zwigzanych z uogdlniona zasada minimum
wymuszenia, pojeciem czgSciowej redukcji wiezéw, postacig analityczng i dowodem
zasady minimum, zastosowaniem jej w teorii uderzenia, skomplikowanym zagadnieniem
oslabienia wigzéw jednokierunkowych, BoLoTow pozostawal jednak caly czas w kregu
holonomicznych i liniowych nieholonomicznych uktadow. Uklady z wiezami nieliniowymi
i nieholonomicznymi nie byly rozpatrywane w jego pracy. Pozostawilo to otwarta kwestig
dalszego uogdlnienia zasady Gaussa. Zagadnienie to stalo si¢ przedmiotem badan CzETA-
JEWA, absolwenta Uniwersytetu Kazanskiego.
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