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Analize stanu naprezenia w tarczach grubych nalezy przeprowadzaé za pomoca teorii
uwzgledniajacej pelne tensory stanéw naprezenia i odksztalcenia.

Ugcislong teorig tarcz izotropowych opracowal Kaczrowski [1]. Zgodnie z ta teoria
stany naprezenia i odksztalcenia w tarczy grubej mozna okre$li¢ za pomoca funkcji na-

" prezenia, analogicznej do funkcji Airy’ego oraz funkcji w przemieszczenia powierzchni
zewnetrznych tarczy w kierunku do nich prostopadiym.

Materialy konstrukcyjne o silnej anizotropii charakteryZUcheJ si¢ tym, Zze miedzy
wspolczynnikami sprezystosci zachodza nastepujace zaleznosci 433 < A, (¢ = 1,2)
i Ass < Ay(l = 4, 5) wykazuja duzg podatnos¢ na poprzeczne odksztalcenia [2, 3]. Fakt
ten wymaga stosowania teorii usci$lonych nawet w przypadku cienkich tarcz o odpowiednio
duzej podatno$ci na poprzeczne odksztalcenia.

Klasyczna teoria tarcz moze prowadzi¢ rowniez do duzych bledéw w przypadku analizy
naprezen w poblizu otwordéw, ktorych $rednica jest nieduza w porédwnaniu z gruboscia
tarczy. .

Z powyzszych wzgleddw w pracy niniejszej przedstawimy techniczna teoric grubych
tarcz ortotropowych.

Praca stanowi uogdlnienie kinematycznej metody usciélonego obliczania grubych
tarcz o ortotropii cylindrycznej [3].

1. Roéwnania podstawowe

1.1. Podstawowe zwiqzki teorii sprezystosci. Rozpatrzmy w ramach liniowej teorii spre-
2yst6éci tarcze wykonana z materialu jednorodnego, ortotropowego i idealnie liniowo
sprgiystego Przyjmujemy, ze osie x, (¢ = 1, 2) kartezjanskiego ukladu wspdtrzednych
leza w-plaszczyznie Srodkowej tarczy, a plaszczyzny ogramczajqce tarcz¢ maja rownania
X3 = +h, gdzie 2k jest gruboscig tarczy. . ,

W celu skrécenia zapisu formul zastosowano zapis wskaznikowy i cze$ciowo kon-
wencje sumacyjna. Wskazniki oznaczone malymi literami faciriskimi 7, j, przyjmuja wartosci
1, 2, 3. Wskazniki oznaczone literami greckimi «, 8 przyjmuja wartosdci 1, 2.

W obszarze tarczy musza by¢ spetnione podstawowe zwiazki teorii sprezystodci, to
jest zwigzki Cauchy’ego i

a 1
, (1.1) : \ & ?(u,-_j+uj',-), ih,j=1,2,3, i

y Cy
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rownania konstytutywne

011 Ay A A €11 023 = 2A4s 823,

(1.2) 022 | = | A2x A2z A2z || 221> 031 = 2455 €34,
.

033 Asg Asx Aszs £33 012 = 2466 €12

oraz réwnania rownowagi
(1.3) O-ij,j'}'/\,iz()y I)_/= 172)3-

Ai; (i,j=1,2,3) oraz A,, (n = 4,5, 6) sa wspoiczynnikami sprezystoéci materiahu.
Warunki brzegowe na powierzchniach granicznych x; = +/ maja postaé

(1.4 Op3 = Tp5, 033 =p5.

-
-

Rys. |1

Ponadto obcigzenie tarczy stanowig sily masowe X,. Sily powierzchniowe dzialajace
na tarcz¢ sg dowolnie zmiennymi funkcjami x,.

1.2, Pola przemieszczen i naprezei. Pole przemieszczenia w tarczy przyjmujemy w postaci
(1.5) Uy = wd+ul(1=302),  uy = [W§+ub(l =L,
C = .X3//7,

u¥(k = 0, 1) sg nieznanymi funkcjami zmiennych x,.
Z warunkéw brzegowych (1.4) otrzymujemy

1 2 A s ) I Ase h
1~ 0 a0 _ Fe L3 0 " 58
(16) : ‘u3 - us 6 A33 (uS,a G‘L’a a + 2 A33 ua.a 2/433 P3s

gdzie v, = As55/G, T, = A44/G, G jest dowolnie przyjetym poréwnawczym modulem
sprezystosci poprzecznej np. Agg-
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Ze wzgledu na przyjete pole przemieszczenia, pole naprezenia przedstawimy w postaci
0, = op+o,(1 =307,
(1.7 012 = Agsleda+eia(1-387)],
O3 = pr"‘GTaué.a(l —CZ)Ca

gdzie skladowe stanu naprezenia o,(p = 11, 22, 33) sg okreSlone przez wzory (1.2).
Sity wewnetrzne odniesione do plaszczyzny $rodkowej tarczy zdefiniowane sa naste-

.pujqco:

s Nog = h [ omdl, o, =1,2,
g

i
stad po podstawieniu (1.7) i wykorzystaniu faktu, ze /& f(l—3cj2)dcj = 0, otrzymujemy
=1

Ny, = 2hAel,
(1.9) Ny = 2hA e,
\ le = 2/1/4668?2'

1.3. Uklad réwnai rézniczkowych. Ze wzgledu na zaloZone pole przemieszczen (1.5) réw-
nania réwnowagi zostang spetnione w sensie catkowym w nastgpujacej postaci [3]:

1
(1.10) 2/7f(6aﬂ.ﬂ+6a3,3+Xa)dC =0, hj (0u3,at033,3)dC = 0.
0 0
Na podstawie (1.7) i (1.10) dochodzimy do uktadu réwnan rézniczkowych:
(1.11) Liu) = f;,
gdzie

Lu = 2/7(/4116%"‘/4666%)» ‘ L12 = L21 = 2/1(A12+A66)6%2)
Ly = 2h(Ags 07+ A2203),  Lyy = 2443 0,,
Jo = —2(p5+hX,), '

h? A,
(1.12) L= A3 GoL(V3)— Agaaa,
h 3 A4
Ly = _ﬁG[ " (A3, 01+ A3, 03)— 3IV2 > /:3 >
y )
] 3 P G h
. | 2 S _
fi= 2P3+ 8 A33VP3 2apa
h? 1 A A
214 A VZ( _:1 N E— 02[’2),

V:=17,0{+7,03.

Réwnania (1.11) sa uwikianym ukiadem rézniczkowych réwnan czastkowych acznie
ésmego rzedu.
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Uklad réwnan mozna rozwikla¢ wprowadzajac funkcje przemieszczen spelniajace
nastepujace niejednorodne réwnania rézniczkowe:

(1.14) det[L;}D; = fi.
Poszukiwane przemieszczenia wyznaczamy z zaleznosci
@1 L12 L13 Lll d)l L13 ) Lll L12 ®l
(115) ul=|D, Ly Lys|, u = | Ly @y Lys |, ud =|Ly Ly, D,].
Dy Ly, Lj; Ly, @3 Ly Ly, Ly, 5
Na podstawie (1.12) i (1.14) otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
B G |, Az .y ) ) P G- 1
. —— 2 1|L, D VE-1|L,®; = — f;
(1.16) A33[36 A33( A, -0F-3|Vi+ + 12 4. 2 6/zf’
gdzie \
L, =4y, A660T+[AHA22_A12(A12+2A66)]a%82+A22A66635
L, = A}3 A6 01+ A1 Ads+ A2 AT =243 A23(A 2+ Ase)] 33 03+ A33 A66 05

W tarczach o $redniej grubosci i cienszych, w ktorych stosunek gruboéci do mniejszego
boku 2h/a < 1/5, uklad réwnan mozna uprocic.

A3a < 5 to czlon réwnania rdZniczkowego zawierajacy /1*/36 jest wielkoscia
33

Jesli

A
malg w stosunku do pozostatych, gdyz (Z) = 100"

Po jego pominieciu otrzymujemy nastepujacy ukiad réwnan rézniczkowych:

» G
12 Ajs

1
24

(1.17) Vf—l)(Lz—A33L1)¢i= =

Gdy sily powierzchniowe i masowe sa rowne zeru, funkcje rozwiklujaca @ wyznaczamy
z nastgpujgcego rownania rozniczkowego jednorodnego szdstego rzedu:

(1.18) WG vz—l)(L A L)® = 0
‘ Y ﬁ 1433 T 2 3zt - .
Réwnanije to mozna zastapi¢ ukladem dwu réwnan
1.19 2 . 12 & =0,
(1.19) . Ass 01+ Aya 05— e Az =

(403 +2B01 83+ Ca3)D" = 0
gdzie
A= (Afs_‘AuAss)Ass’
2B = Ay A33+ A2 AT3— 24,3 423(4 12+ Ass) — A1y Az2 Ass+ Ay A33(As2 +2466),
C = (A%3— A3, 433) 466,
D =P+,
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Dla tarczy izotropowej uktad réwnan (1.19) przyjmuje postaél
1—-» 24
2_ = ’ — 72772 1 —
(1.20) (V T3 hz)di 0, VIV 0,
gdzie V2 = 024 03.
Podobne réwnania otrzymat na innej drodze Kaczkowskl (por. [1] s. 873), z tym,

. . . l—» . . . . . .
ze zamiast wspoéiczynnika 1= 72 znajduje si¢ nieco wigkszy wspdiczynnik
1-v 30
1—2v h*°

Poszukiwane przemieszczenia po pominigciu sit masowych i powierzchniowych wyzna-
czamy z zaleznoS$ci '

U = (LypLy3—Li3L,,)9P,
(1.21) ug = —(Ly, Ly3—Lyy Ly3)D,
us (LyyLa2—Ly Ly)?.
Na podstawie (1.12) i (1.21) mamy
U = 4h0,[A23(A 2+ Aes) 05— A, 3(Aes 01+ Az, MNP,
(1.22), ug=>—4/762[A23(Auaf‘l‘Assa%)—Ala(sz‘l‘Ass)aﬂ@,
ud = 4h*{A,, Ase 01+ [A 11 Aza— A2 (A12+2A466)] 03 05+ A2, A6 03} D.

1.4. Warunki brzegowe. W warunkach brzegowych na pobocznicy walca ograniczajacej
tarcze moga wystepowaé w réZnych kombinacjach trzy wielkoéci geometryczne

(1.23) : Uy, Ug, Uz )
i trzy statyczne
(1'24) Gll} Gn,u Gns .

Indeksami » i § oznaczono wielkoS$ci statyczne i geometryczne w kierunku normalnej
i stycznej do brzegu tarczy.

Zaréwno warunki geometryczne, jak i statyczne mozemy speinié jedynie w sposdb
catkowy. '

Z uwagi na zaloZone pole przemieszczen otrzymaliSmy uklad réwnan rozniczkowych
Iacznie 6smego rzedu. Pozwala to spetnié po cztery warunki brzegowe na pobocznicy
tarczy. ‘

Mozemy zatem dokladniej spetnié te warunki brzegowe, ktére maja najbardziej istotny
wplyw na stany naprezenia i przemieszczenia w tarczy. '

Przyjmujemy wigc cztery wielkoéci geometryczne

(1.25) uy, Uy, Ug, U3,
i cztery statyczne
(1.26) R On > Ofsy Ons.

Gdy korzystamy z uproszczonego réwnania (1.17), spelniamy po trzy spo§réd wymie-
nionych wyzej warunkéw brzegowych. -

A



244 J. KusAwskI

2. Uwagi koncowe

W pracy przedstawiono techniczna teori¢ grubych tarcz ortotropowych, obcigzonych
w sposéb mozliwie ogdlny.

Teoria ta pozwala na spelnienie wszystkich zwigzkéw liniowej teorii sprezystosci dla
ortotropowego ciala tréjwymiarowego z wyjatkiem réwnan réwnowagi, ktére sa spetnione
w sensie catkowym.

W rezultacie otrzymano uwikiany ukiad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych
lacznie 6smego rzedu do wyznaczenia trzech wielkosci geometrycznych — usrednionych
po grubosci tarczy, przemieszczen 49 (« = 1,2) oraz przemieszczenia uJ powierzchni
zewnetrznych tarczy, w kierunku do nich prostopadiym.

Uklad réwnan rozwiktano, wprowadzajac funkcje przemieszezen @; (j = 1,2, 3),
metoda wyznacznikowa dla ukiadéw rézniczkowych réwnan liniowych.

Hustracja omdéwionej teorii prostymi przyktadami jest przedstawiona w pracach [3, 4].

/
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Peszwme

TEXHUYECKAS TEOPUA TOJICTBLIX OPTOTPOITHLIX JUCKOB

B paore npeacraBiieH yrouHeHHBIH cnocol pacyera TOJNCTbIX, OPTOTPOMHBIX AMCKOB, NOABEPIHY-
TBIX ACHCTBHIO IMOBEPXHOCTHBLIX CHII CO BCEMH TPEMs COCTAaBJISIOIIMMH M MaccoBbIX cuir. Ilpobnema
PELLUEHA B IIEPEMEILEHHSIX, UTO JaJI0 BOZMOMNKHOCTE TOUHO YAOBJIETBOPHTL OTHOILIEHHAM JIMHERHOH Teopuu
YIPYTOCTH, 33 MCKJIIOUCHHEM YPaBHEHIT PABHOBECHSA, KOTOPbIC OYAYT YAOBJIETBOPEHLI B HHTEPAJILHOM
CMBICIIE.

B pesysnbrare monyuena cucrema Tpéx auddepeHunabHbIX ypaBHeHHH COBMECTHO BOCBMOLO IMO-
pAOKa UL ONPENC/IeHHsT HEM3BECTHLIX (BYHKUMI nepemeltieHust. 3TO MO3BOJIAET YAOBJIETBOPUTL ue-
ThIPEM 'PAHHYHBIM YCJIOBHUSIM Ha GOKOBOH MOBEPXHOCTH IWWIMHAPA, OrPaHMUMBAIOEH AMCK. B muciax
CpeaHeH TOMUHHbBI COBMECTHBI MOPSIIOK CHCTEMbI YPABHEHMIT MOYKHO YMEHBIIHTL A0 LIECTOro IIOpAKa
nyTem OTOPachLIBAHHA MalbIX WICHOB.

Summary

TECHNICAL THEORY OF STRETCHING THICK ORTHOTROPIC PLATES
3
The paper presents an improved calculation method of thick orthotropic plates subject to the action
of arbitrary surface and body forues. The problem is solved in displacements what makes it possible to satisfy
precisely the relations of the theory of linear elasticity for orthotropic three-dimensional body, except the
equilibrium equations which are satisfied in the general sense.
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The obtained system of three eighth order differential equations allows for determining the unknown
of displacement functions satisfying three boundary conditions on the cylinder surface bounding the plate.
In moderately thick plates the equation order may be reduced tosix by disregarding the small terms of higher

order.

POLITECHNIKA BIALOSTOCKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 sierpnia 1976 r.



