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1. Postawienie zagadnieniz

W pracy rozwaza si¢ rozktad temperatury w diugim walcu kolowym w przypadku,
gdy jego powierzchnia boczna poddana jest dziataniu temperatury bedacej funkcja kata
opasania, a sam walec obraca si¢ wokot swojej osi ze stala predkoécia katowa w. Zakfada
sig, ze w chwili poczatkowej temperatura walca, jak i jego otoczenia byta stata i wynosita Ty,.

Zagadnienie to rozpatrywane jest w cylindrycznym ukladzie wspéirzednych r, ¢, z,
sztywno zwigzanym z walcem. Rozwazania prowadzone sa dla punktéw walca dostatecznie
odlegltych od obu jego konicéw, w zwigzku z czym przyjmuje sie, ze rozklad temperatury
wewnatrz walca jest funkcjg czasu £ i zmiennych przestrzennych r i ¢.

Rozktad temperatury na brzegu walca w chwili #, > 0 pokazany jest na rys. 1.

* Rys. 1. Rozkiad temperatury na brzegu walca
w chwili 7, >0

Aby okresli¢ rozklad temperatury w przekroju poprzecznym walca w dowolnej chwili
czasu, nalezy rozwigza¢ rownanie przewodnictwa cieplnego

10
2 —_——— =
o) V- — = =0,

gdzie § = T— T, 0 = 0(1‘, ®, t)r
z warunkiem poczatkowym

) 0(r,p,0) =0 .
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i warunkiem brzegowym

ORCRAE 0.[n(x+ "g‘* )_n(x_-é';'-”;
Aa2 Aa2
+02[17(x—n+ 5 )—n(x—n— 5 )]

2,18 1@
ot T T

Tutaj:
V? =

» — wspolezynnik przewodzenia temperatury,

7(x) — funkcja Heaviside’a,

0, =T,—T,, T, = const,
06, =T,—T,, T, = const,
x = (p—owt)mod.2x.

Warunek (3) opisuje rozkiad temperatury na pobocznicy walca, przy czym zamiast
podanych na rys. 1 wielkoéci T, i T, w zwiazku (3) wpisano temperatury wzglegdne 0,
i6,. Warunek ten mozna przedstawi¢ w wygodniejszej do obliczenn postaci, rozkladajac
funkcje Heaviside’a w przedziale {0,27) w szereg trygonometryczny

@ 0@ g0 = (O Ao +0;d0) +

[e o]

2 . nda, o . nday
+2 nn[O,sm 72—-+(—1)025m 3 Jcosn(<p wt);.

n=1

2. Rozwigzanie réwnania przewodnictwa cieplnego

Rozwigzania réwnania (1) poszukuje si¢ w postaci
[oe]

G) 00, @, 1) = to(r, D+ Z {13a(r )cOSH(p—t)+ L3(r, Dsinn(p—o)}.

n=1
Podstawiajac (5) do (1) otrzymuje si¢ uklad réwnan rézniczkowych:

o 10ty | Oty

© T T O
0%y, 1 8t,, n? | dt, no
M ot T r or ot w o =0
621211 1 atz,, n? 1 3[2,, hw _
@) or: T o R A x T 0,
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ktérych rozwigzania musza speinia¢ warunki:

©) L g 0) =05 1,(r,0) = 0;  £5,(r, 0) = 0;
1
(10) log = to(a, 1) = Z(Oldal +0,4a,),
_ 2 . nday L. nda,
an la = tin(a, 1) = E[Olsm 5 - +6,(—1)*sin 7 ],
(12) t(a,t) =0.

Rozwigzanie réwnania (6) z warunkami (9); i (10) jest znane w literaturze i wyraza
si¢ wzorem [1, 2]

2 N\ Jolrsor) g2,
13 .,1:,‘,1___2/__0_ 0i sl
( ) Io(l ) 0 [ a < So;Jl(aso,-) et

gdzie przez so; oznaczono pierwiastki réwnania Jy(as) = 0, a — promien walca, Jo(x) —
funkcje Bessela pierwszego rodzaju zerowego rzedu.

W celu rozwiazania ukladu réwnan (7), (8) z warunkami (9),, (9)s, (11) i (12) posluzymy
si¢ skoriczong transformacjg Hankela [4]. W zwigzku z tym o funkcjach 7,,(r, £) i t,,(r, t)
nalezy zalozyé, ze przy ustalonym ! spetniaja warunki Dirichleta, tzn. maja skonczona
ilos¢ ekstreméw w przedziale (0, @) oraz ze maja skonczong iloé¢ skonczonych nieciagloéci
w tym przedziale i nie majg nieciaglosci nieskoriczone;j.

Przy tych zalozeniach transformata Hankela funkcji ma postaé [4]

A
a

(14) JGsw) = [ tf0)rsai)dr,

natomiast funkcja przez swoja transformate wyraza si¢ wzorem

o]

05 o= 2 3 e
i=1

Widas, ) >

gdzie s,; oznacza pierwiastki réwnania J,(as) = 0, J,(x) — funkcj¢ Bessela pierwszego
rodzaju n-tego rzedu.

Po przetransformowaniu wymienionych wyZzej rownan i warunkow otrzymuje sie
uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

- 1 di, now —
2 _ in -
(16) '—Sm'tln % dt + 2 12 ’,,HHS,”J (ﬂs,,,)
~ | dr, no —
2 2n
(17) Sni th ?15 dt % in ’

ktérych rozwigzania muszg znika¢ dla ¢ = 0.
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Rozwigzaniem ukladu réwnan (16), (17) sa funkcje t;,.(s,,,-, t) (j=1,2) wyrazajace
si¢ nastepujacymi zwiazkami:

’
asnl‘]n(asnl) e
S:E;{Z +n2w2

- _s2 e . 52t
(18) Lin(Sniy 1) = 2lng S s kcosnwt — nwsinnwt — xsZe 'Y,

- asyJoQse)  _s2 . 2t
(19) Lon(Snis t) = —xt"aﬁe ™ fnew cos nwt + xs i sinnwt — nwe' '}
ni’v

Po zastosowaniu do (18) i (19) wzoru (15) otrzymuje si¢ rozwiazania uktadu réwnan
(D, (8):

@) 11,05, ) = ot Y] cosb

=1

Jn(rsni)

— 52t 1 11— o.:}
51T (asy) {exp(—sZ=t)cos[nwt+ 8,]—cosd,;},

oo

e 2 2 Ja(rSni) 2o :
(21) tz,,(/ 5 t) = —Et,,a £ Cosanlm {Cxp( S"ixt)sln[nwt‘f‘(s"(]—sln (S,”'},

gdzie oznaczono
n 252
Y W . B
]/xzs,ﬁ+n2w2 ]/xzs':tl+n2w2
Korzystajac ze zwiazkdw (5), (13), (20), (21) i wprowadzajac bezwymiarowa wspot-
rzedna o = rf/a otrzymujemy rozktad temperatury w przekroju poprzecznym walca

sin 5,,, =

N Fo]
22 6 0, s 1) = lo, 1-2 076 o + \
(22) .9, 1) ° [ “— Hoid1 (o)

S O% Jn(@,uni)
+2 g t {— 2 =P cos 8, cos[r{p—wi) + 0, +
< na = ,u,.ij,.(,ll,.:) [ (‘P ) ]

| —u2 Fo_Ja(0ptni)
+ Ze L] %COS(S,”'COS n +(S,, .
= ,um'Jn(,unl) [ (p i]

Tutaj
Uai = as,; — miejsca zerowe funkcji J (u),

»t . . . .
Fo = P liczba kryterialna Fouriera (bezwymiarowy czas),

0 €40,1).

3. Analiza otrzymanego rozwiazania

Ze wzgledu na charakter zmian pola temperatury w czasie niektérzy autorzy (por. [3, 6])
wprowadzajac podzial stanu nieustalonego na:

— czysto niestacjonarny rezim cieplny (Fo < 0,5),

— regularny rezim cieplny (Fo > 0,5).
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W czysto niestacjonarnym rezirnhie pole temperatury w sposéb zlozony zalezy od fizycz-
nych wlasnodci ciala, jego geometrii, rozmiaréw oraz od warunkéw poczatkowych i brzego-
wych. Rezim regularny przedstawia soba stadium procesu uporzadkowanego, kiedy
czasowo-przestrzenne zmiany temperatury zaleza od geometrii ciala, jego fizycznych
wlasnodci, rozmiaréw i warunkéw brzegowych, natomiast nie zalezg od warunkéw poczat-
kowych.

W celu przeanalizowania zwiazku (22) przedstawmy go w postaci

(23) 6o, ¢, t) = eN(@’ @ FO)+eB(@’ @ t)+es(@’ p—owl),

gdzie oznaczono

o0

(24 6%(o, @, Fo) = _21011 Jolouor) A

,uOlJl (/‘01)

-, ) —u2 F
—22{rn,,cosn 1 e Hmto%
(P ,um n+1(1um)

n=1
o0 o0

N | . Jn ni
e Plpn==-2D {’Z Sin On un,Jn(f!fczni) *

n=1 i=1

,. X(sin[n(p—wt)+ 0,1 — e ™" ™sin[ng + m)}.

(26) 0G0, p— wt) = toa+22, {tnacosn(qv—wt) Z p JJ(@IMZZ )}

Korzystajac ze znanego zwiazku [2]

[ 0"
 ulopa)) ,[* dia ¢ e<0,1),
Mni n+1(/unl) | 0 dla

mozna wyrazenie (26) sprowadzi¢ do postaci

oo
@7 65, p—01) = tou+ D tug"cosn(p—ct).
n=]

Poszczeg6lne wyréznione wyrazenia maja sens nastepujgcy:

—6%(o, @, Fo) opisuje zmiang temperatury poszozegblnych punktéw walca wskutek
nagrzewania, na ktérg nie ma wplywu ruch obrotowy walca;

—0%(p, @, t) opisuje bezwladnos¢ termiczng, bedaca wynikiem ruchu obrotowego walca
wokdt swojej osi. Wyrazenie to bedzie nieco szerzej omdéwione w dalszej czesci pracy,
a wplyw jego na rozkiad temperatury w przekroju poprzecznym walca jest zilustrowany
rysunkiem 3;

—6%(o, p—wt) jest whasciwie funkcjg dwoch zmiennych: bezwymiarowego promienia
o oraz réznicy ¢ —w!. Zmiana czasu t o At powoduje podobna zmiang wartosci funkcji
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0°, jak zmiana kata ¢ o Adp = —wdr. Zatem 0° opisuje ustalony rozklad temperatury
w przekroju poprzecznym walca, dla ktdérego istnieje 0§ symetrii. Nietrudno bowiem za-
uwazyé, ze 0° jest parzysta funkcja argumentu ¢—awt.

Rozktad temperatury dany wzorem (27) mozna interpretowac jako pole temperatury
nieruchomego walca po uplywie bardzo dlugiego czasu, opisane w biegunowym ukladzie
wspolrzednych p, ¢ —wt = . Cecha charakterystyczna tego wyrazenia jest brak zaleznosci
od wlasnosci fizycznych ciala, jego wymiaréw i warunkéw poczatkowych.

W rezimie czysto niestacjonarnym nie mozna pomina¢ zadnego z wyrazen wystepuja-
cych w zwigzkach (24), (25), (27).

W rezimie regularnym (Fo > 0,5) funkcja 0(g, ¢, ¢) opisujaca pole temperatury przyj-
muje znacznie prostsza posta¢. Mozna bowiem pomina¢ wszystkie wyrazenia zawierajgce
exp(— u2 Fo) opréocz najwickszego, tzn. exp(— u3;Fo). Wyréznione w zwigzku (23) wyra-
zenia przyjma postaci

Jo(0to1)  —42.Fo
24 0o, @, Fo) = =21y, 2300 _o™"0i"® = N (p, Fo),
( )RR (0 (p ) 0 IuOlJl(luOI) 0 )

(25)1m 08(97 ®, t) = OB(Q’ ‘p—wt) =

Jn(optnt) }
_ _22{"a2 5,isin[ 1)+ 6,
i Sln l ”((p @ ) ],um n+l lum)

Wyrazenie (27) nie zmieni swojej postaci.
Zwigzek (23) mozna zatem dla Fo > 0,5 przedstawi¢ nastepujaco

(23)re 0o, ¢, 1) = 0V(0, Fo)+0%(o, p—wt)+05(p, p—wt).

Pierwszy z wyréznionych cztonéw szybko dazy do zera z uplywem czasu. Oba pozostale
sa wiladciwie funkcjami dwdch zmiennych; opisuja one stan quasi-ustalony. Widoczne
jest, ze na bezwladnosé termiczng ma istotny wplyw predkos$é katowa w; warto$¢ bowiem
funkcji 0%(o, p—wt) zalezy od siné,;.

Przy predkosciach katowych w, spefniajacych warunek

(28) © <z,
mamy sind,; < 1 i 0%(p, p—wt) = 0. Pole temperatury bedzie wéwczas dane zwigzkiem
(29) 0(0, ¢, 1) ~ 0V(o, Fo)+0°(0, p—wt),

2z ktérego wida¢, ze ruch obrotowy praktycznie nie ma wplywu na sposéb przenikania
. ciepla do wnetrza walca.
Wreszcie zauwazmy, ze dla Fo > 1,5 czion 0%(o, Fo) wnosi we wzorze (23)gp poprawke
“rzedu 10~%1,,, ktéra mozna pominaé. :
Wprowadzajac pojecie czasu charakterystycznego 7o = a?/xu?, (jest to czas charak-
teryzujacy szybko$é nagrzewania si¢ walca w rezimie regularnym) zauwazy¢ mozna, Ze
warunek Fo > 0,5, okre§lajacy czas, dla ktdrego rezim cieplny nazywany jest regularnym,
oznacza t > 37,, natomiast Fo > 1,5, dla ktérego we wzorze (23)pp mozna pominaé
pierwszy skladnik, oznacza ¢ > 9t,.
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Przy braku ruchu obrotowego (w = 0) zwigzek (23) przeksztalca si¢ do postaci

S ﬁ Jn(@,um') —u2 Fo ﬁ
(30) 0(p, @, t) = tye—2 lt,,,,cosn z e w00 4 é tha0'cosng.
) (Q (p ) 0 "—E;l (p o1 ,uni‘]n+1(;uni) Q (p

n=1

Na osi walca temperatura zmienia si¢ w sposéb niezalezny od ruchu obrotowego.
Podstawiajac we wzorze (22) ¢ = 0 otrzymujemy

31) 00, ¢, 1) = zo,,{l - Z ZC;S(J- (/;‘:fo)} = 6(Fo).
=1 vl I

Identyczng funkcje opisujaca zmiang w czasie temperatury na osi walca otrzymuje sig
w przypadku rozwazania rozkladu temperatury opisanego zwigzkiem (13) lub (30). Jak
zatem widaé¢, w rozwazanym zagadnieniu ruch obrotowy nie ma wplywu na temperature
punktéw lezacych na osi walca. Glebsza analiza wzoru (31) podana jest m.in. w mono-
grafiach [1, 3].

Na koniec rozwazmy przypadek duzych predkosci katowych w. Funkci¢ 0%(o, p—wl),.
dang dla Fo > 0,5 zwigzkiem (25)pr, przeksztalémy w tym celu do postaci

,unl‘]n+l(,um')

_22 {’:,acosn(‘P wt) Z sin® g i) nféj/:"(zm)=,

i korzystajac z faktu, ze

3 N e
(32) 0%, p—wt) = =2 Z{lmsmﬂ@—wl)%l $in 8,008, - (oun) =~
n=1 i=

2
Oznaczajac 4 = wa

2 2
. nwa "y
SINGp = — ey COSOpy = “'3'2____, =
Vrlub+nio’a V% paitnfota

mozna zwiazek (32) zapisaé nastgpujaco:

00, p—wt) = —2 > ulSH@sinn(p—w)+ S (@cosnlp—wn)],
n=1

gdzie

Pt In(Qnt)
S (Q) Anz (‘u4+A n )J,,+1(;unl)
(33)

AnJ (Q#nl)
S (o) = AnZ AT o
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Opierajgc sie na wynikach pracy [9], mamy

+ M( 4 ) sin n n
. SHe) = ZM@( ) [6,(y/ 4n) —0,(c v/ 4n)),
_ " M,(ey/ 4n — —
Sy (0) = %_ 2M(‘E]/A 5 cos [0,,(]/An)—0,,(@ ]/An)],
gdzie

M,(z) = y/ber2z+beilz,

0,(2) = arctg(tt:el z ),

Cr,2

ber,z, bei,z — funkcje Thomsona (Kelvina) {7, 8].
Wykorzystanie wzordw (34) pozwala zwiazek (32) przedstawié w postaci pojedyncze
sumy nieskonczonej

[o0]

=
(35) B0, p—ont) = — Z 0" cosn(p—wt)+

A — —
+ Z Lo - M, (Z]) ”)) os[n((p—0)l)+0,,(]/An)—0,,(@]/An )],
ktérej zbieznosé dla ¢ € (0,1) wykazano w pracy [10].

Podstawiajac (35) do (23)yz otrzymujemy nastepujgcg postaé funkcji, opisujacej roz-
kiad temperatury w przekroju poprzecznym walca w czasie rezimu regularnego:

(36) 0(@5 @, 1) :6N(0> FO)+10,1+

+ Zl M, (OI/AH) cos[n(cp wt)+6,(y/ An)—0 (@]/An)]
n=1 Mn('/ )
gdzie 6%(o, Fo) okreslone jest zwiazkiem (24),,. Skiadnik ten nie zalezy od predkosci
katowej .
Z postaci (36) funkcji (e, @, ) wynika, e zasadniczy wplyw na zmienno$¢ tempera-
tury w czasie w punktach przekroju poprzecznego walca ma suma, zawierajgca funkcje

I""M"(@l/ n)
M, (Y an)

funkcja cos[n(qo—wt)+0,,(]/E)—0,,(@ VAn )] — o szybkosci oscylowania temperatury
wokd6t wartosci £y, (sktadnik 6%(o, Fo) dla Fo > 1,5 wnosi do tej wartosci pomijalnie
malg poprawke).

Jesli predkosé katowa w bedzie odeW1edn10 duza, to — biorac pod uwagg tylko skon-
czong liczbe wyrazéw rozwazanego szeregu — mozna funkcje M, (;/7) zastapié¢ ich roz-
winigciem asymptotycznym [7, 8]:

M,(z) i 6,(2), przy czym utamek — decyduje o amplitudzie tych zmian, za$

an
(37) - M, (YAn) ~ i;(l—/l/—_—ll/ 2/ An ) +52(/4n)
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gdzie

I = 14 Z{<-1ycos_( f we- o))
1) = Z{ ——l)’sm—( RiaCalld )}

oile tylko ]/Zﬁ » n? dla wszystkich n < Ny (N — iloé¢ rozwazanych skladnikéw szeregu):

na M (g ]/An)_ mozZe osigga wartosci z przedziatu (0, #,,). Jednakze postaé
M,,(]/An )

(37) rozwinigcia asymptotycznego funkcji M,,(]/A—n) wskazuje, ze dla duzych wartosci A

rozwazany ulamek moze osigga¢ bardzo male wartosci nawet dla wartosci ¢ zblizonych

do jednosci. Zatem wewnatrz walca temperatura bedzie w rozwazanym przypadku oscylo-

waé wokét t,,. Jednakze przy brzegu walca pozostanie widoczny efekt bezwladnosci ter-

Utamek -

micznej.

Zblizony do osiowosymetrycznego rozklad temperatury wewnatrz walca przy duzych
predkosciach katowych jest efektem «rozmycia» zmlennych warunkéw termicznych na
brzegu.

Odlegtos¢ o, od brzegu walca taka, ze dla ¢ < 1-p, temperatura punktéw walca
bedzie sig¢ réznié od #,, o mniej niz 0,1¢y,, nazwiemy gieboko$cig whikania temperatury.
Z przytoczonej analizy funkcji 8(g, ¢, t) wynika, Ze przy ustalonych zx i a glgbokosé wnika-
nia g, bedzie malata ze wzrostem predkosci katowej w.

4. Przyklad liczbowy

;

Rozwazmy pole temperatury w walcu ze stali weglowej. Warunki brzegowe dla tego
walca przyjmujemy nastgpujgce:

T, = 300°C, Tp=To=20°C, day=3, da,=0.

Stad
. = 280°, 6, =0°

Dane charakteryzche walec s nastgpujgce:
" . =0,119 cm?*/s, a=5cm.
Stad
Fo = 0,00476¢ [s],
toa = 70 [deg],
560

tua = H S | 4 [deg]

Czas charakterystyczny 7, = 37,4 s. Regularny rezim cieplny rozpocznie si¢ zatem po

\

czasie 37, = 112,2 8.
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Pole temperatury w przekroju poprzecznym obliczono dla walca nieruchomego (rys. 2),
dla walca obracajacego sic wokot swojej osi z predkoscia katowa w = 1 obr./min. (rys. 3)
oraz dla walca obracajgcego sie z predkoscia katowa w = 120 obr./min. (rys. 4). Na
rysunkach 3 i 4 jest dobrze widoczny efekt bezwladnosci termicznej. Rysunek 4 pokazuje

Rys. 2. Rozklad temperatury w przekroju poprzecz-  Rys. 3. Rozklad temperatury w przekroju poprzecz-
nym niepuchomego walca dla ¢ > 97, nym walca obracajacego si¢ z predkoscia
katowa @ = 1 obr./min. dla ¢ > 97,

nieco zafalszowany obraz temperatury w przekroju walca (dane numeryczne dla 1201
punktéw przekroju poprzecznego okazaly si¢ niewystarczajace dla zrobienia dokladniej-
szego rysunku), ale wida¢ na nim, Zze ze wzrostem predkosci katowej maleje glebokosé
wnikania temperatury do walca.

9-260°

Rys. 4. Rozktad temperatury w przekroju poprzecznym walca obracajacego si¢ z predkoScia katowa
= 120 obr./min. dla ¢ > 97,
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Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej ODRA 1204, Dane dotyczace zer funkcji
Bessela wzieto z tablic [11].

W zakoriczeniu pragng serdecznie podzigkowaé mgr mgr Marii Kwiek i Jackowi
NEUMANNOWI za przeprowadzenie obliczen numerycznych,
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Peswome

TEMIIEPATYPHOE ITOJIE BO BPAIIAIOMEMCST KPYIOBOM UUJIMHIOPE
[P KOCOYHO-TTIOCTOAHHOM TEMIIEPATYPE ETO BOKOBOV]
1OBEPXHOCTH

B pa6ote paccmaTpuBaeTCsT HECTAL{HOHAPHOE TEMIIEPATYPHOE [0JIE B HEOIPAHHUEHHOM BPALLAIOLIEMCSH
KDYroBom LMIMHApPE NpM yCJIOBMAX Harpesa €ro GOKOBOM MOBEPXHOCTII HMEIOLINX BH T(p,t). 3a-
Aaya peuieHa nyTeM MuTerpanbsHeIX npeofpasobannii. [TonyyeHo peuwlenne B BUAE CYMMBI Tpex crarae-
MbIX, KOTOpbIE HMEIOT ONpeaeaeuHbll PH3IUeCKiit cmbICi, B roHue paGo-rbl NPHBEAEH UHCIIOBOH TIpH-
MEP, MUTICTPHPYIOLIMI 3ABUCHMOCTh ME)AY Paclpe/ie/IEHHeM Temnepary pr B IGUIMIAPE H €ro yrio-

BOIi CKOpPOCTLIO.

Summary

NON-STEADY STATE OF TEMPERATURE IN A ROTATING CIRCULAR CYLINDER
DUE TO PIECE-WISE CONSTANT TEMPERATURE ON ITS SURFACE

In this paper non-steady distribution of temperature in a rotating circular cylinder is considered for
the case, when its lateral surface undergoes a sudden change of temperature. The function T(p, ) describing
the boundary condition satisfies Dirichlet’s conditions for ¢ € (0,27). The problem is solved by using the
finite Hankel transform. The solution is given as a sum of three parts, the physical sense of which is easy
for interpretation. In the last section of the paper a numerical example illustrating the dependence of the
field of temperature on the angular velocity of the cylinder is given. .
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