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O SUMOWANIU PEWNYCH SZEREGOW FOURIERA-BESSELA

KrzyszToOF GRYSA (PozNAN)

Przy rozwazaniu zagadnien termosprezystosci, dotyczacych wyznaczania pol mecha-
nicznych i pola temperatury w walcu kolowym w przypadku, gdy dane na jego pobocznicy
wielkosci sg funkcjami kata, otrzymane rozwigzania majga postaé szeregéw Fouriera-Bessela.
Tego typu szeregi moga pojawi¢ si¢ rdwniez w innych zagadnieniach, zwlaszcza gdy sa
one rozpatrywane w cylindrycznym uktadzie wspétrzgdnych.

W pracy niniejszej wyznaczono sumy szeregdéw postaci

(1) ﬁg{_n+k(ﬂmx)-],,+1(/l,,,y)
i=1 (wnta®)Jh ()
gdzie n=0,1,2,..., 5,k,/=0,1, p,;—i-te miejsce zerowe funkcji Bessela J,(u),

a— dowolna stala rzeczywnsta rézna od zera, x, y € (0, 1).

Sumy szeregéw typu (1) sa znane w pewnych szczegdlnych przypadkach dla n=20
oraz x = 1 (por. [1, 2, 3] i in.). Jednakze sumy szeregdw postaci (1) nie byly dotychczas —
jak si¢ wydaje — publikowane.

Metod¢ wyznaczania sum szeregéw tego typu podal WoOELKE [3], ktéry jednakze
ograniczyt si¢ tylko do przypadku n = 0. Polega ona na wykorzystaniu tzw. catki Lom-
mela [4, 5]

2 fo AV, (ux)dx = s [Un(Ax) puxVy (x) — Vi(ux) Ax U, (A5,
gdzie 4 # p— dowolne liczby rzeczywiste lub zespolone, b > a > 0,
Un(x), Va(x) — rozwigzania réwnania Bessela [2],
o= Y
Sf'(w) = e

1. Szereg podstawowy
Rozwazmy ciag funkcji {¢(ym(x; »)}m=1.2...., okreslony nastepujaco:

N Jn(/"nix_)-]n(ﬂni)’)

(3) t(n)m(x;y) = im1 an+l(,um')
0 , dla = x e R0,1.

dla xe(0,>

Tutaj y jest pewng liczba z przedziatu <0,1>.
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Funkcje t..,m(x; y) sa lokalnie calkowalne oraz maja nastepujace wlasnoéci:

X2 —)y

DA VS e pdx] < Cdla |x,— ], |x,—yl <M (m=1,2,..),

M>0c<+0 x;—y

ii) dla dowolnych x, # y, x, # y, x; < X,

o xary 0,: gdy (x;—y)(x;—y) >0,
lim f l(,,),,,(x, y)dx = {1 gdy (xl _y)(xz—y) < 0.

m—o0 X —y

Wiasnogei i) oraz ii) funkcji f,n.(x; ) sa pokazane w monografii WaTtsona ([2],
rozdz. XVIII). Jak zatem wynika ze znanego twierdzenia o ciagach funkcyjnych typu 6
(por. [6], s. 47), ciag tmym(x; y) jest zbiezny dystrybucyjme do d(x—y), tzn. dla kazdej

funkCJl <p(x)eCO [6] mamy ) ‘ ¢
C)) lin; J Fonym (X5 J/)<P(\’)dx* co(y) (0(x=y), p(x)).

Co wigce] — ze wzgledu na okrelenie ciggu t(,,),,,\x y) — wystarczy, aby w zwigzku (4)
funkcje p(x) € C*. :
Stad

N o0 0)
®) 25 ) rbad) T

i=1 ¥

przy czym zwiazek (5) nalezy rozumieé w sensie rownoécn 4. TutaJ x, y€£0,1>; 6(x y)—
dystrybucja é-Diraca o przesunigtym argumencie. -

Analogicznie mozna pokazaé, ze

(5,) . 2 Z J(/"'mx)l‘{ﬂ(;u)niy) —6(y—x),

gdzie x, y € (0,1},

Pomnozymy teraz funkcje #,ym(x; ) przez I,(ax), (gdzie I,(z) — zmodyfikowana funkcja
Bessela n-tego rzedu [2], za§ a — dowolna stala rzeczywista) oraz scatkujmy ten iloczyn
od zera do x, gdzie x > y. Wykorzystujac (2) oraz zwiazek J,(iz) = i"I,(z) (i = )/—*1)
mozna wynik tego calkowania zapisaé w postaci réwnania rézniczkowego

] I,,(ax) 6 _ I (a'f)t(n m(E y)
© S5 = sy e SN = .—W*d‘f

gdzie

m

3 1 Jn(‘u"'x).],,(,unly)
Snm(x, ) = < (ui+a®)T 7y (ns)




O SUMOWANIU SZEREGOW FOURIERA-BESSELA 207

Jak tatwo sprawdzi¢, ciag {Sn,m(¥, ¥)}m=1. 2, ... jest zbiezny niemal jednostajnie dla x, y €
€0,1>. Wykonujac w réwnaniu (6) przejécie z m do oo otrzymujemy stad — wobec
zwigzku (4) — réwnanie rézniczkowe

]n (ax) 0 ]n (ay)

7 So(x, P)— 0 T S (x,y) = )

Q) e, 9= Ty x> (x, ) LoD

Tutaj ~

® S,(x,y) = lim S, .(x,y) = \ J,;(/“ni':).]"(#"‘_y) -
LMo i=1 (y,,,+a )‘]n2+1(,uni)

Rozwigzaniem réwnania (7) jest funkcja
f ,
® Sa(x, 9) = ApL(@x)+ 5 L(ay) K, (ax),  x #0,

gdzie A, — stala, ktdéra wyznacza si¢ z warunku
(10) Sa(1,y) = 0, wynikajacego z (8);

za$ K,(ax) — zmodyfikowana funkcja Bessela II rodzaju n-tego rzedu. -
Biorac pod uwage fakt, ze funkcja S,(x, y) jest symetryczna wzgledem obu zmiennych,
oraz uwzgledniajac (9) i (10) otrzymuje si¢ sume szeregu (8):

I ey)

(l l) /:{ (;l';ﬁl_i_az)‘]"z*_l(#ni) = 202 {n(x_Y)Ful(a> X)In(a¥)+n(y—x)Fnl(a, Y)In(ax)},

gdzie n(z) jest funkcja Heaviside’a, oraz

I .
.F‘nl([% Z) = ?p?m [Kn(PZ)In(,P)_Kn(P)]n(PZ)], /.V, y'e (0’1>

W dalszych zwigzkach uzywac sig jeszcz¢ bedzie nastgpujacego oznaczenia skracajacego:

1
F,(p,2) = m (Ka(P) s 1 (P2)+ K, 1(p2) 1,(p)].

Nietrudno zauwazy¢, e
Fnl(p> ]) = 0;
FnZ(py 1) = _.“1 o
4p*I,(p)
Zwiazek (11) jest podstawa wszystkich nastepnych wyprowadzonych zaleznosci. Dla
n = 0 zwigzek (11) sprowadza si¢ do postaci wyprowadzonf:j w pracy [3].

2. Inne szeregi typu (1) .

Przy wszystkich nastgpnych przeksztalceniach bgdziemy uwaza¢, 2e x # y oraz x, y e
€ (0,1>. W zwiazku z tym przeprowadzone rézniczkowania dotyczy¢ beda funkcji ciaglych
lub szeregéw zbieznych jednostajnie i bezwzglednie (okreslonych dla x < y oraz y < x,
Przy czym x, y € (0, 1) i rozumiane bgda w zwyklym sensie.
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Zrézniczkowanie zwiazku (11) wzgledem zmiennej x prowadzi do nastepujacej za-
leznodci:

o0

(12) s LS. 200 (=) @) ot )=

i=1

_n(y_x)[n+l(ax)Fnl(a) y)} -
Jesli w (12) polozy¢ x = 1, to otrzymuje si¢ zwigzek

® Poni Jn(hni y) I(ay)
(13) Lt i+ a)us ()~ 20(0) ©,1)

Jesli w (12) dokona¢ przejécia granicznego z a do zera, to otrzymuje si¢ wzér
S (1 X) I ini )
X)Ju(pmiy) 1 "
14 n+l ﬂ,,, ni ( ) X —
( ) T ,unl']n+l(1um) 2x ( y)

Przejscie z x do 1 we wzorze (14), lub przejicie z a do zera we wzorze (I3), daje znany
rezultat [por. 1]:

Jo(niy) Y
15 = e {0, 1).
( ) =1 ‘LL,,, n+1(,unl) 2 y < )
Mnozac zwigzek (12) obustronnie przez —a~ 2, zwiazek (14) przez a~? 1 Jodajac je stronami

otrzymuje si¢:

o1 (oot )T )
(16 -Zun.wﬂw) T2, Gand) "(x‘”iz

a’x

(é) — 2al,(ay) Fpaa, x)}

+17(y—x)2a1,,+1(ax)F,,1(a, y)
Podstawiajac w (16) x = 1, otrzymuje si¢ wzor:

[oel
VATS) 1 [ In(ay)]

17 2 ==V - , e (0,1).
N P VAR i Rl 7 A Ao N R
Zwiazek (17) mozna réwniez latwo wyprowadzi¢ na innej drodze, rozkladajac na utamki

proste [7, 8] funkcje f(a) = I,(ay)/al,(a).
Zrézniczkowanie zwigzku (16) po y pozwala uzyska¢ zalezno$¢ (y # x):

00

s 1 (i X) Tyt (Hni Y) = 2
(pi+a*) oy 1 (i)

(18) 2{n(x =y Ins 1 (@) Frz(a, x)+

i=1
+0(y—x)1,+1(ax) Faz(a, )}
Jeéli w (18) polozy¢ x = 1, to otrzymuje si¢ zwiazek '

02-1 n+1(1unly) n+1(ay) i
(19) Z ot a) s = 2al@ > P €OV




O SUMOWANIU SZEREGOW FOURIERA-BESSELA 209

Przejécie w (19) z a do zera daje w wyniku [por. 1]:

/ S " |
20 Z n+ 1 (ﬂni}’) - y
( ) ,u,,, "+1(/A,,,) 4(n+1) ’ ye(0,1),

za$ przyjmujac w (19) y = 1, otrzymuje sie

o0

(21) Z*’ l — In+l(a) .
< pEa T 2ala)
Przechodzac z a do zera w (21) badz z y do jednoéci w (20) dostaje si¢ znany zwiazek
o0
1 1
2 Z— -
@2 21 = amEn

Rozwazmy jeszcze szereg postaci

Z.o: St 1 (eni X) Tk (ftmi ).
i=1 ('u'2"+a2)('u b2) +l(1um)

gdzie k = 0,1, @ # b, b— nowa dowolna stala. Szereg ten mozna zapisa¢ w postaci

n+k(,umx)*]n+k(1umv) ’
(23) Z%Mz)(ﬂ +0) T2 ()

— . 1 2 [ _1 _ l "+A(/t".x)l.+k(/1:,xY)
b _a2 i1 lur?l—}-az /'tr%l'}'bz n+l(1um)

Biorac pod uwagg (23), (18) i (11) tatwo jest uzyskaé sumy nastepujacych szeregéw:

NIRRT YATE 2
9 (/‘ni+a2\;t(ﬂg+b(2/; }:-)1(/*‘"1) b%—q? Ine=a*L@y) Fyi(a, )—
_bzln(by)Fnl(b’ X)] +17(y—x) [azln(ax)Fnl(a, y)_bzln(bx)Fnl(b: y)]} .
n+1 ni Jn+l ni 2
(25) Z (2 +a2(l)u(ﬂ:) +b2)J2 (/*‘+ 1}8»%1) =g {U(x—}i) [a*], 1 (ay) Fra(a, x)—

— 021, 1(bY) Fua (b, )]+ 0(y —X)[@* L1 1 (ax) Frz(a, » — b1, (bX) Foy (B, )]}

Przyjmujac w (25) x = 1 otrzymuje si¢

I+ 1 (Ui V) = . - I"H(a}{') - I"H(by)] e (0,1>

9 Z G PN 5 Q) ~ 2670 | al@ L, B)

5 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Do wyprowadzenia dalszych zalezno$ci potrzebne sa wzory [2]:

Kyip) = = Zi"{1u(p) +i, (1)},

1,(ip) = i"J.(p),
gdzie Y,(p) — funkcja Bessela II rodzaju n-tego rzg¢du. Korzystajac z tych zwigzkéw otrzy-
mujemy
Fnl(ip’ Z) = _i"Gnl(p’ Z),
Foo(ip, z) = i7" G2(p, 2),
gdzie

Gui(py2) = gpf,‘ () D02 = Y (p2) 1, (),

7
G(p,z) = ——+ < [Y.(p)J, z)— Y, z)J,, .
2(0:2) = 7 oy DD s ()= T (G0
Korzystajac z powyzszych wzoréw i zwiazkéw (11)—(13), (16)—(19), (24)—(26)
mozna — zastepujac w nich stale @ i b statymi urojonymi ia oraz ib — uzyska¢ nastepu-
jace zaleznosci:
S Jn(,unix)‘]n(,uniy)
27 S 7
@7 21 (=) T2 )

= 2a*{n(x—¥) G, (a, x)J,(ay) +

+77(y_x) Gnl(a’ y)Jn(ax)} >

[val
(28) Fni Tt 1 (Ui X) (i )

R
1 ot n nt

i=

+77(y_x)Jn+1(ax)Gnl(as y)},

00-1 uiJn ni ) ) Jn a
(29) g (‘uz M (Au’ J) _ ( y) ye (0’1),
i ni

'—az)Jn+1(‘u’"i) B 2],,((1) ’

¢ v

001 Jn+1(funix)‘]n(funiy) .
0 2 ) Ty ) 1) 20 @) Gl )+
~ 1 (l)"}q- (y—x)2al,, (ax) G, (a,y)
2a%x \ x ” nHl "f » V)
| ) 1 [h@ )
Gl i o A o | reon.
09—’ Tt 1 (ftni X) Tt 1 (Uni ) _ 2
(32) . % (‘u'%i_azj"]”z+1(#"i) = 2a {ﬁ(x—Y)JH l(ay)GHZ(a,x)+

0= 3) Ty 1 (@) Gra(@s )}
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0271 It 1(Uniy) Jns1(ay) ’
; = O,I ’
) D Gy = G T TOP
Oi’ I _ Jusi(a)
69 pa—a* 24l

i=1-

' > I (ni ) T (i ) -
9 ; (ua— @i+ 07 ()

=y =@ @) Goa(a, D= 51,(63) F b, W]+

+77(y_—x)[a2‘]n(ax)0nl(a7y)—bzln(bx)Fnl(bsy)]};
\ "+1(ﬂ,,,x) n+1(!'l'm}’) _
GO D G G B )

i=1
2
== m {n(x_y)[az‘/n+ l(ay)GnZ(aa x)_b2]n+l(by)Fn2(b’ x)]+ -

+77(y“_x)[az‘]n+1(ax)Gn2(a’ y)_b21u+1(bx)Fn2(b,y)]}5
§« C dealey) [ Jus1(ay) nH(by)]
(uri—a®) a4+ b3 s 1 ()~ 2(a*+6%) | aJ,(a) oL, ) |

@7

Kontynuujac procedure wyznaczania sum szeregdw Fouriera-Bessela, wskazang przez
WOELKEGO [3], mozna by napisa¢ jeszcze caly szereg interesujacych zaleznosci. Poprzesta-
niemy jednakze na pokazanych wyzej zwigzkach., Nalezy stwierdzi¢, ze wszystkie wypro-
wadzone wzory mozna dla n = 0 znalezé w pracy [3].

3. Szeregi, ktérych sumy wyrazaja si¢ przez funkcje Thomsona (Kelvina)

Zastgpujac w zwiazkach (11)—(37) state a i b przezstate zespolone Vi_a oraz 1/sz otrzy-
muje si¢ szeregi, ktorych sumy wyrazujg si¢ przez kombinacje funkcji Thomsona [2].
W szczegdlno$ci mozna poprzez te funkcje wyrazi¢ sumy szeregéw, zawierajacych w mia-
nownikach swoich skiadnikéw wyraZenia u + a*.

1 tak podstawiajac wielko$¢ \/ia zamiast a.oraz b do zwigzku (35) otrzymujemy

Jn(,umx)‘] (lLtr”y) _
(,n;+a4) +l(,urxi)

(38)

. %ﬁ%ﬁM{mu—yHn@—x» T Sinl0,(@2) +0,(@)+ u(@)~0,(@)] ~
_ [W_ D sinl0y(@) + (a)]+

+10=9 32 sinl, (ax>+¢"<ay>]]}

5%



212 K. Grysa

Wykonujac takie samo podstawienie we wzorze (36) dostajemy

(39) 2 -]n+1(ﬂni-_x)']n+l(luniy)r —
i=1

mit @)y 1 (i)

M (ax) My (ay)
2a*

0= 10 91D i, 09 ¢

n+ 1 (ax)

Mn + 1 ((-ZTX)

+¢n+ 1 (ax)] +77(y_ n+ : (( y)) Sln[0n+ 1 (ax)+q5n+1 (ay)]]} .

Podobnie — podstawiajgc w zwiazkach (17) i (30) wielkos¢ |/1T a w miejsce a, nastepnie
za$ dodajac lub odejmujac stronami otrzymane wyniki — uzyskujemy wzory

+0u+ 1 (a}’) + (]S,,((Z) - 0,,((1)] - [77("- _.y) Sin[0n+ 1 (ay) +

@0

(40) D e s T sinlt, (@) =@,
G 2 (Tt )J#(fj"',i)l Gy = 222 {y"— A/'}(())) cos [0,(a)—0 (ay)]}

Tutaj
M, (z) = |/ber,%z+ bei2z,

No2) = y/Ker 2 keizz,

0,(z) = arctg( bel,,z)’

ber,z

dn(2) = arctg(ll: In Z),

er,z
ber,z, bei,z, ker,z, kei,z — funkcje Kelvina n-tego rz¢du. Sa one powiagzane ze zmody-
fikowanymi funkcjami Bessela zwiazkami [9]:
I(zi'?) = (=i)"[ber,z+ibei,z] = (—i)"M,(z)e%®,
K, (zi'/?) = i"[ker,z+ikel,z] = i"N,(z)e» @,

4, Uwagi koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy wzory sumacyjne dla szeregéw Fouriera-Bessela,
zaleznych od dwoch zmiennych, sa uogdinieniem wynikdw pracy [3]. Wzory te, sprowa-
dzajace si¢ w szczegdlnych przypadkach do znanych w literaturze zwiazkéw, wyprowadzono
na gruncie teorii dystrybucji.

Otrzymane w tej pracy wyniki moga znalezé zastosowanie przy rozwiazywaniu m.in.
problemoéw teorii sprgzystosci czy termosprezystosci.
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Jako przyklad zastosowania niektdrych z wyprowadzonych zaleznosci w teorii termo-
sprezystosci rozwazmy zwigzek (1—25)gy,, przedstawiony na s. 12 w pracy [10], opisujacy
bezwladnoéé termiczng pola temperatury w nieosiowosymetrycznie grzanym, obracajgcym
si¢ walcu:

o0

c J
0%, ¢, 1) = =2 Z {’na _sindy;sin[n(g—wt)+4,] ﬂni%’fi’f&)’li) }’

i=1 i=1

gdzie
2 o py2
. hwa Xl
Sin (5,,,- = —774722__4 5 COS (sni ] e 2__,2_;.___ ,
V %P+ ntola g+ nfwlat

0€(0,), ¢@e02n), > Ty,

tas 0, %, a, Ty — stale.
Korzystajac ze wzoréw (40) i (41) po prostych przeksztalceniach otrzymuje si¢

o0

08, @, 1) = — Z tao"cosn(p—wt)+

i=1

N 91, ﬂ]/g)_ cos[n((p—w’)+0 (”]/E);o (aol/m)]
"l T

W podobny sposéb przeksztalci¢ mozna pozostale wzory, opisujace w cytowanej pracy
temperature, naprezenia, przemieszczenia, etc.
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O CYMMUPOBAHUM HEKOTOPBIX PANCB PYPLE-BECCEJIA

B paGoTe ONpeieseHb] CYMMbI HECKONLIHX PsifoB (Pyphbe-Beccesst, 3aBHCAIUNX OT ABYX NEPEMEHHDBIX.
Pewenua nonyuenbt myTem aHanusa ¢(x)-00pasHbIX NOCHEROBATENLHOCTEH {fimm(Xs ) m=1.2,... M wC-
Nonb3oBagus cBoiicTs MuTerpana Jlommena. B uacrHom ciyuae, [l PANOB, 3aBHUCAILMX OT OQHOI Ne-
PEMEHHO, IoJlyueHbI H3BECTHLIE B JINTEDATYPE (GOPMVIILL.
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Summary

SUMMATION OF CERTAIN FOURIER-BESSEL SERIES

In this paper the sums of Fourier-Bessel series, which are functions of two variables, are derived. The
sequences {f(ym(x; M}m=1,2,... converging distributionally to 8(x) and properties of Lommel’s integral
are the points of departure. In particular cases sums of the series considered have a form well known from
the literature.

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ POLITECHNIKI POZNANSKILJ

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 12 lipca 1976 r.



