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1. Wstep

Stosowanie metody elementdw skonczonych prowadzi zawsze do rozwigzywania
duzych ukladéw réwnan, a w przypadku zagad'nier'l drgan do koniecznoéci wyznaczania
warto$ci wlasnych macierzy o duzych rozmiarach. Mozna tu napotkaé trudno$ci natury
numerycznej, jak réwniez nalezy si¢ liczy¢ z czasochlonnogcia obliczefi. Bylo to przyczyna
podjecia przez wielu autoréw prac, majacych na celu zmniejszenie rozmiaréw macierzy
wystepujacych w konkretnym zagadnieniu [1, 2, 3, 7]. Najczeciej stosowanym postepo-
waniem jest metoda kompensacji niewiadomych, polegajaca na podziale wszystkich nie-
wiadomych na dwa zbiory i uzaleznienie jednego z nich od drugiego, np. [2]. Nalezy tu
podkreélié, e postgpowanie to przeprowadzane jest po utworzeniu ukiadu réwnan dia
calej rozpatrywanej konstrukgji.

W pracy niniejszej podjeto prébg rozwiazania zagadnienia kompensacji na etapie
znacznie wcze$niejszym, bo juz na etapie tworzenia macierzy zwiazanych z pojedynczym
eleméntem, ograniczajac si¢ do rozpatrywania zagadnien dwuwymiarowych. Rozpatry-
‘wane cialo modelowaé bedziemy elementami izoparametrycznymi [3], wprowadzajac
pierwotnie jako stopnie swobody w kazdym wezle siatki skladowe ‘przemieszczenia, ‘ich
pierwsze pochodne oraz drugie\pochodnel mieszane. Zapewni to ciggloéé funkeji prze-
mieszczen oraz ich pierwszych pochodnych wzdluz krawedzi stykajacych sie elementdw.
Przyjeto dalej, ze gléwnymi stopniami swobody beda jedynie przemieszczenia wezléw siatki,
a ich odpowiednie pochodne podlega¢ beda kompensacji. Uzaleznienie pochodnych od
gléwnych stopni swobody dokonano w oparciu o metod¢ réznic skonczonych. Uzyskano
W ten sposéb znaczne zmniejszenie globalnej liczby niewiadomych, ktérymi sa teraz wylacz-
nie skladowe przemieszczenn wezldw; co prowadzi w efekcie do: znacznego Zmniejszenia
rozmiaréw macierzy opisujacych' dane .zagadnienie. ¥

Stosowanie metody elementéw skoficzonych do rozwiazywania. zagadnien drgan
sprowadza si¢ w efekcie do rozwigzania réwnania rézniczkowego w (postaci macierzowej

[3]

ks+Cls+M2 51F <0
. Ot ot? ’ \
gdzie K — macierz sztywnosci konstrukcji;
C — macierz ttumienia konstrukcji;
M — macierz mas konstrukcp 3
F — macierz kolumnowa sit wezlowych w przypadku drgan wymuszonych
& — macierz kolumnowa uogdlnionych przemieszczen: wezidw.
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Macierze K, C, M powstajg jako odpowiednie sumy macierzy obliczanych dla kolejnych
elementéw. Rozwigzanie postawionego problemu sprowadza si¢ przede wszystkim do
wyznaczenia macierzy K, C i M dla elementu. Dalsze postgpowanie jest typowe dla kla-
sycznej metody elementéw skonczonych.

2. Funkcje jednostkowe w elemencie

Rozpatrzmy prostokatny element w lokalnym ukiadzie wspdtrzednych (rys. 1).
Przyjmijmy, ze w elemencie okreSlona jest ciagta i rézniczkowalna funkcja F(&!, &£2),
ktéra zastgpowaé bedziemy jej przyblizeniem postaci

M F(§', &) = Qf,,

2

g

Rys. 1

gdzie f, jest macierza kolumnowa zawierajaca weziowe wartosci przyblizanej funkcji
i ewentualnie jej pochodne, a Q jest macierza wierszowa funkcji jednostkowych. Funkcje
jednostkowe wyrazimy poprzez wielomiany Hermite’a zgodnie z zaleznoscia

2) Qlkpq(gl £2) = H”I(EI)H‘I"(§2) i,k=1,2,
’ ’ P,q= 0, 1,
gdzie |
d"HP'(z
[ dZ':n‘)]z=zJ = 6’] 6”7,

i — indeks wezta, dla ktérego funkcja jest okres$lona,

j — indeks wezla, w ktérym oblicza si¢ wartosci funkcji,

p —rzad wielomianu Hermite’a,

r — rzad pochodnej wzgledem z.
W szczegdlnosci, wielomiany rzedu zerowego i pierwszego okres§lone dla zbioru dwdch
punktéw (z, = —1, z, = + 1) przyjmujg postaé

HO! = %(23—3z+\2), H' = %_(23—22—2+1),

H%? = %(—z3+3z+2), H'* = %(—23—22+2+1)- '

Ich przebieg pokazany jest na rys. 2.
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Uwzgledniajac w (2) wspomniane wyzej wielomiany rzedu zerowego i pierwszego,
.zadamy réwnocze$nie znajomoscei czterech parametréw okreélajacych funkcje F w kazdym
wezle, tzn. wartosci funkcji, jej obu pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej wzgle-
dem zmiennej £! i &*. Zatem macierz f, musi przyja¢ postac

) : fo = [fir. fire/inefinee iz fize - faz,eel,

gdzie symbole po przecinku oznaczajg rézniczkowanie wzgledem odpowiedniej zmienne;.
Zgodnie z przyjetym zaloZeniem, macierz f, powinna zawiera¢ jedynie wartoSci wezlowe
przyblizanej funkcji. Zastapimy zatem pochodne wystgpujace w (3) ich réznicowymi
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Rys. 3

przyblizeniami zaleznymi jedynie od wezlowych wartoéei funkceji. W tym celu dotaczamy
do rozpatrywanego elementu elementy sasiednie (rys. 3). Pochodne wezlowe.rozpatrywa-
nej funkcji zastapimy zatem przyblizeniami:

fik,fl = z(fiﬂ,k_fl—l.k)a
@ : Sin,e2 = %(ﬁ,lﬁl_fi.k—l),

Sikerer = 16(fi+1 k+x+fl 1k—1=Jirt k-1 Jic 1, k1)
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Wykorzystujac (2) 1 (4) w zaleznosci (1), otrzymamy
(5) . F(&, &) = Qf,,

gdzie f, jest macierzg zawierajgca jedynie wez{owe warto$ci funkcji w rozpatrywanym
elemencie i elementach sgsiednich, ndtomlast Q Jest macierzg przeksztaiconych funkcji
jednostkowych o postaci

©® Q¥ &%) = REHREY, 1,k=0,1,2,3,
gdzie funkcja R wyrazona jest poprzez wielomiany Hermite’a

1

RO — %H“, RZ — _ZH“—}{ZO’
Rl — iHZI_HIO RS — _lHﬂ
4 : 4 L

Dla elementu z rys.‘ .3 funkcje te majg posta¢

o |
0 -_ 3,2 _
RO@) = 1 (== 24 1),
RI@) = 1o (-3 4224 112-9),
- R%(z) = %(323+22—llz—9),

1 .
R¥(z) = — —23—22+,z+_1).

Postgpowanie opisane powyzej powodUJe, Ze rozpatrywana funkcja, ktérej przyblizenie
dane jest przez (5), przy przejéciu z elementu do elementu zachowuje ciaglosc swojej
warto$ci, obu pierwszych pochodnych i drugiej pochodnej mieszanej.

3. Transformacja ukladu wspélrzednych

Przyjmujemy, ze rozpafrywany obszar podzielony zostal na krzywoliniowe elementy
czworokatne (rys. 4). W kazdym elemencie wprowadzony zostal lokalny uktad wspot-

.Rys. 4
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Tzednych £!£2, przy czym transformacja’ z ukladu globalnego do lokalnego nast¢puje

wedtug zaleznosci

' x! N
5]-o[2)

édzie x! x2 sg macierzami wspétrzednych weziéw w ukladzie globalnym, x' i x? sa Wspél-
rzegdnymi dowolnego punktu elementu, a- macierz Q ma postac
X Qo
Q‘[OG'
Biorac pod uwagg wspomniang wyzej transformacje, Wykazuje sie, ze dowolna f'unkcja
o postaci (5), okre§lona -poprzez zmienne lokalne, zachowuje ciaglos¢ swojej wartosci
wzdluz krawedzi sasiednich elementéw krzywoliniowych i obu pierwszych pochodnych

wzgledem zmiennych globalnych. l

4. Wyznaczanie macierzy sztywnos$ci, mas i thumienia

Skiadowe przemieszczenia wewnatrz elementu okresla¢ bedziemy w lokalnym ukladzie
wspdotrzednych, przyjmujac je w-postaci podobnej do (5)

u! . - |Q o 5.

(8) [uz] = Qae’ . Q = [0 _Q]’ 8e - [8'3 ’
gdzie 6 jest macierza funkcji jednostkowych (6), a 8, jest macierza przemieszczen wezléw
elementu rozpatrywanego i elementéw sgsiednich (rys. 3).

Tak okre§lone przemieszczenia zachowuja ciggloéé swoich wartosci 1 obu pierwszych
pochodnych wzgledem zmiennych globalnych wzdtuz krawedzi sasiednich elementéw.

Wykorzystujac funkcje przemieszczen (8), macierz sztywnosci przedstawimy w znanej
postaci [3] : ;
O k. = [ [ BTDBdx'ds,

gdzie D jest macierzg sprezystoéci, a B 'macierza okre$lajaca zwigzek migdzy odksztalce-
niami w dowolnym punkcie elementu i przemieszczeniami wezlowymi §,. SzczegSlowe
wyznaczanie wspolezynnikdw tej macierzy dla elementow tarczowych i ptytowych podane
jest w pracach [5, 6].

Macierz mas elementu okreslona jest zaleznocig [3]

(10) m, = [ QToQav,
Ve

gdzie Q jest macierza funkcji jednostkowych (6), a ¢ masa wlasciwa.
Macierz ttumienia okre§lamy z kolei jako [3]

.(11) ) ‘ Cp == f QT/‘QdV,
2 :

gdzie Q jest, jék’pdfirﬁedﬁib,'mﬁciefzq funkgji jednostkowych; ‘a u ws‘pélc_zyﬁniléiem‘ tha-
mienia. ‘ : MISTH
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5. Przyklad numeryczny

Celem sprawdzenia przydatnosci proponowanej metody, wykorzystano ja do wyzna-
czania czestosci drgan wilasnych i postaci drgan cienkich plyt. W tym przypadku funkcje
ugiccia (8) upraszczaja sie do postaci

(12) _W(EI, EZ) = (_QWe >

gdzie w, jest macierza kolumnowa przemieszczen wezidw (tj. ugigé prostopadlych do po-
wierzchni plyty) elementu i jego sasiadéw (rys. 3), a Q jest macierza funkcji jednostkowych.
Zakladajac, Ze rozpatrywa¢ bedziemy elementy izotropowe o stalej grubosci, wspétczynniki
macierzy sztywno$ci okres$lone na podstawie zaleznosci (9) otrzymujemy w postaci [5]

7/

1 {

+1  +
(13) kP = [ [ DUQ%ur+ Q%) Q%es + Qrr)—
-1 -1

— (1 =) Q%11 Qs + 002 O x'xl_lex1x2 0%4152)) JdE dE?,

gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia (7), D — sztywno$cia elementu plyty, a drugie
pochodne funkcji jednostkowych wzgledem zmiennych globalnych wyznaczymy w oparciu
o pochodne tych funkcji wzglgdem zmiennych lokalnych &, &2 i wzdér transformacyjny (7).
Wspdlczynniki macierzy mas okreslonej wzorem (10) przyjmuja postac

(14) miiet = f f 0tQ"PDIJAE dE?,

14
gdzie o jest masa wlasciwa, r— gruboscia elementu pltyty oraz J— jakobianem prze-
ksztalcenia. ;

Obliczenia zostaly zrealizowane w pojedynczej precyzji na EMC ODRA 1305, wyko-
rzystujac biblioteczny podprogram obliczania warto$ci wlasnych oparty na metodzie
HOUSEHOLDERA. Rozwigzano przykiadowo zagadnienie drgan wlasnych prostokatnej
plyty utwierdzonej jedna krawedzia, przy uwzglednieniu’réznych stosunkdéw dlugosci
bokdéw, wprowadzajac dwa sposoby podziatu plyty na elementy (rys. 5).

Podziat 1 Dodziat il
h 7 Y
y 7
7 A
L
Rys. §

W tablicach 1, 2, 3 zestawiono wartosci czesto$ci drgan wlasnych uzyskane dla plyt
o stosunku bokéw L/i = 1, 2, 5 oraz poréwnano je z wynikami uzyskanyml przez BARTONA
[4], PLUNKETTA [3] i ZIENKIEWICZA [3].



Tablica 1 L/h =1

olV DlerL® _
) wg metody prezentowanej -‘ wg Bartona
Postac w pracy ! g
drgan . S fis=rm=t= et
Podzial ‘ Ri Dos$wiad-
—_— : == | 10 - met 1tza czalna
— e ESs———— | A
1 | 2,995 | 3,427 | 3,494 3,37
2 7,900 ‘ . 8,244 | 8,547 8,26
3 20,089 | 21,864 | 21,44 20,55
4 27,475 | 28,627 | 27,46 27,15
5 29,803 | 30959 31,17 29,75
6 55,701 55,385 |
7 62,721 68,146 |
8 71,020 72,089
Tablica 2 L/h =2
|l _ /Y DjorL*
wg metody prezentowane;j | B
Posta'é W pracy I wg Bartona Doswiad- wg
drgann | — — ——— = —— T czalnie Zienkiewicza
podzial . Dojwiad-
=t —— | met. Ritza Plunketta 64 elem.
I | I | czalna
» ' R .
1 3,341 3,471 3,472 | 3,36 3,50 3,44
2 14,574 14,801 14,93 | 14,43 14,50 14,77
3 22,528 23,026 21,00 | 20,86 21,70 21,50
4 48,851 49,281 48,71 | 46,90 48,10 48,19
5 65,150 68,194 94,49 93,99 60,50 60,54
6 93,807 98,199 92,30 | 91,79
7 97,876 99,016 92,80 92,78
8 123,435 130,066 ‘ 118,70 11'9,34
Tablica 3 L/h =5
______ @[V DjgtL*
wg metody prezentowanej | _
Postaé W
g Bartona
drgan W praty . -
Podzial . Dos$wiad-
1 | I met. Ritza czalna
1 3,490 3,458 3,45 3,32
2 23,845 23,133 21,52 20,88
3 34,109 34,045 34,73 32,40
4 68,362 69,592 105,9 97,35
5 105,841 104,998 .
6 125,002 139,442
7 190,907 185,953
8 278,957 229,001

[201)
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Rys. 6 przedstawia przykladowo cztery pierwsze postacie drgan dla plyty o stosunku
bokdéw L/h = 2 przy II sposobie podzialu.

Postad |

Posla¢ 3

Destad 2 Dostac 4

Yo 7 4

Jako dane liczbowe przyjeto: ‘
modut Younga E = 2,11 x10** [N/m?],
liczba Poissona v = 0,3, B

gestosé o = 7,83 x103 [kg/m?3],
grubos¢ plyty - ¢ = 2,54x1073 [m],
dlugoéé plyty L = 5,08 x10-2 [m].

N\

A

Rys. 6

i

6. Whnioski koncowe

Przedstawiona metoda obliczeri stwarza nowa mozliwo$é redukcji stopni swobody
w zagadnieniach drgan rozwiazywanych metoda elementéw skonczonych. W klasycznym
ujeciu, stosujac elémerity izoparametryczne, w ktorych funkcje jednostkowe okreslone sg
przez wielomiany Hermite’a, w kazdym wezle siatki wproWadzajsiQ dla kazdej skladowej
przemieszczenia cztery nie znane poczatkowo parametry‘(przerriieszczenia i odpowiednie
pochodne). Stosujac¢. postepowanie opisane ‘'w punkcie 2, redukujemy liczb¢ nie znanych
parametréw dla kaZdeJ skladowe;j przemleszczema do jednego (wartosc przemieszczenia).
Zatem globalna liczba niewiadomych dla wszystklch wezlow smitkl maleJe czterokrotnie.
Prowadzi to do operowania mac1erzam1 o czterokrotnie mmejsizych wymiarach. Jest to
gléwnq zaleta proponowanej metody. Uzyskanc wyniki numeryczne wykazaly zadawala-
jaca zgodno$¢ z wymkaml,uzyskxwanyml przéz roinych autoro?v na“drodze teoretycznej
i doswiadczalnej, co pozwala wnioskowaé 6 przydatnoécn proponowanej koncepcji.
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Peaome

. COKPAIEHHE PASBMEPOB MATPHL JKECTKOCTH, MACC
H DEMITPHPOBAHMA ’

B paGoTe npeAcTaBJIeH CIIOCO6 COKPAILIEHHST Pa3MEPOB MAaTPHL[ YKECTKOCTH, MacC H AemnbHpPOBaHHHA,
HCIIONIB3YEMBIX TIPH PELIEHHH 3304 JHHAMHKH CIUIONIHO Cpefbl METOAOM KOHEUHBIX J/eMeHTOB. Taxoe
COKpalLleHHe JOCTHTHYTO IYTEM HCMOJNB30BAHHA KOHEUHBIX Pa3HOCTedl IMPH TMOCTPOEHHH ITHX MAaTpPHLI.

Summary

REDUCTION OF THE STIFFNESS, MASS AND DAMPING MATRICES

The paper deals with the problem of reduction of the stiffness, mass and damping matrices, which
are due to the application of the finite clement method to solving the dynamic problems of continua. Re-
duction of the dimensions of the matrices is obtained by means of the finite differences used for constructing
the matrices in question,
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