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1.  Wstęp 

Podstawowym  problemem  pojawiają cym  się  przy  stosowaniu  metod  elastooptycznych 
opartych  na  pomiarze  wzglę dnej  dwójłomnoś ci  wymuszonej  do  wyznaczania  pól  naprę ż eń  
jest  problem  tzw.  rozdzielania  naprę ż eń,  tj.  wyznaczenia  wartoś ci  naprę ż eń  normalnych 
na  podstawie  obrazów  izochrom  i  izoklin.  Metody  elastooptyczne  pozwalają  w  ogólnym 
wypadku  trójwymiarowego  stanu  naprę ż enia  wyznaczyć  tylko  naprę ż enie  styczne  i  róż nice 
naprę ż eń  normalnych  [1].  Dodatkową  informację  п р.  o  wartoś ci  jednego  z  naprę ż eń  
normalnych  lub  o  wartoś ci  ich  sumy,  konieczną  do  rozdzielenia  naprę ż eń,  uzyskujemy 
korzystając  z  metod  nieelastooptycznych,  np.  całkując  jedno  z  róż niczkowych  równań  
równowagi  lub  jedno  z  róż niczkowych  równań  zgodnoś ci  odkształceń.  W  szczególnoś ci, 
z  tych  ostatnich, jak  wiadomo,  wynika,  iż  w  zagadnieniu  statycznym  suma  naprę ż eń  nor­
malnych  spełnia  róż niczkowe  równanie  Laplace'a,  np.  [2,  3]. 

Jedynie na  powierzchni modelu  lub  w zagadnieniu dwuwymiarowym,  a  więc  gdy  znana 
jest jedna  z  trzech  składowych  normalnych  tensora  naprę ż enia,  moż emy  rozdzielić  naprę­
ż enia  korzystając  tylko  z  obrazów  izochrom  i  izoklin.  Należy  jednak  dodać,  że  również  
i  wtedy, jeś li z jakichś powodów  wywołanych  np.  warunkami doś wiadczenia  moż na  uzyskać  
obrazy  izochrom  i  izoklin  tylko  przy  jednym  kierunku  prześ wietlania  modelu  (jest  nim 
na  ogół w zagadnieniach dwuwymiarowych  kierunek  prostopadły  do  powierzchni  modelu), 
to  do  wyznaczania składowych  normalnych tensora naprę ż enia  musimy skorzystać  z metod 
nieelastooptycznych.  Metody  te  są  tym  bardziej  trudne  i  kłopotliwe,  gdy  dysponujemy 
samym  tylko  obrazem  izochrom. 

W  pracy  niniejszej  chcemy  zwrócić  uwagę  na  ułatwienia,  jakie  moż na  uzyskać  stosując 

w  zagadnieniach  dwu­  i  trójwymiarowych  formułę  Liebmanna  lub  jej  uogólnienia. 

Jak  wiadomo,  jeś li  w  pewnym  dwuwymiarowym  obszarze  okreś lona  jest  funkcja  har­

moniczna  .SC*, y),  tzn.  funkcja  spełniają ca  równanie  Laplace'a 

2.  Formuły  typu Liebmanna 

(1) 

4 
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i  jeś li  wartoś ci  tej funkcji  w wierzchołkach  rombu  1, 2, 3, 4, o przeką tnych  równoległych 

do osi Ox,  Oy  (rys.  la), wynoszą  odpowiednio S{,  S2,  S3,  SĄ,  zaś wartość  funkcji  w  punk­

cie  przecię cia  się przeką tnych  wynosi S0,  to ma miejsce  nastę pują cy  zwią zek,  [4,  5]: 

1  ,„   1 
(2) 

5 ° ­ у [ т +  (g/h)2 ( S l + S 3 ) + i  +  № )2 
(S2 +  S4) 

przy  czym  g/h oznacza  stosunek  długoś ci  przeką tnej  równoległej  do osi x  do  długoś ci 

przeką tnej  równoległej  do osi y.  Zwią zek  ten jest  słuszny  z  dokładnoś cią  do  wyrazów 

zawierają cych  pochodne  czą stkowe  funkcji  5 czwartego  i wyż szego  rzę du. 

a) 

*  o 

Rys.  1. Róż nicowe  siatki  punktów  do formuł  Liebmanna 

(3) 

Jeś li g = h, tzn. jeś li  romb jest  kwadratem, to 

1 
So  =  T № + s2  + s3 + s4) , 

skąd 

(4)  ^   =  4 5 0 ­ 5 , ­ ^ ­ ^ . 

Z  kolei,  jeś li  funkcja  harmoniczna  okreś lana  jest  w przestrzeni  trójwymiarowej,  a  więc 

jeś li  zachodzi  równanie 

(5) 
82 

+  + •  д х2  dy2  dz2 
S(x,y) = 0, 

i  jeś li  jej  wartoś ci  w wierzchołkach  oś mioś cianu  o jednakowych  przeką tnych  wynoszą  St, 
i =  1,  6, wartość  zaś w ś rodku  wynosi S0  (patrz  rys.  Ib),  to ma miejsce  proste  uogól­

nienie  formuły (3) 

6 

(6)  s0 = ~ y,st. 
Również  i ono jest  słuszne z dokładnoś cią  do wyrazów  zawierają cych  pochodne  czą stkowe 

S  rzę du  czwartego  i  wyż szego. 

s' 
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Szczególnym  przypadkiem  zagadnień  trójwymiarowych  jest  zagadnienie  osiowo  syme­

tryczne.  Wtedy  funkcje  zależą  tylko  od zmiennej  z  skierowanej  wzdłuż  osi symetrii  i od 

zmiennej  r prostopadłej  do tej  osi,  a  równanie  Laplace'a jest,  nastę pują ce  [3]: 

Róż nicowym  odpowiednikiem  tego  równania  jest  zwią zek 

(8)  S0=­ l

4~(SL  + S2  + S3  +  S4), 

jeś li  punkt  O leży  na Oz,  lub 

(9)  '  So =  ­ i ­

jeś li  punkt  O nie leży  na osi Oz  (porównaj  Dodatek  1). St,  S2,  S3,  SĄ,  są  to  wartoś ci 
funkcji  S  w  naroż ach  kwadratu  1, 2, 3, 4,  którego  przeką tne  skierowane  są  równolegle 
do  osi Oz i Or (rys.  la, przy  czym  oś Oz odpowiada  osi  Oy, zaś  Or osi Ox z tego rysunku). 
Formuła  (9) w odróż nieniu  od formuł  poprzednich  słuszna jest jednak  tylko z  dokładnoś cią  
do  wyrazów  zawierają cych  pochodne  czą stkowe  trzeciego  i wyż szych  rzę dów  w kierunku 
Or  i pochodne czwartego  i wyż szych  rzę dów  w kierunku  Oz. 

Formułę  (3) po raz pierwszy  podał  w swoim  wykładzie  BOLTZMAN N  W r.  1892,  [5,  6]. 
Niezależ nie  wyprowadził ją  RUNGE,  [7]. Formuła  ogólniejsza  (2) i  formuła  dla zagadnień  
trójwymiarowych  (6) należy  do  LIEBMANN A  [5]. Dowód  zbież noś ci  tych  formuł  do  roz­
wią zania  równania  róż niczkowego  przy  maleją cym  kroku  róż nicowym  podany  jest  w  [8], 
patrz  też  [9, 10, 11].  W 

V 

3.  Zastosowanie  formuł  typu  Liebmanna 

3.1.  Zagadnienia  dwuwymiarowe.  Jeś li  moż emy  uzyskać  tylko  obraz  izochrom  w  prosto­

padłej  do modelu  elastooptycznego  wią zce  ś wiatła  spolaryzowanego,  to  rozdzielić  naprę ż e­

nia  moż na1 ' : 

1)  metodą  doś wiadczalną  zaproponowaną  przez  TESARA  [12], polegają cą  na  wywier­

ceniu  otworków  w  interesują cych  punktach  modelu  i  wyznaczeniu  stanu  naprę ż enia  na 

podstawie  obrazu  izochrom  wokół  tego  otworku, 

2) metodami  obliczeniowymi:  metodą  rozwią zania  równania  Laplace'a  lub  metodą  

charakterystyk  [13,  14]. 
Metoda  doś wiadczalna  powoduje  lokalną  zmianę  własnoś ci  sprę ż ystych  modelu  wokół 

otworka  i dlatego nie może  być  stosowana  do zbyt  duż ej  iloś ci  punktów.  Z  kolei  metody 

J )  Pomijamy tu, zgodnie  z ograniczeniem  uczynionym we  wstę pie,  metody  oparte  na  bezwzglę dnym 
pomiarze  dwójłomnoś ci,  a więc  w szczególnoś ci  metody  polegają ce  na otrzymywaniu  izopach metodami 
interferencji klasycznej  i holograficznej. Pomijamy też metody pomiaru zmian gruboś ci  modelu tarczowego 
lub  pomiaru efektów  termicznych w celu wyznaczenia  sumy  naprę ż eń  głównych,  jako nieelastooptyczne 
i  mało  dokładne.  Oczywiste jest jednak, że proponowana w  tekś cie  metoda  nadaje się również  do opraco­
wywania wyników  takich  pomiarów. 

(^)s,4i­i)s3+s2+s4, 
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numeryczne są dość  kłopotliwe w zastosowaniu: pracochłonne  przy  obliczeniach  rę cznych, 

dość  trudne  w  zaprogramowaniu  maszyny  cyfrowej  dla  dowolnego  kształtu  modelu. 

W  szczególnoś ci  metoda  charakterystyk  wymaga  podania  dość  gę stej,  a  więc  ucią ż liwej 

w  sporzą dzeniu,  tablicy  wartoś ci  izochrom  m(x, y) w całym  obszarze badanego  oś rodka. 

W  zwią zku  z tym nasuwają  się dwie  moż liwoś ci  wykorzystania  formuły  Liebmanna: 

a)  zastosowanie  formuły  Liebmanna  w połą czeniu  z metodą  TESARA  pozwala  zmniej­

szyć  ilość  wierconych w modelu  otworów; 

b)  wynikają cy  z  formuły  Liebmanna  zwią zek  (4) pozwala  badać  harmoniczność  roz­

wią zania  uzyskiwanego  metodą  charakterystyk  i  ewentualnie  wygładzić  rozwią zanie  lub 

je  ekstrapolować.  .  / 

P r z y k ł ad  1.  Na rys.  2 podano  wartoś ci  sumy S naprę ż eń  normalnych w modelu 

zapory w jednostkach stałej modelowej K, na podstawie wyników pracy  [15], w której zastoso­

wano  do rozdzielenia  naprę ż eń  metodę  wiercenia  otworków  w poszczególnych  interesują­

cych  punktach.  Zajmiemy  się stanem  naprę ż enia  wzdłuż  lini i  ED bę dą cej  geometryczną  

granicą  zapory.  Pokaż emy,  że moż na  było  uniknąć  wiercenia  otworków  A lub В  stosując 

Rys.  2.  Sumy  naprę ż eń  głównych  w  poszczególnych  punktach modelu zapory grawitacyjnej   obcią ż onej 
cię ż arem  własnym,  wyznaczone  metodą  wiercenia otworów,  wg.  [15].  Wartoś ci  naprę ż eń  podano  w jed­
nostkach stałej  modelowej  K. Lini ą  przerywaną  oznaczono  prostoką t,  w który m  szukamy sumy  naprę ż eń  

metodą  iteracji 
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tylko jeden  raz formułę  Liebmanna  oraz obu tych  otworków  stosując  tę formułę  w sposób 

iteracyjny. 

Dokonajmy  interpolacji  graficznej  wartoś ci  sumy  naprę ż eń  S  znalezionych  metodą  

TESARA  W rzą dku  FG i HJ,  a to  celem  uzyskania  wartoś ci  sumy  S w wierzchołkach  „ 2 " 

i  „ 4 "  (rys. la) rombów,  których  ś rodki  przypadają  w punktach A  lub B. 

Znajdujemy,  stosując  formułę  (2), w której  przyjmujemy  g/h =  2/3, że w jednostkach 

stałej  modelowej: 

(10) 

^ ( 2 , 7  + 1 , 3 ) 4 ­ ^ ( 1 , 46 +  2,2)] 

W ( 2 ' 0 + 1 ' 4 ) + 3 ; 2 5 ( 0 ' 9 + 2 

1,95, 

,05)1  =  ,63. 

Wskaź niki  А , В oznaczają,  że wartość 5 odnosi  się do tych  punktów.  Porównując  je z bez­

poś rednio  zmierzonymi  metodą  TESARA,  widzimy,  że odpowiednie  róż nice  wynoszą  0,05 

i  0,33. Mieszczą  się one w  granicach  błę du  doś wiadczalnego.  Mianowicie,  w  metodzie 

TESARA  sumę  naprę ż eń  głównych  wyznacza  się na  podstawie  maksymalnych  wartoś ci 

naprę ż eń  na brzegu  otworka: mx i mn,  za pomocą  wzoru,  por.  [12], 

(12)  S=  a' + a" =—(Wl  +  mjI). 

Zgodnie  z  [15, 23] dokładność  pomiaru  każ dej  z  wartoś ci  /w, i ma  wynosiła  0,5  rzę du 
izochromy,  zatem  ś redni  błąd  kwadratowy  sumy  S  wynosił 

у  j / 2  x 0,5  в 0,35, 

co  usprawiedliwia  wartość  róż nic  mię dzy  wielkoś ciami  zmierzonymi  a  obliczonymi. 

•  1 jednostka  skali  naprę ż eń  

Rys.3. Sieć róż nicowa  do znalezienia sumy naprę ż eń  metodą  iteracji w prostoką cie  FGHJ  z rys. 2. Krzywe 
nad  polami zakreskowanymi przedstawiają  w jednostkach stałej  modelowej  przebieg sumy naprę ż eń  wzdłuż  
boków  prostoką ta.  Podane liczby oznaczają  wartoś ci  sumy naprę ż eń  w brzegowych wę złach  sieci (wykorzy­
stane do dalszych obliczeń ).  Szukamy wartoś ci  naprę ż eń  w punktach K, L,...,  V, X. Kółkami  oznaczono 

położ enia  otworków  (por. rys.  2) 
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Aby  się  przekonać,  które  z  powyż szych  wartoś ci  SA  i  SB,  zmierzone  czy  obliczone, 

zgadzają  się  bardziej  z  wartoś ciami  zmierzonymi  w  pozostałych  punktach,  zastosujemy 

metodę  iteracyjną.  Pozwoli  nam  ona  uzyskać  dokładniejsze  wartoś ci  sumy  naprę ż eń  oraz 

pozwoli  wykazać,  że  moż na  było  uniknąć  wiercenia  obu  otworków  A  i  B.  Wydzielmy 

z  rozważ anego  oś rodka  obszar  prostoką ta  FGHJ  (rys.  2).  Bok  GJ  zamyka  prostokąt 

w  ten  sposób,  by  mieś ciła  się  w  nim  całkowita  liczba  elementarnych  kwadratów  siatki 

róż nicowej,  co  znacznie  ułatwia  obliczenia.  Wartoś ci  sumy  naprę ż eń  na  bokach  prosto­

ką ta  znajdujemy  na  drodze  interpolacji  graficznej  z  danych  doś wiadczalnych  otrzymanych 

metodą  TESARA. W  szczególnoś ci  wartość  „1,13"  poś rodku  boku  GJ  znajdujemy  z  inter­

polacji  wzdłuż  odcinka  ABCD.  Nastę pnie  biorąc  dla  każ dego  wę zła  sieci  ś rednią  z  wartoś ci 

otrzymanych  na  drodze  interpolacji  liniowej  w  kierunku  poziomym  i  pionowym,  znajdu­

jemy  przybliż enie  zerowe  rozwią zania  na  sumę  naprę ż eń  S  wewną trz  prostoką ta  (rys.  3). 

Wartoś ci  kolejnych  iteracji  zamieszczone  są  w  tablicy  1.  Widzimy,  że  wartoś ci  otrzymane 

już  w  pierwszej  iteracji  ulegają  w  dalszych  iteracjach  niewielkim  zmianom. 

Tablica  1.  Kolejne iteracje dla  prostoką tnego podobszaru zapory 

Punkt  К   L  M  N  P  Q  R  S  T  U  V  X 

interpolacja 
liniowa 

pozioma  2,35  1,96  1,48  1,15 
I I 

2,38  2,06  1,77  1,46  2,40  2,14  1,90  1,64 interpolacja 
liniowa 

pionowa  1,92  1,43  1,16  0,61  2,04  1,66  1,49  0,74  2,18  1,88  1,80  0,89 

przybliż enie zerowe  2,14  1,70  1,32  0,88  2,21  1,86  1,63  1,10  2,29 

2,28 

2,01  1,85  1,26 

iteracja  I  2,12  1,64  1,26  0,92  2,24  1,88  1,50  1,28 

2,29 

2,28  2,02  1,75  1,59 

iteracja  11  2,11  1,62  1,15  0,95  2,24  1,85  1,54  1,28  2,29  2,00  1,80  1,61 

iteracja  II I  2,10  1,58  1,24  0,92  2,24  1,85  1,52  1,31  2,29  2,01  1,81  1,62 

iteracja  IV  2,09  1,60  1,21  0,95  2,24  1,84  1,55  1,30  2,29  2,01  1,81  1,63 

iteracja  V  2,10  1,59  1,23  0,94  2,23  1,85  1,54  1,32  2,29  2,01  1,82  1,63 

Jeś li  korzystając  z  wyników  tablicy  1 i  rozmieszczenia  punktów  A  i  В  wzglę dem  odpo­
wiednich  par  punktów  (P,  Q)  i  (Q,  R)  znajdziemy  na  drodze  interpolacji  liniowej  wartoś ci 
SAi  SB,  jako 

SA  s  2  (SP  + SQ)  =  2,04, 

(12) 

SB  &  SR  + ­^(SQ­SR)  =  1,58, 

to  zobaczymy,  zwłaszcza  na  przykładzie  SB,  że  wartoś ci  znalezioneTń etodą  obliczeniową, 
dane zwią zkami  (10),  są  w  lepszej  zgodnoś ci  z  wynikami  (12)  uzyskanymi  na  drodze  itera­
cyjnej  niż  wyniki  uzyskane  z  bezpoś redniego  pomiaru  doś wiadczalnego,  podane  na  rys.  2. 
Ś wiadczy  to  o  zaletach  metody  obliczeniowej. 
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V 

P r z y k ł ad  2.  Korzystając  z obrazu  izochrom mamy znaleźć sumę naprę ż eń  S(.x, у  = 
=  10)  wzdłuż  podstawy  AB  trójką ta  obcią ż onego  cię ż arem  własnym  у  i  posadowionego 

na  pólpłaszczyź nie  o  2,4  razy  niż szym  module  Younga  i  takiej  samej  stałej  Poissona  (v  = 
=  0,5).  Proporcje  trójką ta,  kierunek  działania  siły  у  i  obraz  izochrom pokazany  jest  na 

rys.  4. 

Rys.  4. Obraz izochrom w tarczy niejednorodnej  omawianej  w przykładzie 2. Liczby rzymskie numerują cał­
kowite rzę dy  izochrom 

Do  rozdzielenia  naprę ż eń  wykorzystaliś my  metodę  charakterystyk.  Spodziewaliś my 
się,  dzię ki  ekstrapolacyjnym  właś ciwoś ciom  formuł  róż nicowych  tej  metody,  wyznaczyć  
stan  naprę ż enia  wzdłuż  lini i  niejednorodnoś ci  AB,  obchodząc  w  ten  sposób  trudność  
modelowania  płaskiego  stanu  naprę ż enia  wzdłuż  lini i  niejednorodnoś ci,  wystę pują cą  przy 
stosowaniu  niejednorodnej  tarczy  [16]2). 

Do  czę ś ci  lini i  niejednorodnoś ci  AB  mogliś my  się zbliż yć  budując  sieć  charakterystyk 
od strony boku OB,  tzn.  rozwią zując  problem  brzegowy  rys.  (5b).  Aby  zbliż yć  się  do  po­
zostałej  czę ś ci  lini i  AB  rozwią zaliś my  najpierw  problem  brzegowy budując  sieć  charaktery­
styk od  strony  boku  OA  (rys. 5a).  Nastę pnie  rozwią zywaliś my  problem  charakterystyczny, 
tzn.  budowaliś my  sieć charakterystyk  wychodząc  ze znanych już charakterystyk  należ ą cych 
do  dwu  rodzin.  Problem  charakterystyczny  rozwią zywaliś my  dwukrotnie,  raz  wychodząc 
z  charakterystyk  DE  i  GH,  i  drugi  raz  wychodząc  z  charakterystyk  AF  i  KL  (rys.  5c). 
Okazało  się jednak,  że  mię dzy  rozwią zaniem  S(x,y  =  10),  tzn.  na  lini i  AB,  otrzymanym 

2 )  Zasadnicza trudność w zastosowaniu tarczy, a więc bryły trójwymiarowej , do modelowania niejedno­
rodnego oś rodka w dwuwymiarowym stanie naprę ż enia polega na tym, że  wzdłuż  granicy zmian  własnoś ci 
oś rodka musi być spełniony warunek cią głoś ci sit i przemieszczeń opisywanych przez trójwymiarow e wektory. 
W zwią zku  z tym,  w ogólnoś ci,  wzdłuż wspomnianej  granicy panuje nie dwuwymiarowy a  trójwymiarow y 
stan naprę ż enia. 

2  Mecłi .  Teorct.  i  Stosowana  2/77 



162  R ­  WOJNAR 

Rys. 5. Charakterystyki otrzymane przy rozwią zywaniu zagadnienia brzegowego, rys. rys. a), b) oraz charak­
terystycznego,  rys.  c)  (por.  przykład  2) 

z  rozwią zania  problemu  brzegowego  a  otrzymanym  z  problemu  charakterystycznego 

zachodziła  nieuzasadniona  niecią głość  (rys.  6a). 

Celem  znalezienia poprawnego  rozwią zania  sporzą dziliś my,  korzystając  z  rozwią zania 
problemu  charakterystycznego  i  brzegowego,  wykresy  zależ noś ci  S(x,  у  =  9,5) 
i  S(x,  у  =  9),  które  okazały  się  cią głe  (rys.  6b,  с ),  a  nastę pnie  umieszczając  na  prostej 
у  =  9,5 punkty 0,  1,3,  na prostej у  =  9 punkt  2, a na prostej у  =  10 punkt 4,  znaleź liś my 
stosując  formułę  (4)  szukany  przebieg  S(x,y  =  10)  (rys.  6a).  Przebieg  ten  jest  cią gły 
i  zgodny z  rozwią zaniem  problemu charakterystycznego. Wnioskujemy stą d,  że  niecią głość  
rozwią zań  S(x,  у  =  10) otrzymanych z problemu  charakterystycznego  i  brzegowego  była 
wynikiem  błę du  w  interpretacji  obrazu  izochrom jako  róż nicy  naprę ż eń  głównych,  błę du 
wywołanego  prawdopodobnie  trójwymiarowym  stanem  naprę ż enia  panują cym  w  pobliżu 
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O) 

b) 

A  rozmazanie problemu brzegowego 
o  rozwią zanie problemu charakterystycznego 
У  rozwią zanie przy pomocy formułuM 

0  1 2  3 

Rys.  6.  Przebieg  sumy  naprę ż eń  głównych  (w  jednostkach  2  K)  wzdłuż  trzech  przekrojów  trójką ta 
z  rys.  4.  Lini a  cią gła  oznacza przebiegi  przyję te 

AB.  W  zagadnieniu  charakterystycznym,  w  którym  brano  wartość  izochrom  w  punktach 
bardziej  oddalonych  od  odcinka AB  niż w zagadnieniu  brzegowym, błąd  ten  był  mniejszy. 

Należy  zauważ yć,  że  ś redni  błąd  kwadratowy  AS2  wyników  otrzymanych  za  pomocą  

formuły  (4)  wynosi  (por.  [17]) 

(13) 

2 » 

J 52 . =  | /42 +  l 2 +  l 2 +  l 2 AS0  S  4,4­JSo, 
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przy  czym  założ yliś my,  że błę dy  wartoś ci  wyjś ciowych 

/ IS 0  =  /15, =  ASj  =  ASA 

są  sobie  równe.  Ze  wzglę du  na  czynnik  «  4 we wzorze  (13) prowadzenie!  obliczeń  przy 
pomocy  formuły  (4) wymaga  dokładnych  danych  wyjś ciowych. 

3.2.  Osiowosymetryczne zagadnienie  trójwymiarowe.  Formuły  (8)  i  (9)  rnoż na  wykorzystać  

do  rozdzielenia naprę ż eń  w zadaniach  osiowo­symetrycznych  metodą  numerycznego  roz­

wią zywania  równania  Laplace'a (7) na podstawie dostarczonych przez pomiar  ć lastooptyczny 

warunków  brzegowych, podobnie jak analogiczne  formuły  w zagadnieniach  płaskiego  stanu 

naprę ż enia  (por. Dodatek  I). Ponadto  moż emy  je  wykorzystywać  do interpplacji  i  ekstra­

polacji  wyników  otrzymywanycl)  metodami  punktowymi,  takimi  jak  metody  elasto­

optycznej  warstwy  perforowanej  [15, 18] lub metody  tensomę tryczne  [19].  i 

Stosowalność formuł  (8) i (9) sprawdziliś my opierając  się na doś wiadczalnym  rozwią zaniu 

dla  kuli  ś ciskanej  wzdłuż  ś rednicy  siłami  skupionymi, podanym  w pracy  [20] (rys. 7), gdzie 

znaleziono  składowe  tensora  naprę ż eń  w  trzech  przekrojach:  z =  0,  z =• 1/4,  z =  1/2, 

przy  czym  kierunek  osi z,  bę dą cej  osią  walcowego  układu  współrzę dnych  pokrywał  się  

z  kierunkiem  działania  zewnę trznych  sił ś ciskają cych,  promień  kuli  wyriosij  1. 

Rys.  7.  Składowe  naprę ż enia  w  kuli  sprę ż ystej   ś ciskanej   osiowo  siłą  P.  Wartoś ci  naprę ż eń  podane są  
w jednostkach naprę ż enia  nominalnego a„ =  Pjm2  i oznaczone są przez a,, a:,  o&, rrz.  Promień  kuli R 

M   przyję to  równy  1,  wg.  Filimonowęj  [20] 
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Znając  składowe  ar,  a9,  az  obliczamy przez  zwykłe  dodanie  wartoś ci  sumy 

Si  =  (o­r + Oa + o­z),  / = 1 , 2 , 3 , 4, 

w punktach  1, 2,  3, 4,  a  nastę pnie  znajdujemy  wartość  S0  według  formuł  (8)  albo  (9). 

W  tablicy 2 porównano  wyniki  otrzymane  za  pomocą  formuł  (8)  i  (9),  (kolumna  VI ) 

z  bezpoś rednimi  wynikami  eksperymentalnymi  (kolumna  IV) ,  wzię tymi  z  wymienionej 

pracy.  Na  ogół,  w  granicach  błę du  doś wiadczalnego,  zachodzi  zgodność  obu  wielkoś ci. 

Jeś li  więc znamy  wartość  sumy  naprę ż eń  normalnych  w punktach  1, 2, 3, 4,  to  stosując 

formułę  (8)  albo  (9)  moż emy  ją  wyznaczyć  w  punkcie  O  z  wystarczają cą  dokładnoś cią  

i  w  ten  sposób  interpolować  wyniki  punktowych  metod  pomiaru  składowych  tensora 

naprę ż enia.  Formuły  te  moż emy  stosować  również  do  ekstrapolacji  wyników. 

P r z y k ł ad  3.  Stosując  metodę  elastooptycznej  warstwy  perforowanej  znajdujemy 
bezpoś rednio  naprę ż enia  główne  a',  a",  a  więc  również  ich  sumę  

a' + a"  =  ar +  az. 

Wartość  a'"  =  a9  jest  znana  tylko  wzdłuż  osi  symetrii  r  =  0,  gdzie 

°s  =  <У Г, 

a  wię c: 

(14)  S(r  =  0,z)  =  2ar  +  az. 

Jeż eli  punkty 2, 0, 4, ułoż ymy  na osi r  =  0, to  ponieważ  Si  =  S3,  ze  wzoru  (8)  wynika,  że 

O5)  Si =­2S0­y(S2 + S4 ) . 

Dla  (tablica 2) S0  =  S(r  =  0, z  =  0)  =  ­2,15,  S2  '= SA  =  s(r  =  0, z  =  i ­ J  =  ­2 ,6, 

otrzymamy 

S,  =  S3  ­  sL  =  i ,  *  =  oj   =  ­ 1 , 7, 

bezpoś rednio  zaś  z  pomiaru  mamy  równie*: 

Se x p( / ­  =  ­ i ­ , z =  fj) =  ­ 1 , 7. 

3.3.  Uś ciś lenie  doś wiadczalnych  wartoś ci  funkcji  harmonicznej.  Jeś li  wiemy,  Że  funkcjâ   której 

pole  wartoś ci  mierzymy doś wiadczalnie,  jest  funkcją  harmoniczną,  to  moż emy  zastosować  
formułę  Liebmanna do uś ciś lenia  tych wartoś ci. Postę powanie jest takie, jak przy numerycz­
nym  rozwią zywaniu  równania  Laplace'a  (por.  [13]) z tym, że wartoś ci  znalezione  doś wiad­
czalnie  uważ amy  za  przybliż enie  zerowe  w  iteracyjnym  cią gu  przybliż eń  rozwią zania. 
Sposobem  tym  moż na  poprawić  i  uzupełnić  znalezione  doś wiadczalnie  wartoś ci  sumy 
naprę ż eń  głównych.  Szczególnie  korzystne  jest  jego  zastosowanie  przy  wyznaczaniu  na­
prę ż eń  metodą  kombinowania  pomiaru  elastooptycznego  z  pomiarem  odkształceń  siatki 
naniesionej  na  badany  obiekt  (por.  [21, 22]). W  metodzie  tej  z pomiaru  elastooptycznego 
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wyznaczamy  róż nicę  naprę ż eń  głównych  i  ich  kierunki,  a  z  pomiaru  odkształceń  siatki 

sumę  naprę ż eń  głównych.  Pomiar  siatkowy  jest  jednak  przynajmniej  o  rząd  wielkoś ci 

mniej  dokładny  niż pomiar  elastooptyczny  i  dlatego  dla  sensownego  połą czenia  wyników 

obu  pomiarów  celem  rozdzielenia naprę ż eń  konieczne jest  poprawienie  wyników  pomiaru 

odkształceń  siatki  (porównaj  Dodatek  II) . 

P r z y k ł ad  4.  Tarcza kołowa  o  ś rednicy  4,4 cm  i,gruboś ci  1 cm, wykonana z  ż ywicy 

poliuretanowej  PU­2 o module  Younga  E  =  33  kG/cm2 ,  liczbie  Poissona v  =  0,5  i  elasto­

optycznej  stałej  materiałowej  К  =  0,30  kG/cm2  ś ciskana  jest  wzdłuż  ś rednicy  siłą  P — 
=  8,3  k G. Na  tarczę  naniesiono  za  pomocą  stempla  i  farby  drukarskiej  kwadratową  

siatkę.  Bok  elementarnego  kwadratu  siatki  ma  długość  0,5  cm.  Wyznaczymy  pole  sumy 

naprę ż eń  S(x,  y)  w  obszarze  tarczy  łą cząc  wyniki  pomiaru  elastooptycznego,  pomiaru 

odkształceń  siatki  i  obliczeń  iteracyjnych. 

Siatkę  przed  i  po  odkształceniu  przedstawiono  na  rys.  8.  Wprowadzamy  prostoką tny 

układ  współrzę dnych,  którego  począ tek  znajduje  się  w  ś rodku  tarczy  kołowej.  Każ dy 

kwadrat  numerujemy  parą  liczb  (y/a,  xja),  gdzie  (x,y)  są  to  współrzę dne  ś rodka  danego 

Rys.  8. Kołowa tarcza elastooptyczna z naniesioną siatką: przed i po odkształceniu, patrz przykład 4.  Roz­
jaś nienie  w czę ś ci  ś rodkowej   rys.  a)  wywołane jest przez niewielkie obcią ż enie  wstę pne 

kwadratu.  Tablica  3 przedstawia  wyniki  pomiarów  odkształceń  i wyznaczone  na  ich pod­
stawie  ś rednie  wartoś ci  sumy  naprę ż eń  dla  poszczególnych  kwadratów  siatki.  Wartoś ci 
S  dla  kwadratów  (4, 0),  (4,  1)  bierzemy  z  teoretycznego  rozwią zania  zagadnienia  pół­
płaszczyzny  obcią ż onej  prostopadle  na  brzegu  siłą  skupioną,  wartoś ci  dla  kwadratów 
(0, 4),  (1, 4),  (2, 4),  (3, 3),  (4, 2) z elastooptycznego  pomiaru  naprę ż eń  brzegowych.  Budu­
jemy  teraz  układ  równań  Liebmanna  dla  wartoś ci  funkcji  S  w  wę złach  kwadratowej  sieci 
róż nicowej  znajdują cych  się  poś rodku  kwadratów  siatki/  Wę złom  tym  przypisujemy 
numery  odpowiednich  kwadratów.  Na  rys.  9  widoczne  są  wyniki  kolejnych  iteracji  tego 
układu.  Dla  przyś pieszenia  zbież noś ci  w  wę złach,  w  których  wystę powały  silne  oscylacje 
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Tablica  3 

Kwadrat 

*) 

Ax  = 

Х г ­Xt 

Ax'  = 
f *  = 

Ax' — Ax 
Л у ш  

У 2­У 1 

Ay'  = 

У \­У 'г  
Ay'­Ay 

S = ax  + rj y  = 
E 

fec + e,)  = 
1 —J> 

66(ex +  f,) 
kG/cm2 

Kwadrat 

*) 

Ax  = 

Х г ­Xt 

Ax'  = 

Ax 

Л у ш  

У 2­У 1 

Ay'  = 

У \­У 'г  
Ay 

S = ax  + rj y  = 
E 

fec + e,)  = 
1 —J> 

66(ex +  f,) 
kG/cm2 

0,0  9,8  10,8  0,10  9,8  8,1  ­0 ,17  ­0 ,07  ­  4,6 

0,1  10,0  11,0  0,10  9,8  8,6  ­0 ,12  ­0 ,02  ­  1,3 

0,2  9,9  10,6  0,07  9,8  9,0  ­0 ,08  ­0,01  ­  0,7 

0,3  9,8  10,0  0,02  9,8  9,3  ­0 ,05  ­0 ,03  ­  2,0 

0,4  0 

1,0  9,6  10,9  0,13  10,0  8,2  ­0 ,18  ­0 ,05  ­  3,3 

1,1  10,0  10,8  0,08  10,0  8,4  ­0 ,16  ­0 ,08  ­  5,3 

1,2  10,0  ,  10,5  0,05  10,0  8,9  ­0,11  ­0 ,06  ­  4,0 

1,3  9,8  10,0  0,02  10,0  9,3  ­0 ,07  ­0 ,05  ­  3,3 

1,4  0 

2,0  9,8  10,8  0,10  9,8  8,7  ­0 ,11  ­0,01  ­  0,7 

2,1  10,0  11,0  0,10  9,8  8,8  ­0 ,10  0  0 

2,2  10,0  10,2  0,02  9,9  9,2  ­0 ,07  ­0 ,05  ­  3,3 

­2,3  9,8  10,0  0,02  10,0  9,9  ­0,01  0,01  V  ­  0,7 

2,4  0 

3,0  9,8  10,6  0,08  10,3  8,9  ­0 ,14  ­0 ,06  ­ ,  4,0 

3,1  10,0  11,0  0,10  10,3  V  9,2  ­0 ,11  ­0,01  ­  0,7 

3,2  10,0  10,0  0  10,3  9,9  ­0 ,04  ­0 ,04  ­  2,6 

3,3  0 

4,0  ­26 ,0 

4,1  ­  3,7 

4,2  0 

*   Rzeczywisty  element  siatki  ­tensometrycznej,  ze  wzglę du  na  wady jej   wykonania,  jest tylko  w przybliż eniu  kwadratem 
o  boku  a.  Długoś ci  jego boków  w ogólnoś ci  nie  są  sobie  równe  i wynoszą  Ax,  Ay  przed  odkształceniem  oraz  Ax\  Ay'  po  od­
kształceniu.  Pomiary prowadzono przy dwukrotnym  powię kszeniu.  Długoś ci podane są w milimetrach. 

wartoś ci  kolejnych  iteracji,  dokonaliś my  ich  uś rednienia.  Na  podstawie  danych  z  rys.  9 

sporzą dziliś my  na  rys.  10  wykres  funkcji  S  wzdłuż  ś rednicy  prostopadłej  do  kierunku 

działania  siły ś ciskają cej  (oś x),\  ś rednicy  pokrywają cej  się z tym kierunkiem.  Obserwujemy, 

że już po  trzech iteracjach zachodzi znaczna poprawa  wyników  doś wiadczalnych  i zbliż enie 

ich  do  ś cisłego  rozwią zania  teoretycznego.  Dokładność  wyników  iteracji  niż sza jest  wzdłuż  

osi у ,  co  wynika  z bardziej  stromego  przebiegu  funkcji  5  wzdłuż  tej osi. 

4.  Zakoń czenie 

Pokazaliś my  powyż ej,  że  zastosowanie  formuł  typu  Liebmanna  ułatwia  opracowanie 
wyników  badań  elastooptycznych zagadnień  płaskich  i osiowo symetrycznych, jak  również  
pozwala  uś ciś lić  wyniki  doś wiadczalne.  W  zwią zku  z  tym  chcielibyś my  zwrócić  jeszcze 
uwagę  na  to,  że wartoś ci  otrzymane  metodą  Liebmanna  obcią ż one  są  mniejszym  błę dem 
przypadkowym  niż wyjś ciowe  wartoś ci  brzegowe,  co wynika  stą d,  że w metodzie  tej  bierze 
się  pewnego  rodzaju  ś rednią  wartoś ci  brzegowych.  D l a  skonkretyzowania  rozważ my 
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278* 

317* 

(0Ą  

о  
.164 
165 
156 
157 
141 
138 
110 1 
100 J 
260 
199 
192 
195 
185 
192 
181 
208 
182 
330 
189 
193 
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208 
211 
235 
212 
315 
400 

(3,3) 

(2,3) 

264* 

190 
I89 
203 
208 
230 
250 
302 
28Я  
70 

0Ą  

(0,3) 

Rys.  9.  Wynik i  kolejnych  iteracji w wę złach sieci róż nicowej. Wskaź nik  iteracji wzrasta  począ wszy od dołu 
każ dej   kolumny  wyników.  Gwiazdkami oznaczono wynik  uś rednienia  stosowany do  dalszych  iteracji . 

Wartoś ci  naprę ż eń w kG/cm2  pomnoż ono przez czynnik (—100) 

­S. 

ю  

[kG/cm1] 
o  wyniki  doś wiadczalne 

(iteracja  zerowa) 
• •  po 3  iteracjach 
­  po 8  iteracjach 

—  rozwią zanie  teoretyczne 

4 [cm] 

Rys.  10. Wynik i wybranych iteracji wzdłuż promienia prostopadłego do kierunku działania siły  (oś x) i zgod­
nego z  tym kierunkiem  (oś y),  porównane  z  rozwią zaniem  teoretycznym 

[169] 
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obszar  dwuwymiarowy  AB... GH pokazany  na rys.  11. Przypuś ć my,  że na podstawie 

znanych  wartoś ci  brzegowych  SA, SB,  ..., SG, Sf,  chcemy  znaleźć  za  pomocą  formuły 

Liebmanna  (3)  wartoś ci  funkcji  S w punktach  wewnę trznych  1, 2,  3,  4.  Mamy  nastę pują cy 

układ  równań  

45x  =  S2 + S3 + SA +  SB, 

452  =  Si+S  ̂+ Sc + So, 

453 =  St+St  + Sa + SB, 

4SĄ = S2  + S3  + SE  +  SF, 

którego  rozwią zaniem  jest 

51 = 

52  = 

s3  = 

12 

_1_ 

12 

_1_ 

12 

J _ 

12 

у  (SA  + SB) + у  (SE + SF) + Sc  + SD + Sc  +  S, 

Lr Sc+SD)+  ±­(SG+SB)+SA  + SB+SE+  S, 

4 
4 

7  1  1 
2  (So  + Su)  + у  (Sc + SD) + SA  +  S„ + SE +  SĄ , 

1 
~(SE  + SF)+—(SA  + SB) + SC + SD + SG +  SH\. 

Rys.  11.  Obszar,  dla którego  przedyskutowano  wpływ  przypadkowego 
błę du warunku brzegowego na  błąd rozwią zań układu  równań Liebmanna 

Jeś li  błąd  wartoś ci  S' w  każ dym  punkcie  brzegowym jest  taki  sam  i wynosi  d, wtedy  błąd 

ś redni  kwadratowy  każ dej  z wartoś ci  Si, i =  1, 2, 3, 4,  wynosi 

1  /49  49  1  1  1/2 

^  =  T 2 l x + " 4 ­ + T + T + 1 + 1 + 1 + 1 ;   Д  = °>45Д> 

a  więc jest  przeszło  dwukrotnie mniejszy  od  wartoś ci  S. Natomiast  błąd  maksymalny 

^• • =IV( T  +  T +  T +  T +  1 +  1 +  1 +  1 ) ^ = Ó  : 

jest  równy  wartoś ci  д . 

Podzię kowanie 

Panu  Dr  inż.  B.  MICHALSKIEM U  dzię kuję  za  dyskusję  niektórych  zagadnień  zwią zanych 

z  niniejszą  pracą. 
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Dodatek  I.  Równanie  róż niczkowe  może  być  wyprowadzone  jako  warunek  znikania 

wariacji  funkcjonału 

(1.1)  S P ( S ) Ą P̂ ( s + e S ^ o , 

przy  czym 

' < * ­ Д ( £ ) Ч § ) 'К  
gdzie  D  jest  polem  przekroju  rozważ anej  bryły  osiowo­symetrycznej  płaszczyzną  stałego 

ką ta  azymutalnego  & =  const. 

Przybliż ając  pochodne  czą stkowe  w  wyraż eniu  (1.2)  przez  róż nice  przednie 

K  '  dr~  h  '  dz  =  h  ' 

gdzie  pierwszy  wskaź nik  „ i "  numeruje  wę zły  sieci  róż nicowej  w  kierunku  osi  r,  drugi 

wskaź nik  „j"   — w  kierunku  osi  z,  zaś  h jest  krokiem  sieci  róż nicowej,  dostajemy  nastę­

pują cy  analogon  funkcjonału  (1.2)  1 

(1.4)  pp(S)  = 2J  ji(sl+UJ­st,jy+(ąJ+l­ś ,,jn 
D 

Pamię tamy,  że  r  =  ih. 

Sumowanie  rozcią ga  się  po  wszystkich  wskaź nikach  /,  j  należ ą cych  do  obszaru  D. 

Przyjmujemy  przy  tym  konwencję,  że róż nica  wartoś ci  funkcji  Si+^j­S,  ̂ lub  SK  S,,  j 

brana  w  sią siednich  punktach,  z  których  jeden  należy  do  obszaru  D,  a  drugi  nie  należ y, 

wynosi  zero.  Znikanie  wariacji  funkcjonału  (1.4)  wymaga  by  spełniony  był  układ  równań  

(1.5)  (i­i)Str.1;j+i (jSa1.j+Si,J+1+S,,j.d  =  (4*­4)S,;,. 

Z  kolei  przybliż ając  pochodne  czą stkowe  w  wyraż eniu  (1.2)  przez  iloraz  róż nicowy 
wsteczny 

П (Л  ——  ~  St.j  — Si­i.j  dS   ̂ Sj, j — ^ j . j ­ t 
V  ;  dr  ~  h  '  dz  =  h 

dostajemy  nastę pują cy  analogon  funkcjonału  (1.2) 

(1.7)  PW(S)  =  ^jKSij ­S^jy  +  iSu­S^tf]. 

D 

Przyjmujemy  przy tym  konwencję,  że  róż nica  wartoś ci  funkcji  S; >  ^ ­  t ,  y  lub  A , 7 — 7 _  t 

brana  w  są siednich  punktach,  z  których  jeden  należy  do  obszaru  D,  a  drugi  nie  należ y, 

wynosi  zero. 

Znikanie  wariacji  funkcjonału  (1.7)  wymaga  by  spełniony  był  układ  równań  

( U )  ( ) J+ l )5 |+ i , i + i (5 |_1 j +5 ' ł ( i + ł +5 | ,/ _ 1 )  =  ( 4 i + l ) S u . 
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Moż na  dowieść  w  sposób  podobny,  jak to czynią  autorzy  pracy  [8] dla  dwuwymia­

rowego  równania  Laplace'a, że przy  maleją cym  kroku  sieci h rozwią zanie  zarówno  równa­

nia  (1.5)  jak  i (1.8)  dą ży  do rozwią zania  równania  róż niczkowego  (7). W zwią zku  z  tym, 

zgodnie  ze znanym  twierdzeniem o granicy  sumy  cią gów,  również  rozwią zanie  równania 

powstałego  z dodania  równań  (1.5)  i  (1.8) 

(1.9)  (2i­1)  St_ uj+{2i+\)Si+uj  + 2i (Si, j + , + S , , M) =  8/Ą . J 

bę dą cego  w istocie równaniem  (9),  dą ży  przy h ­> 0 do rozwią zania  równania  (7).  Równanie 

róż nicowe  (9) moż emy  otrzymać  również  bezpoś rednio  z  równania  róż niczkowego  (7) 

przybliż ając  pierwszą  pochodną  przez  iloraz  róż nicowy  ś rodkowy 

(l 10)  —  =  fl+w­Ą ­i.j. 
U , I U ;  dr  2h 

oczywiś cie  przybliż amy  ponadto 

a  1 w  d2 5 _  Si+1j—2Si,j  + Si­i,j  d2S  _  Su + 1  ­25( ,J + S' i , J_1 

K  '  dr2  ~  h2  '  dz2  ~  h2 

Podany niż ej przykład wskazuje, że symetryczna formuła  (8),  (9)  lepiej przybliża  równanie 

róż niczkowe  niż formuły  niesymetryczne  (1.5) czy (1.8). 

P r z y k ł ad  5.  Rozważ my  nieskoń czony  stoż ek  sprę ż ysty  o ką cie  wierzchołkowym 

wynoszą cym  2a = л /2,  obcią ż ony  w wierzchołku  wzdłuż  osi symetrii  siłą  F.  Wartoś ci 

naprę ż eń,  a więc i wartoś ci  sumy  naprę ż eń  S s aw  takim  stoż ku znane,  [24].  W  walcowym 

układzie  współrzę dnych  mamy 

(1.12)  S _  _  C j ! L t f 5 ° £ , 
•  '  4n m­l  R2 

przy  czym 

n  „   4 ( / я ­ 1)  n  1 
Q = F—  —.j­ t—j1——т .  г  ,  cos a =  cos­r ­  =  —=r 

m(l — cos3a)— (m — 2)(1  — cosa)cosa  4  j / 2 

m jest  odwrotnoś cią  liczby  Poissona, 

R = \'b2 + z2,  cos6 = z/R. 

Wartość  siły F przyję liś my  taką, by 

Q  m + l 
4ж   m—l 

=  100. 

Rozpatrzmy  obszar  stoż ka  zawarty  mię dzy  płaszczyzną  z = 0 (na  której  leży  wierz­

chołek  stoż ka), a płaszczyzną  z =  14,5.  Przyjmujemy,  że na brzegach  tego obszaru  znamy 

wartoś ci  (teoretyczne)  sumy  naprę ż eń  S.  Wartoś ci  S we wnę trzu  obszaru  znajdujemy 

posługując  się wyprowadzonymi  formułami  róż nicowymi,  stosując  kwadratową  siatkę  

róż nicową  o  kroku  h = 1.  Rozmieszczenie  sieci  jjfŚ ż nicowej  w stosunku  do  przekroju 

stoż ka  przedstawione jest na rys.  12. Układ  równań  róż nicowych  rozwią zaliś my  metodą  
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Rys.  12. Położ enie sieci  róż nicowej   wzglę dem  przekroju stoż ka  płaszczyzną #  =  constans. Stała sieci h  =  1 

iteracyjną,  przy  czym  kryterium  skoń czenia  procesu  iteracji  było  to,  by  wartoś ci  S  otrzy­
mane  w  dwóch  kolejnych  iteracjach  nie  róż niły  się  w  ż adnym  z  wę złów  sieci  wię cej  niż  
о  1 0­ 3 .  Za  zerowe  przybliż enie  rozwią zania  przyję liś my  dla  każ dego  przekroju 
z  =  constans wartość  brzegową  S  tego  przekroju.  Obliczenia  przeprowadziliś my  zarówno 
za  pomocą  zsymetryzowanej  formuły  (8)­(9) jak  i  formuły  (1.5).  W  obu  wypadkach  kry­
terium  zakoń czenia  obliczeń  zostało  osią gnię te  po  53  iteracjach.  Na  rys.  13  porównane 
są  uzyskane  w  ten  sposób  wyniki  numeryczne  z  teoretycznymi.  Widzimy,  że  formuła  (9) 
daje  wartoś ci  znacznie  bliż sze  teoretycznych  niż  formuła  (1.5).  Pasują  one  dość  dobrze 
do  rozwią zania  teoretycznego  nawet  w  obszarze  silnej  koncentracji  naprę ż eń,  to  jest  dla 
małych  z. 

Moż na  dodać,  że  wprawdzie  osią gnię cie  duż ej  dokładnoś ci  rozwią zania  wymaga 

odpowiednio  duż ej  liczby  iteracji,  to  jednak  w  naszym  przykładzie  już  po  kilk u  iteracjach 

nastę puje  dość  dobre  przybliż enie  funkcji  S.  Widać  to  na  rys.  15,  gdzie  podano  wyniki 

kilk u  pierwszych  iteracji  przy  stosunkowo  rzadkiej  sieci,  o  stałej  h  =  29/13  =  2,23,  poka­

zanej  na  rys.  14. 

Dodatek  II .  Rozważ my  siatkę  kwadratową  o  długoś ci  boku  a,  naniesioną  na  badaną  

tarczę  sprę ż ystą.  Po  odkształceniu  oś rodka  element  siatki  przyjmuje  w  przybliż eniu  kształt 

równoległoboku  o długoś ci  boku  wynoszą cej  w kierunku  x  i у  odpowiednio ax  i ay.  Zmiany 



°)  Sk 

——  rozmazanie   teoretyczne 
4— a—  irf f  równań  (1.5) 

wg równań  (8) 
o  warunek   brzegowy 

(teoretyczny) 

0,5 1,5 2,5.  3,5  4,5 

Rys.  13. Wynik i obliczeń po 53 iteracjach, wg. formuł  (9) i (1.5)  porównane z rozwią zaniem teoretycznym: 
a) wyniki dla małych z (z <  4,5),  b) wyniki dla wię kszych  wartoś ci  z (z 3= 3,5). Oba wykresy odnoszą się  

do przebiegu naprę ż eń  wzdłuż prostej  b = 0,5,  por. rys. 12 

Oli p 

\ j l  г  4  6  8  .10  12  14  b 
1—I—I—I—| —I  •*  

F 

h 

Г   \  

i— 
Г  

i—A  ­X 

7 

• 

Rys.14. Położ enie rzadszej  sieci róż nicowej   wzglę dem przekroju 
stoż ka;  stała  sieci  h — 29/13Is 2,23 

[174] 
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Rys.  15. 

• rozwią zanie  teoretyczne 
iteracja zerowa 

•  I iteracja 
x  // iteracja 
л  III  iteracja 
a  W iteracja 

V iteracja 
V! iteracja 
punkt brzegowy 

b'0,5h 

­4x­
Q5  $  7p  3,5  4,5  5,5  M 

w 

0.6 

0.4 

0,2 

z''45h 

_L 
Q5  fi  2f>  45  4 5 W 

Wynik i  kilk u  pierwszych  iteracji  dla sieci  róż nicowej  z rys. 14; a) przebiegi  wzdłuż  prostej 
b = 0,5A,  b) przebiegi wzdłuż prostej  z =  4,5h 

długoś ci  boków  są więc  u = ax — a  \ v = ay — a,  ś rednie  odkształcenia  na odcinku  a  są  

Łx  =  u/a  i ey = vja, ś rednia  zaś  wartość  sumy  naprę ż eń  na obszarze  oka  siatki  wynosi 

m n  „   E  ,  .  E  u+v 
(H.l )  S ш ox+o,  ш —(ex+e,)  =  x _ v  a  . 

Jeś li  błąd  pomiaru  położ enia  punktu  wynosi  d, to ś redni  kwadratowy  błąd  pomiaru  dłu­
goś ci  odcinka  wynosi  |/2 <5, błąd  zaś pomiaru zmiany długoś ci  odcinka  wynosi  j 2 j / 2 д = 
=  2d.  Wzglę dny  ś redni  kwadratowy  błąd  sumy  naprę ż eń  wynosi 

AS  =  \/22d 

S  ~ \u+v\* 
(11.2) 

przy  czym  założ yliś my,  że błąd  pomiaru  składowych  przemieszczenia  u i v jest  taki  sam. 
W  korzystnym  przypadku,  gdy  u i v są tego samego znaku  i tego samego  rzę du  wielkoś ci 
dostajemy 

•  

(H.3)  .  ­ ­ Х  =  » / 2 ^ ­

W  mniej  korzystnych  przypadkach,  zwłaszcza  gdy  u i v są co do modułu  tego samego 
rzę du  lecz  przeciwnych  znaków,  błąd  jest  oczywiś cie  wię kszy.  Drukarskie  techniki  nano­
szenia siatki  pozwalają  wykonywać  linie  szerokoś ci  0,2­4­0,3 mm,  przebieg  ś rodka  których 
moż emy  okreś lić z dokładnoś cią  rzę du  0,1 mm;  zatem  6 — 0,1 mm.  Aby  błąd  pomiaru 
wartoś ci S był  nie  wię kszy  niż  10%,  przemieszczenia  winny  wynosić  zgodnie z (II.3)  przy­
najmniej  1,4 mm,  co  przy a =  1 cm  odpowiada  odkształceniom  14%.  Są  to więc  odkształ­
cenia  duż e,  poza  zakresem  słusznoś ci  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci. 

Z  powyż szego  widzimy  trzy  przyczyny  powstawania  błę du  przy  tym  sposobie  wyzna­
czania  sumy S(x,y): a) uś rednianie  po obszarze  oka  siatki  zamiast  pomiaru  punktowego, 
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b)  błąd  pomiaru  przemieszczenia, c)  konieczność stosowania duż ych  odkształceń.  Doś wiad­

czalne  zmniejszenie  jednej  z  tych  przyczyn  (przy  tej  samej  technice  nanoszenia  siatki) 

pocią ga  za  sobą  wzrost  przynajmniej  jednej  z  przyczyn  pozostałych.  Jednakże  ź ródła 

błę dów b) i c) moż na  usunąć na drodze obliczeniowej,  korzystając  z tego, że S(x,y)  winna 

być  funkcją  harmoniczną,  spełniają cą  równanie  Laplace'a.  Równanie to zastę pujemy  przez 

układ  równań algebraicznych, bę dą cych  równaniami Liebmanna zapisanymi dla poszczegól­

nych  wę złów  sieci  róż nicowej.  Wę zły  sieci  róż nicowej  umieszczamy w ś rodkach  poszczegól­

nych  elementów  siatki.  Za zerowe  przybliż enie  rozwią zania  iteracyjnego  układu  przyj­

mujemy  znalezione  doś wiadczalnie  wartoś ci  funkcji  S(x, y)  w  poszczególnych  okach 

siatki.  Ponieważ  znaleziony  doś wiadczalnie  przebieg  S(x,y)  zgodny  jest  przynajmniej 

jakoś ciowo z przebiegiem  funkcji  S(x, y) dla zadania  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci,  dlatego 

proces  iteracyjny  jest  szybkozbież riy. 
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Р е з ю ме  

П Р И М Е Н Е Н ИЕ  Ф О Р М У ЛЫ  Л И Б М А Н НА  Д ЛЯ  О Б Р А Б О Т КИ  
Р Е З У Л Ь Т А Т ОВ  Ф О Т О ­У П Р У Г ИХ  И С П Ы Т А Н ИЙ  

П р е д с т а в л е на  в о з м о ж н о с ть  и с п о л ь з о в а н ия  р а з н о с т н ых  ф о р м ул  т и па  Л и б м а н на  д ля  о б р а б о т ки  
р е з у л ь т а т ов  ф о т о ­у п р у г их  и с п ы т а н и й.  В  ч а с т н о с ти  о то о т н о с и т ся  к : 

а)  и н т е р п о л я ц ии  р е з у л ь т а т о в,  п о л у ч е н н ых  э к с п е р и м е н т а л ь н ы ми  т о ч е ч н ы ми  м е т о д а м и; 
б)  э к с т р а п о л я ц ии  р е з у л ь т а т ов — о д н а ко  л и шь в н е б о л ь ш ой  о б л а с т и,  п о р я д ка  в е л и ч и ны  ш а га  

р а з н о с т н ой  с е т к и; 
в)  п р о в е р ке  и  у т о ч н е н ию  и з м е р е н н ых  в е л и ч ин  с у м мы  н о р м а л ь н ых  н а п р я ж е н и й. 
Д а ны  п р и м е ры  п р и м е н е н ия  э т о го  п о д х о да  к  п л о с к ой и о с е с и м м е т р и ч н ой  з а д а ч ам  т е о р ии  у п р у­

г о с т и. 

Summary 

APPLICATIO N  OF TH E  LIEBMAN N  FORMUL A  TO  TH E EVALUATIO N 
OF  PHOTOELAST1C  MEASUREMENT S 

The  possibilities of a using of the difference expressions of Liebmann's type in the evaluation of the 
results of photoelastic investigations are discussed. The  following techniques are considered: 

a) interpolation of the results obtained by experimental point methods, 
b) extrapolation of the results — but only in a limited region, of the order  the difference mesh size, 
c) verification and improvement of accuracy of the measured values of a sum of normal stresses. 
The examples of application of these possibilities to plane and axially symmetric problems of elasticity 

are given. 

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI  PAN 

Praca została  złoż ona  w Redakcji dnia 28 lipca  1975 r.; w wersji ostatecznej dnia 2 sierpnia 1976 r. 
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