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Oznaczenia 

a,  współczynnik  liniowej   rozszerzalnoś ci  termicznej, 
r){S)  funkcja Heaviside'a, 
(5(1)  funkcja Diraca, 

G  moduł  odkształcenia  postaciowego, 
я  współczynnik  przewodzenia  temperatury, 
A  stała Lamego, 

tiij   współrzę dne  tensora  naprę ż enia, 
t  czas, 
T  temperatura  wzglę dna,  odniesiona  do  stałej   temperatury stanu  beznaprę ż eniowego, 
Ui  współrzę dne  wektora  przemieszczenia, 

xi,  f i  współrzę dne  kartezjań skie. 

Badanie  efektów  mechanicznych  wywołanych  ruchomymi  obcią ż eniami  termicznymi 
w  oś rodkach  sprę ż ystych  stanowi  istotną  czę ść  obszernej  dziedziny  termosprę ż ystoś ci 

1 odgrywa  dużą  rolę w praktyce  inż ynierskiej. Pola  naprę ż eń i odkształceń w takich  przy­
padkach  najczę ś ciej  są wywołane  ruchomymi  ź ródłami  ciepła  o charakterze  punktowym, 

Rys.  1  Rys.  2 

liniowym  lub powierzchniowym,  o zmiennej  lub stałej  wydajnoś ci w czasie.  Ź ródła  mogą  

się  przemieszczać w oś rodku lub po jego  powierzchni  z prę dkoś cią v.  Przykładowo, dzia­

łanie  ruchomych  ź ródeł  przedstawiono  na rys. 1, 2, 3a,b. 

Z  wyż ej  wymienionym  charakterem  obcią ż eń  termicznych  spotykamy  się w licznych 

procesach  technologicznych,  np.  hartowania  powierzchniowego,  spawania,  napawania, 
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Rys.  3 

zgrzewania  liniowego  oraz  przy  opływach  elementów  konstrukcyjnych  (powłoki,  rury) 

przez  płyny  o  podwyż szonej  lub  obniż onej  temperaturze  w  porównaniu  z  temperaturą  

elementu.  Ponadto  ruchome  obcią ż enia  termiczne  wystę pują  (obok  obcią ż eń  typu  me­

chanicznego)  przy  każ dej  kinematycznej  współpracy  elementów  konstrukcji  z  uwzglę d­

nieniem  tarcia. 

Prezentowana  praca  zawiera  pewien  przegląd  dotychczas  publikowanych  rozwią zań  

zadań  termosprę ż ystoś ci  z  ruchomymi  ź ródłami  ciepła  (por.  [1]—[33]).  Przedmiotem 

dyskusji  są  warunki  stosowania  ruchomych  układów  współrzę dnych,  kolejnoś ci  stoso­

wania  transformacji  całkowych  do  ruchomych  obcią ż eń  termicznych  oraz  budowy  roz­

wią zań  równań  termosprę ż ystoś ci  przy  wykorzystaniu  funkcji  Greena. 

1.  Ruchome  układy  współrzę dnych 

Wyznaczanie  naprę ż eń  cieplnych  wywołanych  ruchomymi  obcią ż eniami  termicznymi 

sprowadza  się  do  rozwią zania  podstawowego  układu  równań  termosprę ż ystoś ci: 

(1.1)  V*T­­f=  -i ­ Q ( x„ / , e ) , 
л  к  

(1.2)  GV2ui+()i  +  G)diEll­OX  + 2G)atdiT  =  qu,, 
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д2  д2  d2  8 

przy  zadanych  warunkach  począ tkowych  i  brzegowych.  Równanie  (1.1)  jest  równaniem 

przewodnictwa cieplnego, natomiast  równania  (1.2) są znanymi  równaniami  przemieszcze­

niowymi. 

W  wię kszoś ci  prac  poś wię conych  omawianym  zagadnieniom,  do  rozwią zywania  rów­

nania  przewodnictwa  (1.1)  wykorzystuje  się  ruchome  układy  współrzę dnych  zwią zane 

z  poruszają cymi  się  ź ródłami  ciepła.  Prowadzi  to  do  znacznych  ułatwień  przy  budowie 

rozwią zań  tego  równania.  W  takim  przypadku,  po  zastosowaniu  liniowej  transformacji 

układu  współrzę dnych  według  zwią zków 

ii   =  Xi — Vjt,  (i  =  1, 2, 3),  vt  =  const, 

równanie  przewodnictwa  (1.1)  w  ruchomym  układzie  współrzę dnych  I,­ ma  postać  

(1.3)  v | f ­ A ( 5 . v f f ) ­ I ^ ­  =  ­ i ­ e ( f i , o , 

przy  czym  rozważ ane  ź ródło  ciepła  jest  nieruchome.  Jeś li  ponadto  intensywność  ź ródła 

nie zależy  od czasu, czyli Q  =  Q(Cf) oraz  wpływ  warunków  począ tkowych  moż na  pominą ć, 

3T 

to  pochodna  =  0  i  równanie  (1.3)  przyjmuje  postać  

0.4)  V ^ ­ I ( 5 . ^ r ) =  ­ l f i ( f t ) , 

л  У С  

Równanie  (1.4)  odpowiada  quasi­ustalonym  zagadnieniom  termosprę ż ystoś ci.  Należy 

nadmienić,  że  wię kszość  prac  poś wię conych  ruchomym  obcią ż eniom  termicznym  do­

tyczy  właś nie  zagadnień  quasi­ustalonych.  / 

Moż liwość  stosowania  ruchomych  układów  współrzę dnych  zależy  od  kształtu  i  ruchu 

rozważ anych  ź ródeł  oraz  od  kształtu  badanego  obszaru.  W  obszarze  nieograniczonym 

i  przy ź ródłach  o niezmiennym w czasie  kształcie,  stosowanie  ruchomych  układów  współ­

rzę dnych  ułatwia  wyznaczanie  pól  temperatur  i naprę ż eń.  W  przypadku  działania  rucho­
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mych  ź ródeł  w oś rodkach  ograniczonych  wprowadzanie  ruchomych  układów  współrzę d­

nych  nie  ułatwia  procesu  rozwią zywania  równań  termosprę ż ystoś ci  (1.1) i  (1.2).  Wtedy 

bowiem  kosztem  «unieruchomienia»  ź ródła  ciepła  brzeg  obszaru  staje  się ruchomy.  Ilu­

strują  to  przykłady  pokazane  na  rys.  4  i  5.  W  takich  przypadkach  przy  wyznaczaniu 

rozwią zań  pojawiają  się trudnoś ci  ze stosowaniem  transformacji  Laplace'a. 

Rys.  5 

Analogiczne  uwagi  dotyczą  przypadków,  w których  zmienia  się w czasie  kształt  geo­
metryczny  obcią ż eń  termicznych,  п р .: gdy  ź ródła  ciepła  typu  Q =  T0rj(vt — r)rj(t)   lub 
Q  =  T06(R — vt)rj(t), działają  odpowiednio  na  powierzchni  koła  o  zmieniają cym  się  
w czasie promieniu r lub na powierzchni  kuli o zmiennym w czasie promieniu R. Wygodniej 
zatem  rozważ ać  obszary  ograniczone we współrzę dnych  nieruchomych  zwią zanych  z  tymi 
obszarami. 

2.  Wykorzystanie  funkcji  Greena 

Przy  budowie  rozwią zań  równań  termosprę ż ystoś ci  w przypadku  ruchomych  obcią ż eń  
termicznych  moż emy  również  wykorzystać  metodę  funkcji  Greena.  Znajomość  odpo­
wiednich  funkcji  Greena  pozwoli  nam otrzymać  rozwią zania  dla ruchomych  ź ródeł  ciepła 
o  wydatku  zmiennym  w czasie  i wzglę dem  miejsca. 

Rozwią zania  równań  termosprę ż ystoś ci  dla  chwilowego  ź ródła  ciepła  60<5(£.ЖО  
w  przestrzeni  nieograniczonej  w  układzie  współrzę dnych  £f  wyznaczono  w  pracy  [31]. 
Rozwią zania  te  wyznaczono  w  ruchomym  układzie  współrzę dnych  który  porusza się  
ze  stałą  prę dkoś cią  v  wzglę dem  układu  nieruchomego  xt  w kierunku  osi x3.  Otrzymane 
w tym przypadku  wyniki dla temperatury  Г *(£ь  t)  i przemieszczeń  и * (£ь  t)  moż na  wyko­
rzystać  przy  wyznaczaniu  temperatury  i  przemieszczeń  dla ź ródła  o  wydatku  zmiennym 
w  czasie  w  układzie  | (  według  wzorów 

t 

JQ(v)T*(St,t­T)dT, 
o 

o 

(2.1) 

П А,  t) 

UjiS,, t)  • ­
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Jeż eli  ponadto  ź ródło  działa  na pewnym  obszarze  Г , to temperaturę  i przemieszczenia 

otrzymamy  na podstawie  zwią zków: 

(2.2) 

f r(h,  t)=  f  6 ( C i,  £2, С з, t)f*(li,   | 3 , C i , C2 , fs,  t)d^dC2dC3, 
г  

fiftft,   t)=  {Q(tt,C2,  C3 , t)UJ(fi,   f 2 , | 3 , ? i , C2 , С з,  O ^ i # 2 # з ­

Posługiwanie  się funkcjami  Г * ( £ь  f) i  и ?(£г , /)> jak łatwo  zauważ yć,  ogranicza  się tylko 

do  ź ródeł  ciepła,  które w układzie  | f nie zmieniają  w czasie  zajmowanego  obszaru. 

Takie  ograniczenia nie  wystę pują  natomiast,  gdy  funkcję  Greena  dla poruszają cych  się  

ź ródeł  wyznaczymy w układzie  nieruchomym xt.  Jeż eli  np.  wyznaczymy rozkład  tempera­

tury  T3(xi, t;v) i naprę ż eń  cĄ jfa,  t;v) dla  poruszają cego  się ź ródła  punktowego  o postaci 

QQ8(xl)d(x2)d(pt—x3)r](t), to dla ź ródeł  liniowych  typu 

I 1°  Qo»(xi)d(x2)ri(vt­x3)ri(t), 
( 2 ' 3 )  12°  Q0d(x1)d(xz)ri(x 3­vt)r1(t), 

temperaturę  i naprę ż enia  otrzymamy  odpowiednio  przez  superpozycję  
vt 

T^ixi,  t; v) ­  J  T6(x!, x2,x3­u,  t; v)du, 

(2.4) 

oraz 

(2.5) 

o­,1/(x;, t; v) =  j  oijfri,  x2,  x3­u,  t;v)du, 
o 

CO 

T2°(xt,  t; v) =  j  T'(xi,  x2,x3­u,  t; v)du, 
vt 

00 

af/(Xi ,t;v)  =  J  ajjix! , x2,  x3 ­  u, t; v) du. 

Wykorzystując  natomiast  temperaturę  T3(r, z, t;v)  i naprę ż enia  <Xy(r,z, f,v)  wywołane 

działaniem  ź ródła  Qo^(z)6(vt—r)rj(t),  moż emy  wyznaczyć  temperaturę  i  naprę ż enia dla 

ź ródła  działają cego  na powierzchni  koła  o zmiennym w czasie  promieniu,  tzn. dla ź ródła 

o  postaci  Qo^{z)rl{ vt — r)rl{t)­  Poszukiwane  rozwią zania  mają  postać  

(2.6) 
T\r, z, r; v) =  j  T\r­u,  z, t';  v)du, 

4 

ajj(r, z,t;v)=  J  ojj(r­u,  z,t;v)du. 

W  przytoczonych  wyż ej  rozważ aniach  zakładaliś my  milczą co,  że  prę dkość  ruchu 

ź ródła v jest stała. W przypadku prę dkoś ci v zmiennej  w czasie we wszystkich  otrzymanych 

wzorach  należy w miejsce  vt podstawić  J vdt. 
o 

O  słusznoś ci  stosowanej  we wzorach  (2.3),  (2.4),  (2.5),  (2.6) superpozycji  ś wiadczą  

prace  autora  oraz  prace  [1] i  [32]. 

3  Mechanika  Teoretyczna  1/77 
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3.  Stosowanie  transformacji  całkowych 

Przy  rozwią zywaniu  równań  (1.1)  i  (1.2)  wykorzystuje  się najczę ś ciej  całkową  tran­

sformację  wzglę dem  współrzę dnych  miejsca oraz  transformację  Laplace'a wzglę dem  czasu. 

W  przypadku  rozważ ania  ruchomych  obcią ż eń  termicznych  (ruchome  ź ródła  ciepła 

lub  ruchome  warunki  brzegowe)  przy  konstrukcji  rozwią zań  podstawowych,  wyż ej  wy­

mienione  transformacje  całkowe  należy  stosować  z  pewną  ostroż noś cią.  Omówimy  to 

bliż ej  na przykładzie  płaskiego  ruchomego  ź ródła  ciepła  działają cego  w przestrzeni  nie­

ograniczonej.  Kierunek  ruchu  ź ródła  oraz  intensywność  jego  działania  opisuje  wzór 

(3.1)  Q(x,t) =  Q0d{vt­x)r)(t), 

gdzie  <5(w) jest  funkcją  Diraca,  r}(ii)  — funkcją  Heaviside'a. 

Dyskusję  ograniczymy do zbadania  równania  przewodnictwa  cieplnego,  które  w tym 

przypadku  ma postać  

(3.2,  ^ Г ­ 1 А г= 

przy czym  funkcja  temperatury  T, okreś lona jest w obszarze x e (— oo, + co), t e  [0,  + oo), 

zaś  parametr v > 0. Po wykorzystaniu jako  pierwszej  transformacji  Laplace'a  wzglę dem 

czasu  zdefiniowanej  jak nastę puje  . 

. TL{x,s) =  f  T(x, t)e~stdt, 
0 

y + ico 

oraz  przyję ciu  jednorodnego  warunku  począ tkowego  dla temperatury  równania  (3.2), 

moż emy  napisać  

n r ,  d b ' T  _ ± т  ­
K  >  dx2  L  K 1 l ~  x~v6  ' 

przy  czym  transformata  ź ródła  ciepła  (prawa  strona  równania  (3.3))  wymaga, aby x > 0. 

Fakt  ten wyklucza  stosowanie  do  równania  (3.3) wykładniczej  transformacji  Fouriera 

wzglę dem  x.  W tym przypadku  moż liwe  jest  zastosowanie  transformacji  cosinusowej 

lub  sinusowej, jednakże  pod  warunkiem, że z góry  wiemy czy funkcja  TL(x,  s) jest  funkcją  

parzystą  lub nieparzystą  wzglę dem  x.  Tę niedogodność  moż na  usunąć  uwzglę dniając 

w  prawej  stronie  równania  (3.3)  funkcję  Heaviside'a w postaci  rj(x). 
Przedstawionych  trudnoś ci  unika się, jeż eli  do równania  (3.2)  zastosować  w  pierwszej 

kolejnoś ci  transformację  Fouriera  wzglę dem  zmiennej  miejsca, a nastę pnie  transformację  

Laplace'a  wzglę dem  czasu.  Poprawność  tak stosowanych  transformacji  moż na  wykazać  

wykonując  przejś cia  graniczne  dla v ­* 0 w otrzymanych  wynikach,  które  w granicy są  

zgodne  z  rozwią zaniami  dla ź ródła  nieruchomego. 
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Р е з ю ме  

П Р И М Е Ч А Н ИЯ  К  О П Р Е Д Е Л Е Н ИЮ  Т Е П Л О В ЫХ  Н А П Р Я Ж Е Н ИЙ  
В Ы З В А Н Н ЫХ  Д В И Ж У Щ И М И СЯ  Т Е Р М И Ч Е С К И МИ  Н А Г Р У З К А МИ  

Р а б о та  с о д е р ж ит  о б с у ж д е н ие  о п у б л и к о в а н н ых  до  с их  п ор  р е ш е н ий  з а д ач  т е р м о у п р у г о с ти  
с  д в и ж у щ и м ся  и с т о ч н и к ом  т е п л а.  П р е д м е т ом  д и с к у с с ии  я в л я ю т ся  в о п р о с ы,  х а р а к т е р н ые  д ля  
д в и ж у щ и х ся  н а г р у з о к,  а  и м е н н о:  в  к а к их  с л у ч а ях  п р и м е н е н ие  д в и ж у щ е й ся  с и с т е мы  к о о р д и н ат  
о б л е г ч а ет  р е ш е н ие  у р а в н е н ий  т е р м о у п р у г о с т и,  в о з м о ж н о с ть п о с т р о е н ия р е ш е н ий  с  и с п о л ь з о в а н и ем  
ф у н к ц ий  Г р и н а,  у с л о в ия  п р и м е н е н ия  и н т е г р а л ь н ых  п р е о б р а з о в а н ий  по  к о о р д и н а т ам  и  в р е м е ни  
п ри  и с с л е д о в а н ии  п о д в и ж н ых  т е р м и ч е с к их  н а п р я ж е н и й.  / 

S u m m a ry 

ON  TH E  DETERMINATIO N  OF  THERMA L  STRESSES  DUE  TO  MOVIN G  HEA T  SOURCES 

The  paper  contains a review of  the  existing solutions of  thermoelastic problems involving the  moving 
heat sources (cf.  [1 ­ 33]). The  discussion is concerned with the  application of convective coordinate systems, 
the  order  of application of  integral transforms to moving thermal loadings, and  the  construction of thermo­
elasticity  solutions  by  means  of  the  Green functions. 
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