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O WYZNACZANIU NAPREZEN CIEPLNYCH WYWOLANYCH RUCHOMYMI OBCIAZENIAMI
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Oznaczenia

o, wspoOlczynnik liniowej rozszerzalno$ci termicznej,
7(€) funkcja Heaviside'a,
0(§) funkcja Diraca, _
G modut odksztalcenia postaciowego,
» wspdlczynnik przewodzenia temperatury,
A stala Lamégo,
o1y wspOlrzedne tensora naprgzenia,
t czas,
T temperatura wzgledna, odniesiona do stalej temperatury stanu beznaprezeniowego,
u; wspotrzedne wektora przemieszczenia,
x1y & wspdlrzedne kartezjanskie.

Badanie efektéw mechanicznych wywolanych ruchomymi obcigZzeniami termicznymi
w ofrodkach sprezystych stanowi istotng cze$¢ obszernej dziedziny termosprezystosci
i odgrywa duza rol¢ w praktyce inzynierskiej. Pola napre¢zen i odksztalcen w takich przy-
padkach najczgéciej sa wywolane ruchomymi zrédlami ciepla o charakterze punktowym,

¥

Rys. 1 Rys. 2

liniowym lub powierzchniowym, o zmiennej lub stalej wydajnosci w czasie. Zrédta moga
sie przemieszcza¢ w o$rodku Iub po jego powierzchni z predkoscia ©. Przyktadowo, dzia-
fanie ruchomych Zrédet przedstawiono na rys. 1, 2, 3a,b.

Z wyze] wymienionym charakterem obcigZzefi termicznych spotykamy si¢ w licznych
procesach technologicznych, np. hartowania powierzchniowego, spawania, napawania,
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Xy

Rys. 3

zgrzewania liniowego oraz przy optywach elementéw konstrukcyjnych (powloki, rury)
przez pltyny o podwyzZszonej lub obniZonej temperaturze w poréwnaniu z temperatura
elementu. Ponadto ruchome obciazenia termiczne wystepuja (obok obciazen typu me-
chanicznego) przy kazdej kinematycznej wspdlpracy elementéw konstrukcji z uwzgled-
nieniem tarcia. -

Prezentowana praca zawiera pewien przeglad dotychczas publikowanych rozwigzan
zadan termosprg¢zystosci z ruchomymx zréodlami ciepta (por. [1]-[33]). Przedmiotem
‘dyskusji sa warunki stosowania ruchomych ukladéw wspdtrz¢dnych, kolejnosei stoso-
wania transformacji catkowych do ruchomych obciazen termicznych oraz budowy roz-
wigzan réwnan termospr¢zysto$ci przy wykorzystaniu funkcji Greena.

1. Ruchome uklady wspblrzednych

Wyznaczanie naprezen cieplnych wywolanych ruchomymi obcigZzeniami termiczn&mi
sprowadza si¢ do rozwigzania podstawowego ukladu réwnan termosprgZystosci:

1. 1 '
(1'1) VZT—;T= _;Q(xh t,'U),

(1.2) GV?u;+(A+G) 0iey— (34 +2G)o,0; T = iy,
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2 2 2
széf__i_aix%_.{.;—x%, ai:(')ix,’ il=1,23
przy zadanych warunkach poczatkowych i brzegowych. Réwnanie (1.1) jest rownamem
przewodnictwa cieplnego, natomiast réwnania (1.2) sa znanymi réwnaniami przemieszcze-
niowymi.

W wigkszosci prac po$wigconych omawianym zagadnieniom, do rozwiazywania réw-
nania przewodnictwa (1.1) wykorzystuje si¢ ruchome uklady wspdlrzednych zwiazane
z poruszajacymi si¢ zrédlami ciepla. Prowadzi to do znacznych ulatwien przy budowie
rozwigzan tego réwnania. W takim przypadku, po zastosowaniu liniowej transformacji
ukiadu wspdlrzednych wedlug zwiazkow

& =xi—vi1, (1=1,23), v;=const, )

rownanie przewodnictwa (1.1) w ruchomym ukiadzie 'wspétrzednych &; ma postaé

1 T | P
(1.3) VET——(’U VGT)_;W—: —;‘Q(Eht)»
0 ) 0 .
Vi = |———, ——,
fVoE 08, 053)’ :

przy czym rozwaZzane Zrodlo c1ep}a jest nieruchome. Je§li ponadto mtensywnoﬁc zrédla -
nie zalezy od czasu, czyli Q Q(E ) oraz wplyw warunkéw poczqtkowych mozna pominaé,

or
to pochodna o = 0 i réwnanie (1.3) przyjmuje postaé

(174) ’ V?T—-%(E}-Vef’) = —%QA(E;)-

Réwnanie (1.4) odpowiada quasi-ustalonym zagadnieniom termosprezysto$ci. Nalezy
nadmieni¢, ze wigkszo$¢ prac po$wieconych ruchomym obcigzeniom termicznym do-
tyczy wlasnie zagadnien quasi-ustalonych. ,

Mozliwo$¢ stosowania ruchomych uktadéw wspétrzednych zalezy od ksztaltu i ruchu
rozwazanych Zrédet oraz od ksztaltu badanego obszaru. W obszarze nieograniczonym
i przy Zrédlach o niezmiennym w czasie ksztalcie, stosowanie ruchomych ukladéw wspét-
rzgdnych ufatwia wyznaczanie pél temperatur i naprezen. W przypadku dziatania rucho-

Rys. 4
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mych Zrodel w osrodkach ograniczonych wprowadzanie ruchomych ukladéw wspdirzed-
nych nie ulatwia procesu rozwiazywania réwnan termosprezystosci (1.1) i (1.2). Wtedy
bowiem kosztem «unieruchomienia» Zrddia ciepta brzeg obszaru staje si¢ ruchomy. Ilu-
struja to przykiady pokazane na rys. 4 i 5. W takich przypadkach przy wyznaczaniu
rozwigzan pojawiaja si¢ trudnosci ze stosowaniem transformacji Laplace’a.

z-vt=t

Rys. §

Analogiczne uwagi dotycza przypadkéw, w ktérych zmienia si¢ w czasie ksztalt geo-
metryczny obciazen termicznych, np.: gdy Zrédta ciepta typu Q = Ton(vt—r)n(t) lub
Q=T gS(R—vt)n(t), dzialaja odpowiednio na powierzchni kola o zmieniajacym  sig
w czasie promieniu » lub na powierzchni kuli o zmiennym w czasie promieniu R. Wygodniej
zatem rozwazaé obszary ograniczone we wspdétrzednych nieruchomych zwigzanych z tymi
obszarami.

2. Wykorzystanie funkcji Greena

Przy budowie rozwigzan réwnan termosprezystosci w przypadku ruchomych obcigzen
termicznych mozemy réwniez wykorzystaé metod¢ funkeji Greena. Znajomo$é odpo-
wiednich funkcji Greena pozwoli nam otrzymac rozwigzania dla ruchomych Zréodet ciepta
o wydatku zmiennym w czasie i wzgledem miejsca.

Rozwigzania réwnan termospreZystosci dla chwilowego zrédia mepla Q00(&)0(8)
w przestrzeni nieograniczonej w ukladzie wspdélrzednych & wyznaczono w pracy [31].
Rozwiazania te wyznaczono w ruchomym ukladzie wspotrzednych &;, ktéry porusza sie
ze stata predkoscia v wzgledem uktadu nieruchomego x; w kierunku osi x;. Otrzymane
w tym przypadku wyniki dla temperatury T*(£,, t) i przemieszczen u¥(&;, t) mozna wyko-

rzysta przy wyznaczaniu temperatury i przemieszczen dla zrédlta o wydatku zmiennym
w czasie w ukladzie & wedlug wzoréw

T, 0 = [O@T*E, 1—n)dr,
2.1 °’ |
u;(€i, 1) = fQ(T)ﬁ}‘(E;, t—7)dr.
0
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Jezeli ponadto Zrédio dziata na pewnym obszarze I', to temperaturg i przemleszczema
otrzymamy na podstawie zwigzkow:

T, D) = [ O, Loy G VT, £, &5, 8, Lo, Es, DAL, dL2dLs,
r

2.2) . . .
W) = [OQ, Gy Gy DFEL £, &, Ly, Lo, s, 1)dE, dC, dEs.
r

Postugiwanie si¢ funkcjami f‘*(&, 1) i u¥(&:, 1), jak tatwo zauwazyé, ogranicza si¢ tylko
do zrédel ciepla, ktére w ukladzie &; nie zmieniajg w czasie zajmowanego obszaru.

Takie ograniczenia nie wystgpuja natomiast, gdy funkcje Greena dla poruszajacych si¢
Zrodet wyznaczymy w ukladzie nieruchomym x;. JeZeli np. wyznaczymy rozklad tempera-
tury T%(x;, t;v) i naprezen of;(x;, t;v) dla poruszajacego si¢ zrodta punktowego o postaci
Q00(x;) 8(x;) 6(vt—x3)n(t), to dla zrédet liniowych typu
! 1° Q00(x,) d(x2) (vt —x3)n(t),

2° Q0 0(xy) 6(x2)m(x3 —v0) (1),
temperatur¢ i napr¢Zenia otrzymamy odpowiednio przez superpozycig

23)

Tlo(xb ¢ 7)) = f Té(xl) Xz, X3=—1U, t;v)du,
0

2.4) . o
oly (xi, 1;9) = f aly(xy, X2, X3—u, t;0)du,
0
oraz
Tzo(xi, t; 7)) = f Té(xl 3 x2’ x3_u, t’ v)du,
(2.5) v

Gij (xn > f Ojiij(xl’xZ,xB_u)t;v)du-
vl
Wykorzystujac natomiast temperature 7°(r, z, ¢;v) i naprezenia o¥;(r, z, t; v) wywolane
dZIalamem zrédla Qo 8(z) 6(vt—r)n(f), mozemy wyznaczy¢ temperature i napreZenia dla
#rédia dzialajacego na powierzchni kota o zmiennym w czasie promieniu, tzn. dla zrédia
o postaci Qy0(z)n(vt—r)n(t). Poszukiwane rozwigzania majg postaé
Ve

L/ 4 .
T(r, z, t;v) = f T(r—u,z, t;v)du,
0
(2.6) ) _‘
I"?j(” Z,1,0) = fa‘?,-(r—u, z, t;0)du.
0

W przytoczonych wyzej rozwazaniach zakladaliSmy milczaco, Zze predko§¢ ruchu

Zrédia o jest stata. W przypadku predkosci v zmiennej w czasie we wszystkich otrzymanych
. .

wzorach nalezy w miejsce vf podstawié f vdt.

O sluszno$ci stosowanej we wzorach 2.3), 2.4), (2.5), (2.6) superpozyc_u $wiadcza
prace autora oraz prace [1] i [32].

3 Mechanika Teoretyczna 1/77



34 J. KUBIK’
3. Stosowanie transformacji calkowych

Przy rozwiazywaniu réwnan (1.1) i (1.2) wykorzystuje si¢ najczg¢sciej catkowa tran-
sformacj¢ wzgledem wspodtrzednych miejsca oraz transformacje Laplace’a wzgledem czasu.

W przypadku rozwazania ruchomych obciazen termicznych (ruchome Zrdédia ciepta
lub ruchome warunki brzegowe) przy konstrukcji rozwigzan podstawowych, wyzej wy-
mienione transformacje catkowe nalezy stosowal z pewna ostroznoscia. Oméwimy to
blizej na przykladzie ptaskiego ruchomego Zrédia ciepla dzialajacego w przestrzeni nie-
ograniczonej. Kierunek ruchu Zrédla oraz intensywno§¢ jego dzialania opisuje wzér

a1 0(x, 1) = Qo 8ot~ X (1),

gdzie () jest funkcja Diraca, 7(u) —-funklch/Heaviside’a.
Dyskusj¢ ograniczymy do zbadania réwnania przewodnictwa cieplnego, ktére w tym
przypadku ma postaé

62

: 1 0
(3.2) Friman

7= — £ 5(0—m(0),

przy czym funkcja temperatury T, okre§lona jest w obszarze x € (— 00, +0), t € [0, + 00),
za$§ parametr v > 0. Po wykorzystaniu jako pierwszej transformacji Laplace’a wzgledem
czasu zdefiniowanej jak nastgpuje

[e0)

Tu(x,s) = [ T(x, e *dt,
0
y4i0

! T(x,f)=—2—11UT f Tu(x,s)eds, i=1 -1,

y—ig

oraz przyjeciu jednorodnego warunku poczqt’ﬁowego dla temperatury réwnania (3.2),
mozemy napisac :
d? 5. Qo 1 - %

Tp——Tp=——"——¢ ’

33 dx? Py % v

przy czym transformata zrédla ciepta (prawa strona réwnania (3.3)) wymaga, aby x > 0.
Fakt ten wyklucza stosowanie do réwnania (3.3) wykladniczej transformacji Fouriera
wzgledem x. W tym przypadku mozliwe jest zastosowanie transformacji cosinusowej
lub sinusowej, jednakze pod warunkiem, ze z géry wiemy czy funkcja T1(x, s) jest funkcjg
parzysta lub nieparzysta wzgledem x. Te niedogodno$é mozna usungé uwzgledniajgc
w prawej stronie réwnania (3.3) funkcj¢ Heaviside’a w postaci 9(x).

Przedstawionych trudnogci unika si¢, jezeli do réwnania (3.2) zastosowaé w pierwszej .
kolejnosci transformacjg¢ Fouriera wzgledem zmiennej miejsca, a nastgpnie transformacje
Laplace’a wzgledem czasu. Poprawno$é tak stosowanych transformacji mozna.wykazaé
wykonujac przejécia graniczne dla v — 0 w otrzymanych wynikach, ktére w granicy sa
zgodne z rozwigzaniami dla Zrédta nieruchomego.
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Pesome

INIPUMEUYAHUS K OINPEIEJIEHUIO TEIIJIOBBIX HAIPSDKEHUNI
BBIBBAHHBIX IBIDKYIIMMNCA TEPMHWYECKHMMHN HAT'PY3KAMU

PaGota comep)kuT 0GCYM¢IEHHE ONMYGIHKOBAHHBIX [0 CHX IIOp PELICHUH 33034 TepMOYNPYTOCTH
¢ ABYOKYLIHUMCS HCTOYHHKOM Teruia., IIpeameToM AMCKYCCHM ABJSIOTCS BONPOCHI, XapaKTePHbIE A
IBIOKYLIMXCA HArpy30K, @ UMEHHO: B KAKUX C/IyYyasik NPHUMEHEHHE ABIKYLIEHCA CHCTEeMbl KOODAMHAT
ofsleruaer pelieHde YpaBHEHHH TEPMOYIIPYTOCTH, BO3MOMKHOCTS MOCTPOSHHS PELUEHHH C UCIIONB30BAHUEM
dbyprumil I'puHa, yCnoBHA NPUMEHEHHs WHTETPAIBHBIX NPEoOpa30BaHMIA 110 KOODAHHATAM H BpPEMEHH
NPY HCCIEXOBAHUM NOABMIKHBIX TEPMHUECKMX HANPSHKEHUI. Y

Summary
ON THE DETERMINATION OF THERMAL STRESSES DUE TO MOVING HEAT SOURCES
The paper contains a review of the existing solutions of thermoelastic problems involving the moving
heat sources (cf. [ - 33]). The discussion is concerned with the application of convective coordinate systems,

the order of application of integral transforms to moving thermal loadings, and the construction of thermo-
elasticity solutions by means of the Green functions.
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