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1. Wstep

Obecnie wickszo§¢ zagadnien przewodnictwa cieplnego analizuje si¢ przy pomocy
metod przyblizonych. Zastosowana w pracy metoda bilansu cieplnego [1], jest obok metod
wariacyjnych [2, 3, 4, 5] jedna z najbardziej uniwersalnych analitycznych metod przybli-
Zonych rozwigzywania, zaréwno liniowych, jak i nieliniowych réwnan rézniczkowych
przewodzenia ciepla. Rozwiazanie problemu wymienionego w tytule przeprowadzono
w dwéch etapach: najpierw okreélono pole temperatury w éciance przy zatozeniu stalego
wspdlczynnika przewodnictwa cieplnego przy pomocy metody bilansu cieplnego, a na-
stephie wykorzystujac metodg linearyzacji optymalnej [6] uwzglgdniono zalezno$¢ wspél-
czynnika przewodnictwa cieplnego od temperatury. Rozwigzania tego problemu mozna
otrzymaé stosujac metod¢ bilansu cieplnego i wykorzystujac transformacje [1]

14

(1.1) 0 = [ codr,

0

Rys. 1. Rozklad temperatury w $ciance plaskiej
w I fazie wnikania ciepla: I -—rozwiazanie
dokladne, 2 — rozwiazanie Goodmana, 3 — roz-
Y 30 wigzanie otrzymane w pracy
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gdzie ¢ — cieplo wlasciwe, o — gesto$é, ¢t — temperatura, lub transformacje Kirchhoffa

(1.2) 9(t) = AL [ 2oa,
090

gdzie 4 — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego.

Sposob okreflania nieustalonego pola temperatury zastosowany w niniejszej pracy
jest nieco dokladniejszy od metody bilansu cieplnego z wykorzystaniem transformacji
(1.1) [1], co przedstawiono na rys. 1. Ponadto sposdb ten mozna zastosowaé w przy-
padku konwekcyjnej wymiany ciepta na powierzchni ciala, tj. dla warunkéw granicz-
nych III rodzaju, przy wspdlczynniku przewodnictwa cieplnego zaleznym od temperatury.
Wykorzystanie metody bilansu cieplnego w tym przypadku jest niemozliwe ze wzgledu
na nieodpowiednio$¢ transformacji (1.1) i (1.2), co przedstawiono w pracy [7].

Oznaczenia

A
a = — wspOlczynnik wyréwnania temperatury,
ce
ao,a;,a, stale,
bo, bl, bz Stale,
¢ cieplo wlasciwe,

at .
Fo= —- liczba Fouriera,

L grubos¢ plyty,

¢! temperatura, '

to temperatura powierzchni,

1, temperatura poczatkowa,
temperatura powierzchni izolowanej,
wspbirzedna,

stala,

gleboko$¢ wnikania ciepla,
wspblczynnik przewodnictwa cieplnego,
gestosé

czas.
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2. Charakterystyka metody bilansu ciepinego i metody linearyzacji optymalnej

Metoda bilansu cieplnego wykorzystuje pojecie glebokoséci wnikania ciepta 6(z) (gle-
bokosci penetracji), ktéra mozna okreli¢ jako najwieksza odlegtosé na jaka w danym
czasie wnika ciepto tzn. w odleglosci x = d(7) od powierzchni ciata temperature mozna
w przyblizeniu przyjaé réwng temperaturze poczatkowej i cieplo nie jest przekazywane
na odlegtosé wigksza niz 8(z). Pojecie gleboko$ci wnikania ciepta zostalo pierwszy raz
wprowadzone przez BIOTA [5], a takZe szeroko wykorzystywane w metodach wariacyjnych
innych autoréw np. VUIANOVICA [2] oraz LEBONA-LAMBERMONTA [4]. W metodzie bilansu
cieplnego rozpatrywane 53 dwie fazy wnikania ciepla. W pierwszej fazie wnikania ciepta
glebokos¢ penetracji jest mniejsza od grubodci ciala (plyty). W drugiej fazie «front» ciepta
osiaga przeciwlegla Sciang ciala, ktdrej temperatura ulega wowczas zmianie.
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Punktem wyjéciowym prowadzacym do caltki bilansu cieplnego jest réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego:

Jt C 0%t
,(2'1) o Yo

gdzie v—czas, a = E — wspolczynnik wyrdéwnania temperatury, x — wspétrzedna.

Nastepnie calkujac réwnanie (2.1) w granicach od 0 do d(7) otrzymuje si¢

5(z) .
Ot ot

(22) CQO de = ZE

x=6(z) Ox

Uwzgledniajac reguly rozniczkowania catki po parametrze (regula Leibniza) przeksztal-
cona zostanie lewa strona réwnania (2.1), ktéra przyjmuje postaé

6(1) ds F
(v) } _ o

d
(2.3) CQ{W f 1, Dydx—1[6(z), 7] o ot
0

Iy
x=4(z) Ox

x=0

Poniewaz w pierwszej fazie wnikania ciepla

ot
A—— =0
Ox x=38(z)
(co wynika z definicji glgbokosci wnikania ciepta),

oraz

t[o(x), 7] =1,
(réwniez z definicji glebokosci wnikania ciepla),
to réwnanie bilansu ciepla ma postaé

d ot
(2.'4) 7’;‘ [6[ - Cgtpé(r)] = — E x=0,

gdzie
(1) .
0i=co [ ndx, dla0<é()<L,
; _

¢, — temperatura poczatkowa ciala. _

W drugiej fazie wnikania ciepla gleboko§¢ penetracji jest réwna grubosci §cianki
tj. 8(r) = L i wéwczas réwnanie bilansu po uwzglednieniu faktu, ze £(x, r)|x=L = u(7)
wynika z réwnania (2.3) i ma postaé .

dby, P ot

‘ ot
(2.5) d‘L" = E Z

x=L ox

)
x=0

gdzie
L
0, = co f tdx,
]

u(r)—temperaturé. przeciwleglej §cianki.
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Nastepnie scharakteryzowana zostanie metoda optymalizacji linearnej, zastosowana
do réwnan przewodnictwa cieplnego przez VUIANOVICA [6].

W przypadku gdy wspélczynnik przewodnictwa cieplnego zmienia si¢ z temperatura
pole temperatury opisuje réwnanie

ot 0 Ot
W metodzie linearyzacji optymalnej rozwaza si¢ réwnanie liniowe, ktdre «optymalnie»
linearyzuje réwnanie (2.6):

ot 0%t
@7 @y =¥ oxt

gdzie w jest parametrem nastawialnym, dobieranym w ten sposdb, aby réwnanie (2.7)
aproksymowalo réownanie (2.6) w sposéb optymalny.
Warto§¢ w,,, réwna sig

B+C
(28) Yopt = 4

gdzie
A= fn fxl [g—;i]zdxdr,
2.9) f f l’(t) [ ] dxdr, |

Ao 0 P
C= f fl(t)[axz]dxdr,
gdzie
(2.10) 2() = ‘”‘(’)

Przedzialy calkowania zaleza od rozwazanego problemu. Dokladny opis metody mozna
znalez¢ w pracy [6].

3. Okreslenie pola temperatury

Przedmiotem niniejszej pracy jest okre§lenie pola temperatury w $ciance plaski'ej
przy nastgpujacych warunkach brzegowych:

(31) ’ t(x, T)|x=0 = lo, Top > 0

t(x, 1) |

(3.2) A e ‘x:L

=O,
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gdzie A — wspoiczynnik przewodnosei cieplnej $cianki w temperaturze ¢, L — grubo§é
$cianki oraz warunku poczatkowym
(33) tp = 0.

Wspdltezynnik przewodnictwa cieplnego materiatu $cianki okre§lony jest zwiazkiem

(3.4) A= lo(l+at),
to

gdzie & — stala, ¢ — temperatura w rozpatrywanym punkcie §cianki.

Najpierw przy pomocy metody bilansu cieplnego okreslono pole temperatury przy
zalozeniu A = A, = const, a nastepnie wykorzystujac metode linearyzacji optymalnej
uwzgledniono zmienno$¢ wspdtezynnika przewodnosci cieplnej od temperatury.

a) Analiza pola temperatury przy A = o = const. Pole temperatury aproksymowane
zostanie wielomianem drugiego stopnia:

(3.5 4(x, 1) = ap+a, x+a, x2.

Stale ao, @y 1 a, wyznaczone zostana z (3.1) oraz z warunkéw:

(3.6) 1(x, 7)), = 0,
3.7) Jonte )|
0x x=0

Zwiazki (3.6) i (3.7) wynikaja z definicji glebokosci wnikania ciepla.
Ostatecznie po wstawieniu ao, d; 1 @, do (3.5) otrzymuje sie¢ wyrazenie okre§lajace tempe-
raturg

.
(3.8) Hhix, 7) = to(l—i) , 0<x<9d,

(3.9) 1(x,7) =0, 0< x< L.
Réwnanie rézniczkowe dla okrelenia d(7) otrzymuje sie podstawiajac (3.8) do (2.4)

: dd

Po scatkowaniu réwnania (3.10) przy warunku poczatkowym 6(r)lf=0 = 0 otrzymuje sig
(3.11) = 3,464 )/ 7a.

W drugiej fazie wnikania ciepla pole temperatury réwniez aproksymowane jest wielo-
mianem II stopnia

(312) t“(x, T) = bo+b1x+b2X2.
Stale by, b, i b, otrzymuje si¢ z warunkéw (3.1) i (3.2) oraz z warunku
t(x, r)|x=L = u(7).

Po wstawieniu wyznaczonych by, b, i b, do (3.12) otrzymuje sig

2
(3.13) th(x, 7) = (to—u)(l - %) +u, Fo = Fo,.
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Temperatur¢ u(r) wyznacza si¢ z réwnania rézniczkowego otrzymanego przez podsta-
wienie (3.13) do (2.5):

du

(314 G

z ktérego po scalkowaniu przy warunku poczatkowym u(z)
nast¢pujaca zalezno$¢ na wu(r):

= 0 otrzymuje si¢

=1,

(3.15) u(r) = to[l —e 3@-Fo] Fo » Fo,.
Czas 7, wyznacza si¢ z zwiazku (3.11) po podstawieniu § = L.
Liczba Fouriera odpowiadajaca 7, wynosi Fo; = 11—2

! ..
b) Analiza pola temperatury przy A = A, (1+a’—). Podstawiajac #(x, ¥) do za-
4]

leznosci (2.9) 1 catkujac odpowiednio w granicach: x, =0, x;, = d(v) i 70 =0, 7, =
= r[x=6, otrzymuje sie
4

A= W@(T),
80 '
(3.16) B= 3(1272)3,2@(1),
_ 42, 40
C=lmar= T 3(12a)3/2] P(2),

gdzie

Ty ’g
¢(‘!’) = f Wd'f.

Po podstawieniu zalezno$ci (3.16) do (2.8) mamy:
(317) Yopt = 10(1+a)

Podstawiajac 9,,, zamiast 4, do zalezno$ci (3.11), zalezno$¢ okreflajaca pole temperatury
w I fazie wnikania ciepla (3.8) ma postaé ,

—

2
f=t|l 7x—) 0<x<9,

 Y2a(l+o)T
(3.18) , Vi2a(l+2)
1]=0 . N (SSXSL.

Przeprowadzajac analogiczne rozwazania dla drugiej fazy wnikania ciepla otrzymuje si¢
nastepujace zalezno$ci:

(3.19) | Yore = Ao (1+0)
oraz
x 2
(3.20) ’ ’"(x, T) = (10—U)(1—f) +u, F0> Fol,
gdzie

GB2) U = fo[l —e=3U+0F=Fo]  Fo > Fo,.
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Na rys. 1 i 2 przedstawione zostaly zmiany temperatury odpowiednio w I i IT fazie wni-
kania ciepla przy wspolczynniku przewodnictwa cieplnego zaleznym od temperatury.

Na rys. | poréwnano otrzymane wyniki z rozwiazaniem dokladnym i zaleZnoémq
GOODMANA [I]

t Y 3
3.22 LA | P
¢z fo [ 1/6(1+<x)]
gdzie
y=Xx 1
2 Yar

Zalezno$¢ (3.22) otrzymano wykorzystujac transformacjg (1.1) i aproksymujac pole tempe-
ratury wielomianem 3 stopnia
3
8 =81~ L)
o(1-53).

fo

Bo = fcgdt

0

gdzie

i stosujac dalej do przetransformowanego réwnania rézniczkowego (2.1)
oY 0 oY

metode bilansu cieplnego identyczna jak w przypadku réwnania (2.1)."

4. Whnioski

Zastosowanie metody bilansu cieplnego i nastgpnie metody linearyzacji optymalnej
pozwala na latwe, przyblizone rozwigzanie nieliniowego réwnania przewodnictwa ciepl-
nego. Zaleta metody iest stosunkowo duza latwo$¢ rozwiazania nieliniowych zagadnien
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przewodnictwa cieplnego w poréwnaniu z metodami wariacyjnymi. Dokladno§¢ aproksy-
macji rozwiazania $cislego wzrasta wraz ze wzrostem o a wige przeciwnie niz w rozwia-
zaniu T. R. Goodmana [1].
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Pesome

,

ONPEOEJIEHME HECTAIMOHAPHOI'O TEMITEPATYPHOI'O ITOJIS B IJIOCKOH
CTEHKE C NEPEMEHHbLIM KO3PPUIIMEHTOM TEIIJIONPOBOJHOCTH

IIpHMeHsst N0-0UEPETHO MHTErPANbHBII METON TEMJOBOro GalaHca W MeTO/ ONTHMAJIBHOM JIMHeapu-
3a1UH, TTOJIYUEHO NMPHGIHMIKEHHOE PaCIpENEsIeHHE TEeMIIEPaTyphbl B IJIOCKOH CTeHKE B ABYX ¢hasax mpo-
HUKAHHS TEUIa, NPpH Ko3(h(pHUUKEnTe TENIONPOBOAHOCTH, JHHEHHO 3aBHUCAILNM OT Temneparypsel. [Toay-
UeHHbIE PE3YJILTATH! YNXOBJIECTBOPUTEILHO AIIPOKCHMHPYIOT TOUHBIC PEINEHHSA.

Summary

DETERMINATION OF TRANSIENT TEMPERATURE FIELDS IN PLANE WALLS OF VARIABLE
THERMAL CONDUCTIVITY

Applying successively the heat balance integral method and the optimal linearization method, the
transient temperature distribution is determined in a plane wall with linear dependence of thermal con-
ductivity on temperature, in two phases of heat penetration. The results obtained approximate fairly
well the exact solutions.
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