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1. Wstep

W pracy [4b] sformulowaliémy i udowodnili§my twierdzenie wzajemne (typu twier-
dzenia Bettiego w teorii sprezystoéci) w zakresie dwoch pierwszych momentéw dla za-
gadnienia stacjonarnego:

(L.1) E{F()}TVE{Y(1)}® = E{F()} " PE{Y(1)}*",
(12 [ {KPEOYOKPE-9)Pds = [ {KPE)) TP KR (x—s)}0ds.

Wskazniki (1) i (2) oznaczaja dwa uklady przyczyn i skutkdéw.

Twierdzenie (1.2) dotyczy funkcji autokorelacyjnych losowych obcigzen {F(r)} i lo-
sowych przemieszczenn {Y(¢)} dla ukladéw o # stopniach swobody. Istotnym zatoZeniem
twierdzenia (1.2) bylo, Ze obciazenia dzialajace na uklad sg nieskorelowane, tzn. K{f’(z) = 0
dla k # I Nastgpnie wykazaliémy, Zze w przypadku obciazen skorelowanych mozna
zawsze za pomocg transformacji podobienstwa przejé¢ do takich wspétrzgdnych sit i prze-
mieszczen, Ze dla przetransformowanych funkcji autokorelacyjnych zachodzi twierdze-
nie (1.2).

W przypadku obciazen dowolnie skorelowanych istniala jednak zasadnicza trudno$é¢
teoretyczna: nie mozna bylo wprowadzi¢ pojecia funkcji Greena dla funkcji autokorela-
cyjnych reakcji uktadu. '

Obecnie wszystkie trudno$ci zostaly pokonane. Sformutujemy twierdzenie wzajemne
dla momentéw drugiego rzedu i obciazeri dowolnie skorelowanych. Twierdzenie (1.2)
wyniknie wéwczas jako przypadek szczegdlny. Wprowadzimy pojecie funkcji Greena
w tym ogdélnym przypadku. Wykazemy wreszcie, Zze dla obcigzen o zdeterminowanej
czgstosci nasze twierdzenie przechodzi §ci$le w dobrze znang postaé twierdzenia Mexwella-
Betti dla harmonicznych drgan wymuszonych. Dla wykonania powyZszego planu musimy
ednak nieco rozszerzyé aparat matematyczny stosowany w [4b].

2. lloczyn wewnetrzny w przestrzeni macierzy zespolonych

Wiadomo, ze zbidr przeksztalcenn liniowych pewnej przestrzeni wektorowej moze
by¢ sam uwazany za przestrzen wektorowa [1, s. 197]. Poniewaz macierze gestosci widmo-

10+



592 H. WALUKIEWICZ

wych s, ogdlnic biorac, zespolone, wprowadzimy iloczyn wewnetrzny w przestrzeni
n*-wymiarowej zespolonej za pomoca wzoru

2.1) (AL, [B]) = tr([A]*[B]),

gdzie [A4] i [B] sa kwadratowymi macierzami o wymiarze # x n, o elementach zespolonych.
Nawiasy lamane oznaczajg iloczyn wewngtrzny, tr(...) oznacza $lad macierzy, gwiazdka
za§ macierz zespolong sprzgZzona, transponowana, tzn. [A]* = [A]%.

Musimy przede wszystkim sprawdzié, czy (2.1) spelnia znane [l,s.139] aksjomaty
iloczynu wewnetrznego. Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze spotyka si¢ pewne réznice przy
formutowaniu tych aksjomatéw. Stad wynika konieczno§¢ podawania obok definicii
aksjomatow

y) X, 00 =<y, x);
2) ' Cax+By, 2y = alx, ) +p{y, z):
3) {x,x) = 0 dla kazdego x; <{x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

X, ¥, z sa tutaj dowolnymi elementami zespolonej przestrzeni wektorowej; o i 8 sa
dowolnymi liczbami zespolonymi.
Sprawdzimy aksjomat 1):

<[A], [B]) = tr([A]*[B]) = tr([B]"[4]) = tr([BI*[4]) = <[B], [4]}; c.b.d.o.
Dla aksjomatu 2) otrzymamy: '
Ca[A)+B[B], [CD = tr((@[4]*+BIBI*)(C]) =
' = tr(@[4]* [C]+ BIBI*[C]) = atr([4]*[C])+
+Btr ([BI*[CD) = &{[4], [C]) +B{[B], [C]y; c.bd.o.
W przypadku aksjomatu 3) otrzymamy:

(4], [A]> = tr ([A]*[4]) = lay;|* +laz*+ . + lan]*+ ... +]aam]® = 0; c.b.d.o.

W powyZszych przeksztalceniach wykorzystano znane zaleznoéci; niektdre z nich beda
potrzebne w dalszym ciggu:

tr([4] = tr([4]7); tr([4]) = tr([A]); tr([4]+ [B]) = tr([4])+tr([B]);
tr(a[4]) = atr([4]).

Kreski pionowe oznaczaja moduly odpowiednich elementéw macierzowych. -

3. Twierdzenie wzajemne dla funkcji korelacyjnych

Podstawows zalezno§¢ pomiedzy macierzami gestosci widmowych na wejsciu i wyjsciu
ukiadu przyjmiemy w postaci [2, s. 158]

G0 [GP(w)] = [H(w)] [(*P(w)] [H(w)]*,
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gdzie deterministyczna macierz funkcji przenoszenia [H(w)] opisuje ukiad
(3.2) [H(w)] = (—w?[M]+io[C]+ KDY,

natomiast [M], [C], [K] sa, odpowiednio, macierzami bezwladnosci, ttumienia i sztyw-
noéci, a @ jest czgstoscia katowa.

Funkgcje korelacyjne i gestosci widmowe sa, jak wiadomo, zwigzane parg transformat
Fouriera:

KP@] = [ 6P @explion)do,

— 00

(3.3 o
()] = 5 f [K®(Dexp (= iwr)dr.

Twierdzenie. JeZzeli macierz funkcji przenoszenia [H(w)] jest symetryczna ze spo-
lona, to

34) [ AKPEIO, KO @=9Pds = [ (KPEI, [KO(r -]V ds.,

Dowéd. Zalozenie oznacza, Ze [H]= [H]T i [H]= [H]*. Utworzymy iloczyn
wewnetrzny ([GP]V, [GP]®) i wykorzystamy kolejno definicje (2.1), zalozenie, wlas-
no$é¢ $ladu macierzy transponowanej oraz wlasno$¢ dla dowolnych macierzy nxn:

tr({4] [B] [C] (D)) = (] [C] D] [4D),
35 <GP, [GVIP) = wr (IGPIOT[H]GPI[H]*) =
= tr([GPIVTHT[GPID[H) = tr ((H*[GOIPTH]GIY) =
= r([GPIPTHIGPIVHT) = ([GPIP, [GPID).

Zauwazmy, ze zaleZnoé¢ (3.5) ma charakter twierdzenia wzajemnego dla macierzy gestosci
widmowych. Zapiszemy (3.5) w postaci rozwinigtej

(3.6) GRVGRP+GFVCHRD+ L +GROGD+ L +GROCRD = (1) 2 (2).

Symbol po prawej stronie réwnosci w (3.6) oznacza przestawienie indekséw (1) i (2).
Wykonujemy teraz na (3.6) odwrotng zespolong transformacj¢ Fouriera i korzystamy
z twierdzenia o splocie. Mamy zatem

[s¢]
BN [ (KROGKED (1—5)+KEOSKHP(r—9)+ ...

- 00

FKPOEKDD(r—5)+ ... +KPO(KDPD(r—5))ds = |(1) 2 ().

Stad otrzymujemy juZ teZQ twierdzenia (3.4), c.b.d.o. _

Jezeli zalozymy, 2e KiP =0dlak #1 (k,l= 1,2, ..., n), to w réwnaniu (3.7) pozo-
stang tylko wyrazy o dwoch indeksach identycznych (autokorelacje) i (3.7) przechodzi
dokladnie w twierdzenie (1.2).
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4, Funkcja Greena
Wprowadzajac funkcj¢ Greena uczynimy twierdzenie (3.4) podstawa rozwigzywania
probleméw dynamicznych w zakresie funkcji korelacyjnych.
Niech obciazenie zewnetrzne dzialajace w i-tym stopniu swobody posiada funkcj¢
korelacyjng w postaci delty Diraca §(7):

KiP(r) = 27Cé(7), (C = const, C > 0);

zaktadamy przy tym, Ze pozostate funkcje korelacyjne obcigzen sa réwne zeru. Oznaczajgc
ten stan obcigzen wskaznikiem (1), otrzymamy z (3.4) po zmianie argumentu

@) KO = 5o [ KOEI, KOs (= 1,2, ..,n).

Macierz [KP(7—s)]V nazwiemy funkcja Greena dla funkcji autokorelacyjnych reakgji
uktadu.

Mozemy wiec sformutowaé wazne stwierdzenie. Znajomo$¢ rozwiazania dla bialego
szumu pozwala wyznaczy¢ ze wzoru (4.1) funkcj¢ korelacyjna reakcji dla dowolnego obcia-
zenia (o dowolnym rozkiadzie prawdopodobienstwa).

Whniosek ten, wedlug posiadanych przez nas informagji, jest nowy!). Wprowadzona
funkcja Greena jest na ogél niesymetryczna, spetnia natomiast warunek

“42) K D(r-9)] = [KP(s— 7).

5. Przypadki szczegélne
Przyjmiemy obciaZenie zewngtrzne w postaci

6. {F()} = {f}cos(@ot+¥),
gdzie {f} jest deterministycznym (rzeczywistym) wektorem amplitud, w, ustalong czgs-
toécia, a ¥ jest zmienng losowa o rozkladzie réwnomiernym w przedziale [—m, + 7].
Taki proces wektorowy jest stacjonarny i ergodyczny wzgledem warto$ci przecigtnej 1 funk-
cji korelacyjnych (por. [3, s. 120]).

Na podstawie realizacji procesu wyznaczymy funkcje korelacyjne (y jest wartoscig
zmiennej losowej ¥):

1

T

. 1

52 KPP = ;1m 3T ffkcos(wot+1p)ﬁcos(wot+wor+1p)dt = 7fkf,cos(coo'l:).
—00 =T

Macierz funkcji- korelacyjnych przyjmie zatem postaé
i fifes o Sid
(3 KOE] = geos @ |0 2 Ly eoso0),
Safts s S
1 Uwaga dotyczy uktadéw zdeterminowanych z losowymi wymuszeniami. W innych zagadnieniach

dynamiki statystycznej (np. w teorii osrodkdw statystycznie niejednorodnych) znane sg koncepcje stocha-
stycznych funkcji Greena.
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Znajdziemy teraz macierz korelacyjng reakcji, na podstawie relacji analogicznej
do (3.3)

(5.4) [KM(7)] = f [GD(w)]exp (i T)dew = f [H ()] [GP(w)][H ()]* exp (iwT) dw.
Ze wzoru (3.3) i (5.3) otrzymamy macierz ggstosci widmowych obcigzen

(5.5) [GPNw)] = — {fI {f}7(0(0+wo)+ S(w=—0wy)),

gdzie 6(...) oznacza delt¢ Diraca.
Podstawiajac (5.5) do (5.4) otrzymamy

(5.6) KD ()] = —( [H (=)l {f}{f}TTH (—wo)]* exp (—iwo7) +
+[H () {f}{f}T[H (wo)]*exp (it 7)).
Zauwazimy, ze
[H (~wo)] = [H(wo)] = [H (wo)]*,
oraz
[H(—wo)]* = [H(wo)]" = [H(wo)].

Wynika to ze wzoru (3.2), przy wykorzystaniu zaloZenia o symetrii [H(w)].

Rozpatrzmy przede wszystkim przypadek statyczny, tzn. w, = 0. Wowczas [H(w,)] =
= [H(we)]* = [K]™* (wzor 3.2). Pamigtajac, ze [K]™* {f} = {»}, gdzie {y} jest wektorem
przemieszczen (niezaleznym od czasu), mozemy wyznaczy¢é macierz korelacyjng (5.6)

K@) = 5 1K1 {7} UK = o D)0

przy czym wykorzystano symetri¢ macierzy sztywnosci [K]. Widoczne jest, Ze macierz
korelacyjna nie zalezy od 7. Podstawiamy powyZszq macierz do zwigzku (3.4):

o0 [ee]
1 7 . .
6D [ KO, K=l ds = [ PO, (I 5}y ds =
—o0 —00
L [FEOSOID, L SO [HO O, e P
1 (M £ 2(1) : 1$2) 15(2) ,,2(2) :
f<ff f _. . .}2‘y1 ’.}/2 s_' . >ds=
N SN oo ey, L e

1
— _4_012(1)},%(2)+fl(l)f2(l)y(12)y<22)+ +f,$“f1‘”y$.2’y‘,2)+

R [ ds = LU+ L PP 200) = 1) = Q).
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W ostatnim przeksztalceniu powyzszego wzoru wykorzystano zalezno$é znana z kombi-
natoryki

- 5
2 \ Ky ok k

. ta)? = - akiak: ... gke,
(@ +az+ ... +a;) N RV N e s

gdziek,+k,+ ... ky=2oraz k; =0,1,2, (i = 1,2, ...,9).
oo
Catke fa’s zastapiono symbolem 2x6(0). Obie strony (5.7) scatkujemy, uwzgled-
—0
niajac, Ze
o

[ 8@ax = 1.

—c0
Mnozac z kolei obustronnie (5.7) przez stala 2/% i wyciagajac pierwiastek, otrzymamy

58) IO = (T,

Otrzymalismy wiec zﬁanq ze statyki postaé twierdzenia Maxwella-Betti.
Powrdcimy teraz do wzoru (5.6), ktory przepiszemy w postaci

(5.9) [KD(7)] = %([’H(@o)] {FH{IT[H (wo)]Texp (—iwo T)+
+ [H (@)l {/}{}T[H (wo)]* exp (i, 7).

Wprowadzimy oznaczenie:
(5.10) [N1= [H (@)l {f}{/}T[H @)

Wowcezas (5.9) mozemy zapisaé w formie skréconej
1 _
(5.11) [KM(D)] = T([N]exp(—iwor)-{— [N]exp (iw1)) =

= ; (Re[N]cos(wo 7)+Im[N]sin(w, 7)).

Jezeli ‘

(5.12) Im([N] = [0],

to

(5.13) [KD(7)] = %Re[N]cos(wo 2.

Fakt ten ma dobre uzasadnienie w deterministycznej teorii drgan wymuszonych ukta-
déw z tlumieniem lepkim. Wiadomo bowiem, ze przy wymuszeniu typu (5.1) reakcje
ukladu opisanego macierza (3.2) sg nie tylko przesunigte w fazie z wymuszeniem, ale réw-
niez nie sa w fazie miedzy soba, np.

’

yicos(wot+0,)

(5.14) ()} = |);2cos((,uot+62) .

yacos(weof+0,)



TWIERDZENIE WZAJEMNE I FUNKCJA GREENA 597

Stad, jak latwo sprawdzié, otrzymaliby$émy ze wzoru typu (5.2):
1
(5.15) KP(r) =7yk)f‘,cos(wo'r+9,—0k) k,i1=1,2,..,n.

Wystepowanie przesunigcia fazowego w (5.15) jest zgodne ze wzorem (5.11). OtrzymaliSmy
zatem interesujacy wniosek: aby skiadowe reakcji byly migdzy soba w fazie musi byc
spelniony warunek (5.12).

Przejdziemy do wyprowadzenia twierdzenia wzajemnego dla tego przypadku;

[V] jest teraz rzeczywiste, tzn.
[N] = [N] = [H(@)l{f}{/}[H (@)]*.
Oznaczajac
(5.16) [H(wo)l{f} = {J},
gdzie {y} jest zespolonym wektorem amplitud ([H(w,)] — zespolone, {f} — rzeczywiste),
otrzymamy

.17 [KM(7)] = —é— {y}{p}* cos (wofr).

Przeksztalcenia analogiczne do wykonywanych we wzorze (5.7) doprowadza nas do
zaleznosci

(5.18) OISO = ()OI G0,

Zalézmy teraz, ze macierz ttumienia [C] — [0]. Wowcezas ze wzoru (5.16) wynika, Ze

0} = 0},
gdzie {y} jest rzeczywistym wektorem amplitud. Poniewaz teraz {y} = {y}, zaleznoé¢
(5.18) przechodzi w '

(5.19) ({307 (3@ = ({127 {y})2.

Wyciagajac obustronnie pierwiastek otrzymujemy twierdzenie wzajemne dla amplitud
w zagadnieniu drgan harmonicznych. Trzeba jednak zauwazy¢, ze.w przypadku [C] = [0]
traci sens metoda widmowa, na ktérej opiera si¢ wyprowadzenie twierdzenia (3.4). Ukiad
traci bowiem wlasno$¢ asymptotycznej stabilno$ci [3].

Z rozwazan zawartych w p. 5 moZna wyciagnaé wniosek metodologiczny. Podejécie
probabilistyczne do zagadnienia relacji wzajemnej w zagadnieniu stacjonarnym dato prosty
wynik — wzér (3.4). Préba formulowania podobnych zaleznosci przy podejsciu determi-
nistycznym wydaje si¢ beznadziejna. Wskazuje na to relacja (5.18) (uzyskana ponadto
przy silnym ograniczeniu (5.12)). ’

6. Uwagi koncowe

Przedstawione rezultaty maja, naszym zdaniem, nie tylko warto$¢ metodologiczna.
Mamy tu do czynienia z pewnym nowym elementem: relacja wzajemna na losowym
(makroskopowym) poziomie rzeczywistoci. Twierdzenia (3.4) i (1.1) moga byé fatwo
sprawdzone eksperymentalnie.

~
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Pesome

TEOPEMA O B3AMMHOCTH M PYHKIIMA 'PHHA IJI51 JUCKPETHBIX
CUCTEM CO CJIIY‘{AVIHI)IMI/I BO3OEUCTBUSAMU

B pabote chopmynupoBasbl M JTOKa3aHbl TEOPEMBI O B3aUMHOCTH (Tuma Teopembl BeTTH) AN Cliy-
YaifHOM, CTALMOHAPHOMH 3alaul B IIpefleNax IByX IMepBLIX MOMEHTOB. Ha OCHOBaHHM 3THX COOTHOLe-
HMIii, BBefeHo NoHATHe (yHrumu I'puHa AN aBTOKOPPENAUMOHHBIX GyHKIME BBIXOIZHOrO IpoLecca
(npy cryyaitybIX npolueccax Ha Bxone). B paGoTe 0600lIaIOTCA pe3ynbTaThl, AOKa3aHHbIE B [40].

Summary

RECIPROCAL THEOREM AND GREEN’S FUNCTION FOR DISCRETE SYSTEMS WITH
RANDOM EXCITATIONS

The paper is dealing with the derivation and proofs of reciprocal Betti type theorems for random
problems of stationary type, within the scope of the first- and second-order moments. On the basis of these
relations, the notion of Green function for autocorrelation with respect to the system response, for the
random excitation problem have been introduced. In the paper the author discusses a generalization for
the results of the work [4b].
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