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1. Wstep

W ostatnich latach ukazaly si¢ prace, w ktorych konsekwentnie zastosowano operato-
rowe podejscie do zagadnien wariacyjnych mechaniki i fizyki matematycznej [I - 4].
Sformutowano réwnieZz dualne zasady ekstremalne, co jest bardzo istotne w zastosowa-
niach, gdyz pozwala oszacowaé rozwiazania.

W niniejszej pracy przedstawimy mozliwosci zastosowania metody zaproponowanej
przez SEWELLA [3] do: 1) przyrostowych zagadnien brzegowych dla o$rodka sprezysto-
plastycznego z uwzglednieniem geometrycznej nieliniowosci, 2) plaskiego stanu odksztal-
cenia sztywno-idealnie plastycznego o$rodka S$ciSliwego o niestowarzyszonym prawie
plyniecia. i ~

W czgéci drugiej omoéwimy istotg tzw. swobodnej zasady wariacyjnej, zapropono-
wanej przez SEWELLA [3]. Podstawowe rdéwnania sprgzysto-plastycznego oSrodka ze
wzmocnieniem, przy uwzglgdnieniu geometrycznej nieliniowosci, podane zostaly w czesci
trzeciej. Zasady ekstremalne dla tego o$rodka podane zostaly w czgsci czwartej. W czescl
piatej podane zostaly podstawowe réwnania plaskiego stanu odksztalcenia o$rodkow
plastycznych o niestowarzyszonym prawie plynigcia, w czgSct za$§ szdstej sformulowano
zasade¢ minimum dla tego typu osrodkéw.

2. Swobodna zasada wariacyjna

SEWELL [3] operuje pojeciem swobodnej zasady wariacyjnej, ktora jest wygodnym for-
malizmem, pozwalajacym formutowaé zasady wariacyjne dla operatoréw potencjalnych.
Podamy obecnie te elementy teorii SEWELLA, ktére wykorzystamy w czgéci czwartej i szOstej.

2.1. Niech E, F bgda przestrzeniami prehilbertowskimi z iloczynami skalarnymi ozna-
czonymi odpowiednio przez (,) , ¢,>. Niech E’, F’ beda podprzestrzeniami przestrzeni
odpowiednio E, F. Na E’ dziala operator liniowy T: E' —» F. T* jest operatorem sprzg-
Zzonym, T*: F' —» E. Operator sprzegzony T* okre$la si¢ ze zwiazku (por. [5])

2.1 XA, A (x, THu) = u, Tx).

xeE’ uekF’

Zaktadamy ponadto, ze 7%* = T.
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Wezmy réwnania operatorowe
2.2) T*u =y, TIx=u,

gdzie y € E, v € F sa nie okre$lonymi na razie elementami.
Roéwnania (2.2) mozna zapisa¢ w formalnie macierzowej postaci:

o 7o [ -F

gdzie

OT*‘EII F
ro I XF' — ExF,

Przestrzen E x F jest produktem kartezjanskim przestrzeni E, F. Symbolem {,} oznaczamy
iloczyn skalarny na Ex F. Jesli

X1 X2
/11=[ l Azz[ ]; Ay, A, e EXF,
to
2.4 ' {Al,Az} = (xy, x)+{uy, uz).

Pojecia te mozna uogdlni¢ na przypadek dowolnej, skoniczonej liczby przestrzeni.

Istotnym pojeciem bedzie dla nas rozniczka Gateaux. Niech f[x] bedzie funkcjonatem
na £, f1 E' > R, R— zbidr liczb rzeczywistych. Rézniczke Gateaux okre§la si¢ naste-
pujaco:

2.5) 8f [x, h] = ;;—i;f[x+a/1]‘a=0, heE.

W przypadku, gdy df[x, h] jest — dla ustalonego x € £’ i h € E — operatorem liniowym
i ograniczonym, to

2.6) ok ) = (g{h) hek,

gdzie df/0x nosi nazwe gradientu funkcjonalu f. tatwo wykazaé, Ze
07 0 7*\[x 5070 x

2.7) T O ul o/ ul’

gdzie Q[x, u] jest funkcjonatem biliniowym

Qlx, u]l = %[(x, T*y)+<u, Txd] = (x, T*u) = {u, Tx).

‘Przedstawienie (2.7) jest mozliwe, poniewaz operator liniowy

7o

jest operatorem symetrycznym, [4].
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W (2.2) elementy ), v byly dowolne. Do dalszych rozwazan przyjmiemy, ze elementy
te sg okre$lone przez gradient funkcjonatu H{x, u], tzn.

(2.8) m = aH/am.

Réwnania (2.2) majg teraz postaé

oH . _ oH

* _— .
2.9) T =0 .

Przykladem réwnan (2.9) sa réwnania Hamiltona mechaniki analitycznej

dp  0H dg  0H

dr — 8q’  dr  op

Z (2.7) i (2.8) otrzymujemy swobodng zasad¢ wariacyjng

(2.10) a(Q—H)/am ~ 0.

Zalezno$é (2.10) jest rownowazna nast\qujqcym wzorom

2.11) ‘ Q—-H)=0

i ' )
2.12) (T*u—-%z,éx)+<Tx—%%{, su) = 0.

Przyjmijmy oznaczenie
(2.13) Llx,ul]=Q—H.

Swobodna zasade wariacyjng mozna wéwczas iapisaé nast¢pujaco
x ' oL oL
0 = = = —— =
(2.14) cL/a[u] f <o 6L = 0 < ( e ax)+ < s au> 0,

gdzie 6 jest elementem zerowym przestrzeni £ x F.

Swobodna zasada wariacyjna pozostaje stuszna w przypadku, gdy funkcjonat nie jest
dany zaleznoscia (2.13).

Rozpatrzmy sens swobodnej zasady wariacyjnej (w pracy [3] wyjasnienia takiego nie ma).
Zalézmy, ze dane zagadnienie opisywane jest réwnaniem operatorowym Plx,u] = 0.
Jesli dla tego zagadnienia mozna stosowaé swobodna zasade wariacyjna, to fakt ten ozna-
cza, iz operator P jest potencjalny, tzn. istnieje funkcjonal L taki, ze (por. [5])

X
Plx,u] = AL/ [u] = 0.
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Zapiszmy swobodna zasad¢ wariacyjng w postaci rownan operatorowych

oL
(2.152) a7 = 0z,
oL

gdzie Og, 0f sa elementami zerowymi odpowiednio w przestrzeniach, E, F.

2.2. Ciekawy jest przypadek, gdy funkcjonat L[x, u] jest funkcjonalem siodiowym,
tzn. wklgstym ze wzgledu na x, a wypuklym ze wzgledu na u. Scista definicja brzmi na-
stepujaco: funkcjonal L jest funkcjonalem siodlowym, jezli

oL

(2.16) Llxy, ua]=Llx2, u2]— (aL' ’xx—*"Z)_<E

.X“

u,—u2>> 0,

2

gdzie przez [x,,u;1 € EX F, [xy, u,] € Ex Foznaczono pary réznych elementéw. «Siodiowosé»
jest staba lub silna w zaleznosci od tego, czy w (2.16) mamy sfabg czy silng nierdwno$¢.
Jesli funkcjonal L jest funkcjonalem siodlowym to stuszne sa nastgpujace twierdzenia:
Twierdzenie 2.1. Dowolne rozwigzanie ukiadu réwnan (2.15) minimalizuje
funkcjonat

oL
2.17 J=L—-|-—
e £
w klasie rozwiazan réwnania (2.15a).
Twierdzenie 22. Dowolne rozwiazanie uktadu réwnan (2.15) maksymalizuje

funkcjonat
oL
(2.18) K=L— <‘a_

w klasie rozwigzan réwnania (2.15b).
Twierdzenie 2.3.
minJ = max K = L[x*, u*],
gdzie [x*, u*] jest rozwiazaniem réwnan (2.15).

Twierdzenie 2.4. a) Rozwigzanie ze wzgledu na x jest jednoznaczne, jesli
funkcjonatl L jest wzgledem x $ci$le wklesty (w (2.16) mamy silng nieréwnos$¢, gdy x; # x,).
b) Rozwigzanie ze wzgledu na u jest jednoznaczne, jeéli funkcjonat L jest $ci$le wypukly
wzgledem u, czyli w (2.16) dla u; # u, nieréwno$¢ jest silna.

Przedstawione powyzej rozwazania latwo uogdlni¢ na przypadek dowolnej, skonczo-
nej liczby przestrzeni z iloczynami skalarnymi. Praktyczne zastosowania podane Zostanq
w punktach czwartym i széstym.

Uwaga. Twierdzenia 2.1-2.4 pozostaja stuszne i wledy, gdy rownanie (2.15a) za-
stapimy trzema warunkami

oL
(2.192) e <05,
(2.19b) x > 0p,

{2.19¢) , (aL, x) =0,
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zachowujac réwnanie (2.15b); mozna rowniez postapi¢ tak: zostawiamy réwnanie (2.15a),
a (2.15b) zastgpujemy przez:

oL

- > s
(2.20a) E» F
(2.20b) uzlg,
(2.20¢) <2§, u)=0.

Siodtowos¢ funkcjonalu pozwala sformuiowaé dwa ekstremalne twierdzenia dualne.
Odbywa si¢ to bez badania drugiej wariacji funkcjonalu.

3. Zwiazki podstawowe w opisic Eulera

3.1. Niech &4, 4 = 1,2,3, oznacza ustalony, krzywoliniowy ukiad odniesienia.
Wspéirzedne Lagrange’a wzgledem &4 oznaczmy przez a®, wspéirzedne Eulera przez
x'y i, a=1,2,3. W aktualnej konfiguracji tensory: predkosci odksztalcen &;; i pred-
kosci obrotéw w;; okreslone sg nastgpujaco (por. [6]):

1 1
3.1 ‘ &ij = 5 (vi,j+2,1) = 3 (dji+dyy),

1
3.2) Wij = 5 (v, j—v;.i),

gdzie d;; = v; ;, v;— wspdirzgdne kowariantne wektora predkosci przemieszezen, v; =

= 9;(x*); przecinek oznacza rézniczkowanie kowariantne wzgledem wspdirzednych x'.
Niech ¢ bedzie tensorem naprezenia Eulera, o gestoscia osrodka w konfiguracji

odksztalconej, a f/ jednostkowa sila masowa. Réwnania réwnowagi maja postaé

Zapiszmy rownania te w formie przyrostowej

(3.4 oY+ alivt— ol +of! = 0,

przy czym kropka oznacza pochodna materialna.
Wprowadzajac nominalny tensor predkosci naprezenia

3.5 § = G4 oliok, —glkot,
i uwzgledniajge te zaleznosé w (3.4) mamy
(3.6) §40f7 =0,

Predkosc sit dzialajgcych na element dS powierzchni ciala odksztalconego wynosi
wowczas

(3.7) dP} = FIdS = n;594S.

3.2. Niech 1%/ bedzie tensorem naprezenia Kirchhoffa odniesionym do konfiguracji
aktualnej.

8 Mechanika Teoretyczna
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Pochodna Jaumanna tego tensora dana jest wzorem
D+ DoV
Dt Dt

(3.8) + 'k,

przy czym pochodna Jaumanna tensora napreZzenia Eulera ma postaé [7]

i
De™ &Y — gk
Dt =

(3.9) wf— 9w,
Przyjmujemy rownanie konstytutywne podane przez HiLLa [8, 9] dla sprezysto-pla-
stycznych o$rodkéw ze wzmocnieniem, przy uwzglednieniu geometrycznej nieliniowo$ci
DtV
(3.10) “pr = K eu—e),
gdzie K" jest tensorem statych sprezystych, a ef; czescia plastyczng tensora predkosci
odksztatcen, przy czym

D D1
. 7’—17-1,-1-171,\.1 Di , gdy /71”7Dt > (),
(3.11) £'~j = 0 d | DTU 3 0
O gay - mijW <

W ostatniej zaleznodci / jest skalarng funkcjg bedacg miara wzmocnienia, za$ m;; ozna-
czaja wspolrzedne normalnej zewnetrznej do aktualnej powierzchni plastycznosci w sze$cio-
wymiarowej przestrzeni napr¢zen. Korzystajac z (3.11) mozna przeksztatei¢ (3.10) do
postaci '

o g KPe,s __Dr""
. Dyl » K" my, hm, K" m,," gdy my D > Q,
(3.12) b= K7 ey — DTV
0 »  gdy Mij—pr <0
Powyzszy zwiazek fizyczny mozna przedstawi¢ w postaci [12]
o 0E()
[ A— "
3.13) s ody
gdzie
1 ... 1 D7 . 1,
(3.14) E@) = 5 3d; = ?T:s,j—-a”e{‘su-kfa'l‘d{‘dj,‘.

4. Zasada wariacyjna w-opisie Eulera

Dla oérodka, ktérego rownanie konstytutywne podane zostato w punkcie poprzednim,
sformutujemy zasade wariacyjna, bedaca analogonem znanej z teorii sprezystoéei zasady
Hu-WasHizu [6, 10]. Zastosujemy aparat przedstawiony w czeéci drugiej.

Niech V bedzie obszarem otwartym w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Brzeg tego obszaru sklada si¢ z dwéch czgéei: S, Sp. Do rozwazan wprowadzamy dwie
powierzchnie nieciggtosci: X, X, (rys. 1). Symbolem V oznaczamy domknigcie obszaru V,
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czyli V to poprostu obszar domknigty reprezentujacy osrodek w konfiguracji aktualnej.
Wprowadzamy przestrzen prehilbertowska E, zlozona z elementéw $,d ..., (tensoréw
niesymetrycznych). Elementy te maja postaé

590 |x eV
si(x) |x e S,
@.1) $=| $9(x) |xesy.
§i(x) |xe X,
159(x) |xe X,

VealVuS,uScuZiuls

Rys. 1

Zakladamy ponadto, ze funkcje s(x), d(x), ..., x € V sa calkowalne. Iloczyn skalarny
na E definiujemy nast¢pujaco
@2 G L [davy [ $dyds,+ [§d;dSe+ [§9d,dZ,+ [ §id,dZ,.
Przestrzen F budujemy z elementéw v, w ..., postaci

2i(x) |xeV

2;(x) |x €S,
4.3) v=|9(x) |xeSk.

2;(x) |x e X,

v;(x) |x e,

Zakladamy, ze funkcje v(x), w(x), ..., x € V sa calkowalne. Wprowadzamy na F iloczyn
skalarny '

4.4 (v, Wy g f‘UjodV-i- f‘vjwdeu-i- f’vjwdeF-i-f'vjwjd):l-i-f'vjwfd):z.

Podprzestrzen E’ sklada sig¢ z tych funkeji $(x), x € V, ktére maja nastgpujace wiasnosci
(oprécz catkowalnosei):
1) sa jednowartosciowe i ciggle w

7\22 =VusS,uSruly,
2) sa nieciggle na X, tak ze skok na 2, wynosi
@.5) §9(x) = lim §9(y) — lim §¥(z),

y—rx* Zorx™

8*
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gdzie y, z 67\22, przy czym y dazy do x od strony 2%, za§ z — od strony 23; 2%, 25
oznaczaja strony powierzchni 2,
3) funkcje te posiadaja w podobszarach obszaru ¥ ciggle pochodne s%.
Podprzestrzen F’ tworza te elementy przestrzeni F, ktore sq:
a) jednowarto$ciowe 1 ciagle w

PN\Z, =VuS,uSuX,;
b) nieciagle na powierzchni &', przy czym skok na powierzchni X, wynosi

4.6) v;(x) = limo,(y)— limo;(z), yeV\ 2, zeV\Z;

y—ox*

¢) posiadaja ciagte, w podobszarach obszaru V, pochodne v; ;.
WprowadZmy operator T: E’ = F oraz operator sprzgzony T*: F' - [

v |V [ =54 v
—niv; |S, 0o 1S,
“.7n T*v = 0 Sr, Ts=| nmsY [Sg,
—m;v; |2 0 |2,
0 12, m;s | X,
gdzie n(n;) jest wektorem normalnym do S, v Sf, za$ m(m;) — wektorem normalnym
do 2, u2,, sk'ierowanym od strony ,,—’" do ,,+"".
Roéwnanie (2.1) ma teraz postac
4.8) (S, T*v) = (v, TS).

Po rozpisaniu otrzymujemy
@9) [ dv— [ #nwdS,~ [ $imwdZ, = — [oav+

+ f‘z),-n,—&‘deF+ f’v,-m,-&ijdfz.

Rozpatrzmy operator

07*0
T 0 O|:E'xXF' XE - EXFxE,
0 0O

dany zwiazkami

(4.102) T*v = 0H/0s,

(4.10b) Ts = 8H/ov,

(4.10¢) : 0= 0H/od,

gdzie
@11 HE, v, d)] = [[9d;—E@) - +ofiv)dV— [ nsivds,+
+fl:"j"vde,.-—fm;&ijlljd21+fﬁj'z)jd22.

W ostatniej zaleznosci E(d) jest funkcja okreslona wzorem (3.14); 14, v¥, FJ, h;, F/ sg
danymi wektorami.
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Roéwnania (4.10), po uwzglednieniu (4.7), (4.11) przyjmujg postaé

(4.12) v, = di; wV,
4.13) v; = v} na S,,
(4.14) v; = h; na i,
4.15) —$=ofi WV,
(4.16) n§4 = Fi* na S,
@.17) m§ = Fi nalZ,,
(4.18) 0 = sff—gTLj wV.

Sens zwiazkow (4.12) —(4.18) jest oczywisty i nie wymaga komentarzy.
Zgodnie z zalezno$cig (2.12) budujemy funkcjonat, [11]

4.19) L[S, v,d]=Q—H = (5, T*v)—HI[s,v,d] =
= [ 89(o;,i—dip) + EQ@) —of 0dV + [ §9m(wF —v))dS,—
— [ o,dSe+ [ Fmihy—v)dZ, — [ Flvgds,.
Ze swobodnej zasady wariacyjnej 0L = 0, czyli ze zwiazku [por. (2.13)] |

oL .\ /oL oL
(4.20) (a_s’ 6s) + <7v-, 6v> + (ﬁ, 6d) -0

otrzymujemy réwnania (4.12) — (4.18); moéwiac inaczej, réwnania te sg rownaniami
Eulera dla funkcjonatu (4.19).

W rozpatrywanej zasadzie wariacyjnej mamy trzy niezalezne pola: 8, d, v. Problem
mozna zredukowa¢ do dwu niezaleznych pdl. Zgrupujmy w tym celu w (4.19) wyrazy
zawierajgce tensor d 1 zastosujmy transformacje Legendre’a

Funkcjonal (4.19) przechodzi wéwczas w
422) L[5, V) = [ V0,0~ W@ —offv)dV+ [ §nw} —v)dS,~
—fl:"j"vdep-}—fjijm,(lzj—vj)dzl—fﬁjvjdzz.

Funkcjonat typu (4.22) rozpatrywal réwniez NEALE [12], ale bez uwzglgdnienia nieciaglosci.
Powréémy do funkcjonatu (4.19). Zalézmy, ze funkcja E(d) jest wypukla. Wéwcezas
funkcjonatl L jest funkcjonalem siodlowym, wklestym ze wzgledu na § i wypukiym ze
wzgledu na v i d, przy czym zmienne v i d traktujemy lacznie. Sci§le rzecz traktujac,
funkcjonal L jest liniowy wzgledem $. Funkcjonal liniowy mozna traktowaé jako stabo
wklesty. Warunek na siodtowos$é funkcjonatu przyjmuje postaé [por. (2.16)]
oL| . . )
»S1—8z ) —
1

(423) L[éh Vi, dl]_L[éz; Y2, dz]— (g
(%
ov |’

v,_v2>_(%

dl—dz) > 0.

’
2
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Z twierdzen 2.1, 2.2 otrzymujemy par¢ zadan dualnych, co ujmiemy w postaci wnio-
skow:

Wniosek 4.1. Dowolne rozwigzanie réwnania (4.10), czyli réwnan (4.12)—(4.18),
minimalizuje funkcjonal

(4.24) J = L—(%, é) = [[E@—of/vav— fﬁf'v,dsF—fﬁfv,dzz

w klasie rozwigzan réwnania (4.10a) [réwnanie to jest rOwnowazne réwnaniom (4.12)—
(4.14)].
Wniosek 4.2. Dowolne rozwiazanie réwnania (4.10) maksymalizuje funkcjonal

oL oL
(425 K=L- W,v>_ W,d> -
= [{E@-dy2E\av+ [miivpds,+ [msiihyaz
ij adlj J v i ] 1

w klasie rozwigzan réwnan (4.10b), (4.10c) [réwnania (4.10b), (4.10c) sa réwnowazne
réwnaniom (4.15)—(4.18)].

Wiemy, ze

2 = §4, stosujac ponadto transformacje Legendre’a, przeksztalcamy
)

(4.25) do postaci
(4.26) K=~ [W@av+ [ niupdS,+ [ mishdZ,.

Jesli w opisie materialnym zastosowaé niesymetryczny tensor napr¢zenia Lagrange’a,
to otrzyma si¢ formalnie takie same zasady, jak w opisie Eulera.
Uwaga. Potencjal E(d) jest wypuktly, jesli

E(d,)—E(d;)— [grad E(d2)](d, —d;) > 0.

5. Zwigzki podstawowe plaskiego stanu odksztalcenia oSrodkéw SciSliwych

W pracy [13] zostaly wyprowadzone réwnania opisujace plaski stan odksztalcenia
ofrodkéw $cisliwych. Réwnania te otrzymano z teorii tréjwymiarowej zaproponowanej
w [14].

Ogodlny zwigzek fizyczny dla izotropowego, idealnie plastycznego o$rodka ma — w przy-
padku tréjwymiarowym — postaé
Jo

5.1) o = o D), przy warunku —g{D =0, D

D #0,

gdzie o = (0y;) jest tensorem naprezenia, a D = (D;;) tensorem predkosci odksztalcenia.
Wystepujacy w (5.1) warunek jednorodno$ci implikuje istnienie warunku plastycznoéci
5.2) . F(e) = 0.

Wystepuje powiazanie migdzy warunkiem plastycznos$ci a prawem plynigcia.
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W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia prawo plynigcia ma postac

1 1
(5.3) Dy =p [oa,,— 7 (ow—g(p—— ghqwz) (Lﬂ], o, py=1,2,

3tr!/PE?

gdzie: u = g kg 1= 0; argumentem funkcji g, h, @ jest 0y, E = (Eyp, Eis),

1
Eaﬂ = Da/]— 5— trD(S,ﬁ.

NaprezZenie 0,3 wyraza si¢ wzorem

1 1
033 = —2~(0,a+»3—/1<P2—~g<P—h), 013 = 033 = 0.

Warunek plastycznoéei (5.2) ma postaé nastgpujaca:
2 2 2 l 2,2 l 2
(5.4) F(0,5) = 204500 — (00)*— | &% + ggh(p-l— 5}’ ¢* 12— 3% = 0.
Prawo plynigcia (5.3) nie jest stowarzyszone z warunkiem plastycznosci (5.4). Latwo
wykazaé, Ze potencjal plastyczny dany jest zaleznoscia

(5.5) G(0gp) = 20,p0,58— (0)* +2 | 8@+ L hp?do,+G, =0,
) B 3

przy czym G, jest stalg calkowania. Przyklady podano w [13].

6. Zasada wariacyjna dla plaskiego plynigcia o$rodkéw §ciSliwych

Sformutujemy zasad¢ minimum, ktéra charakteryzuje mnoznik plastyczny u z poprzed-
niego punktu. Oznaczmy przez £2 rozpatrywany obszar plaski o brzegu 82. Niech brzeg
ten sklada si¢ z dwu czeéci: Sy 1.S,; przez /;, I, oznaczmy linie nieciagloéci, odpowiednio
pola predkoéci przemieszczen i pola naprezenia. Przestrzen E sklada si¢ z elementéw o
O postaci

Tap(x) |x €0
op(x) | X €5,
6.1) G =| 0,5 |xeS,.
op(x) | x el
| 0ap(x) | x€ly

Iloczyn skalarny ma posta¢ podobna do (4.2). Bedziemy nadal oznaczaé go przez (, ).
Przestrzen F sklada si¢ z elementéw V o postaci

Va(x) | x e 2
Vao(x) | x €5,
6.2) V=|Vux) [x€S;.
Vi(x) | x€ly
| Va(x)_{xel,
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Iloczyn skalarny w tej przestrzeni oznaczaé bedziemy symbolem ¢, >, ma on postaé
podobna do (4.4). Latwo jest teraz podaé definicje podprzestrzeni E’, F’, wigc nie bedziemy
ich powtarzac.

Wprowadimy jeszcze trzecig przestrzen G, skladajaca si¢ z funkcji skalarnych g,
okreslonych na . Podprzestrzen G’ skiada si¢ z funkcji klasy C!. W przestrzeni G wpro-
wadzamy nastgpujacy iloczyn skalarny:

(6.3) {u, ) = [pad2, u, ieG.

PoniewaZ obecnie tensor naprezenia jest symetryczny, wiec operatory T, T* beda miaty
nieco inng posta¢ niz w (4.7); mianowicie mamy

Loy,  ovs\ | 00,45
ST 978 ) |0 — 9%
2 (axﬁ + 6xa) ox, |%
v — 1wV S, | o s
(6.4) T*V 5 s o nory | S
—mw Ve /y 0 /y
| 0 14 L M0, |15

gdzie n(#n,) jest wektorem jednostkowym normalnym do 02, za$§ m(m,) — wektorem jed-
nostkowym normalnym do /,u/,.
Wezmy dwa funkcjonaty

(6.5 Ho,V,ul =f[;—,u(G(c)-i—F(c))+XaVa]dQ—fnaoaﬂV,;“dSl-i—

t+ [ PuVadS, = [ muosghpdl+ [ BuVedl,

"1
(6.6) Halo, ] = | 5 1lG(@)~F(o)ld2
1 rozpatrzmy réownanie operatorowe
0 T* 0o c 0H,/0a
6.7) T 0 O||V|=0H,/o|V ]|+ 0
0 0 O] x 7 —0H,/0p

Prawa strona réwnapia (6.7) nie jest gradientem jednego funkcjonailu. Wynika to stad,
Ze mamy do czynienia z niestowarzyszonym prawem plynigcia.
Po rozpisaniu réwnanie (6.7) przyjmuje postac:

L(@Vu N aVﬁ) _ 8G(o) 0
T*Y = aHl " aHz - 2 aXﬂ axa 660,,; T
Jdo o V,= V¥ S,
Va=ha7 Ily
_ aoaﬂ — Xﬂ,Q’
To = oH, 0%,
= av et naoaﬂ=Pﬁ,S2)
My Oap =Pﬂ’ 12;
0= 2 —EH_Zﬁp(aaﬂ) = 0.

ou ou
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Ostatnie réwnanie oznacza, ze o$rodek jest uplastyczniony w kazdym punkcie. Petny
ukiad zaleznosci opisujacych poczatkowe plynigeie plastyczne dla rozpatrywanych osrod-
kéw o niestowarzyszonym prawie piyniecia mozna zapisa¢ nastepujgco:

(6.8) T*V = %’i—‘ + %i’f ,
6.9) To= M,
6.10) 0> ‘% - 56’;?
6.11) 40,

6.12) | {ﬂ, aaIZl‘ _ _@a%} _o.

Z przeprowadzonych przez SEWELLA [3] rozwazain wynika, Ze na dowolnym rozwig-
zaniu uktadu (6.10)—(6.12) funkcjonat

oH, 0H,\| _
©.13) {u, o }— [ ur@ae,

osiaga minimum, w klasie rozwigzaii dopuszczalnych okre$lonych przez (6.10), (6.11).
Funkcjonal (6.13) charakteryzuje wigc tylko mnoznik plastyczny p (por. [15]). Powstaje
problem budowania ogdlniejszych i bardziej praktycznych zasad wariacyjnych dla osrod-
kéw o niestowarzyszonym prawie plyniecia. Zagadnienie to zostanie rozpatrzone w przy-
szto$ci, przy zastosowaniu aparatu rozwinigtego w pracach [4, 5].
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Peswome

Ob OIIEPATOPHOM IIOOXOHE K ®OPMVJIMPOBAHMIO BAPHALIMOHHBIX
TIPUHIMIIOB OJA INNIACTHUYECKUX CPE]

B paGoTe npejacrapieHo MpuMeHeHHe CBOOOIHOrO BAPHALIMOHHOTO IPHHINE KK: 1) MHKpeMEeHTaIbHOH
KpaeBoii 3afaye QI YIPYro-TUTACTHUECKO Cpebl, C YUETOM IeOMETPHUYECKON HEJIMHEHHOCTH, 2) IJ10C-
KOMY [e¢(HOPMHPOBAHHOMY COCTOSTHHIO MAEAbHO-IIACTHUECKOH Cpelbl ¢ yUeToM 00beMHBIX Jechopmauui.

Summary

AN OPERATOR APPROACH TO THE FORMULATION OF VARIATIONAL PRINCIPLES FOR
PLASTIC SOLIDS

In the paper the application of a «free variational principle» is considered with regard to: 1) rate boun-
dary-value problem of elastic-plastic solids; geometrical nonlinearity is taken into account; 2) plane
flow of perfectly-plastic, compressible solids. '
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