MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 14 (1976)

O STATECZNOSCI WZAJEMNEGO ODDZIALYWANIA OSCYLATORA I CIEGNA W RUCHU
WZGLEDNYM

ROMAN BOGACZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Badania dotyczace stateczno$ci ukladéw ciaglych wymuszonych ruchomymi obciaze-
niami (zwlaszcza typu inercyjnego) sa rozwijane w réznych dziedzinach fizyki i techniki
zaréwno ze wzgledu na liczne zastosowania, jak rowniez ze wzgledéw poznawczych.

Badaniu ukiadéw mechanicznych tego typu poswigcono m.in. pracg [l], w ktdre]
przeprowadzono jako$ciowa analize wpltywu predkosci ruchu sily skupionej o stalej war-
tosci, przemieszczajacej si¢ wzdluz belki spoczywajacej na sprezystym podlozu na odksztal-
cenia belki. W pracach [2] i [3] uogdlniono powyzsze rezultaty na przypadek obciazenia
ukiadem rozstawionych sil skupjonych i uresorowanych mas. Autorzy pracy [3] badali
réwniez wplyw predkosci ruchu na czesto$é drgan wlasnych, jednak kierujac sig¢ wykorzy-
staniem rezultatéw w kolejnictwie ograniczyli rozwazania do wzglgdnie malych predkosci
ruchu wynoszacych ponizej 209 predkosci krytycznej, co przy przyjetych parametrach
toru i podioza nie wymagalo analizy statecznosci.

Analizie stateczno$ci ukladéw ograniczonych obciazonych poruszajacymi si¢ masami
pos$wigcono szereg prac. Do najbardziej znaczacych naleza tu prace [4 6]

Autorzy prac [4] 1 [5] przedstawili odksztalcenia belki o podpartych koncach w postaci
sumy szeregu fal stojacych, sprowadzajac zagadnienie stateczno$ci do analizy obszaréw
rezonansu parametrycznego rownania rozniczkowego zwyczajnego.

Uzyskane wyniki maja charakter przyblizony i sa niekiedy obarczone istotnym biedem.
Znany jest bowiem z doéwiadczenia fakt, ze odksztalcenia dla tego rodzaju obcigzen maja .
charakter fal biezacych, co teoretycznie rozwazono w [6] i innych pracach S. KALISKIEGO,
analizujac przypadek obciazenia o charakterze ciaglym.

Zagadnienie statecznosci, ktére prezentujemy w niniejszym komunikacie, stanowi
uzupetnienie badan dotyczacych ruchomych obciaZzen skupionych, a takZe uogdlnienie
rozwazan dotyczacych obciaZen ciaglych, takich jak ggsto, réwnomiernie roziozone oscy-
latory [6, 7], badanych zaréwno na gruncie mechaniki elektrodynamiki, jak i elektro-
nofononiki [8].

Rozwazymy zatem stateczno§¢ ukladu zlozonego z nieograniczonego ciggna, masy
skupionej i bezmasowych elementéw o wlasnosciach lepkospreZystych laczacych masg
Z ciggnem oraz otoczeniem. W niezaburzonym ruchu wzglednym masa i prostoliniowe
ciggno spoczywaja w dwéch inercjalnych ukladach wspotrzednych, zachowujgce statg od-
leglo$¢ pomiedzy masg i ciggnem.
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Analiza statecznosci ruchu tak sprecyzowanego, uproszczonego modelu ukladu,
poza aspekiem poznawczym moze by¢ przydatna do wyjasnienia szeregu zjawisk, ktdre
nalezy eliminowa¢ w pewnych dziedzinach techniki, m.in. w transporcie, widkiennictwie,
a nickiedy wykorzysta¢ np. w bardzicj zlozonych ukfadach teorii pol polaczonych [8].

W drugiej czgsci pracy sformutujemy problem podajac réwnania ruchu i warunki
brzegowe dla przypadku jedno i dwupunktowego oddzialywania oscylatora z ciggnem,
w czgdcl trzeciej podamy rozwiazanie zagadnienia oraz sposdb uzyskania réwnan charak-
terystycznych. Czgs¢ czwarta poswigcimy kryteriom 1 obszarom stalecznosci, czesé piata
analizie numerycznej dla wybranych przypadkdw, konczac prace uwagami bedacymi
podsumowaniem uzyskanych rezuliatow.

Wykaz waizniejszych oznaczen

a predkosé sprezystych fal poprzecznych w ciggnie,
by wspdtezynnik lepkosci elementu fgczacego ciggno z masy oscylatora,
b, wspblczynnik lcpkosci clementu lgczacego mas¢ oscylatora z otoczeniem,
by wspolczynnik wewnetrzncgo tlumienia ciggna na jednostke dlugosci,
bs  wspOlczynnik zewngtrznego tlumienia ciegna na jednostke dlugosci,
¢, stala sprezysta elementu lgczacego ciggno z masg oscylatora,
¢, slala sprezysta clementu taczacego mas¢ oscylatora z otoczeniem,
iy, h, wspolczynniki zanikania lub narastania fal w przestrzeni,
ky, k, liczby falowc,
L odleglo$¢ pomigdzy punktami oddzialywania oscylatora dwupunktowego z ciggnem,
m  masa oscylatora,
P, sila w elemencie laczacym mas¢ oscylatora z ciggnem,
R, Z zbiory liczb rzeczywistych i zespolonych,
T sita naciagu ciggna,
U, predkosé ruchu cigzna wzgledem otoczenia w kierunku przeciwnym do osi &,
vo  predkosé ruchu oscylatora wzgledem ciggna w kicrunku osi x, (), |
W  przemieszczenic poprzeczne ciggna w kierunku osi y lub £, '
x,y kartezjanski uklad wspohzgdnych zwiazany z oscylatorem,
z, przemieszczenie punktu styku oscylatora z ciggnem,
z, przemieszczenic masy oscylatora,
&9 dekrement zanikania i narastania drgan w czasie,
£ kartezjanski uklad wspélrzednych zwigzany z ciggnem,
o liniowa gesto$¢ masy ciegna,
wo czestos¢ drgan ukladu oscylator—iegno.

2. Sformulowanie problemu, réwnania ruchu i warunki brzegowe

Rozwazymy liniowy model ukladu zlozony z nieskonczonego, napigtego ciggna od-
dziatujacego z otoczeniem poprzez ggsto, réwnomiernie roztozone tfumiki oraz z oscyla-
tora (masy skupionej polaczonej z ciegnem i otoczeniem elementami lepkosprezystymi).

W niezaburzonym ruchu wzglednym masy i ciggna napiecie w elementach laczacych
jest réwne zeru. Schemat ukladu dla przypadku jedno i dwupunktowego oddziatywania
oscylatora z ciggnem ilustruja rys. la i 1b.
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Analize ruchu przeprowadzimy przy nastepujacych zatozeniach: predkosci wzglednego
ruchu wug, v, sa state. Tarcie w punktach oddzialywania oscylatora z ciggnem jest pomi-
jalnie mate. Ciegno nie przenosi momentéw gnacych. Masy elementow laczacych sg po-
mijalnie male. Nie uwzglednia sie oddzialywan grawitacyjnych.

W celu opisania ruchu ukladu w stanie zaburzenia statycznej réwnowagi oscylatora
wprowadzimy dwa inercjalne uklady wspéirzednych &, { — zwiazany z ciggnem oraz x, y
Zwigzany z oscylatorem.

Osie wspolrzednych skierujemy tak, aby sluszne byly relacje:

2.DH E—x—vot =0; (—y=0.
Przy przyjetych zatozeniach ruch ciggna opiszemy réwnaniem poprzecznych drgan struny.
Réwnanie to stuszne dla x # 0 w przypadku oscylatora jednopunktowego oraz |x| # L/2
w przypadku oscylatora dwupunktowego po zapisaniu w ukladzie wspdlrzednych x, y
przyjmie postac

W ;W linl 4 ow ow
(2.2) e — 204 axor +(7’3—02)~8'X2 +(1(/33+[34)7'é’" —0[(53+!34)7’0_/34“o]~a"v'“ =0,
gdzie N
T b; .
W= W(,r1), a*=--, ;= i=13,4).
(6, 1) o b=
Relacje pomiedzy przemieszczeniem masy oscylatora z,(f) oraz punktem styku z ciggnem
z,(t) (dla oscylatora jednopunktowego z,(r) = —W(0,r)) opiszemy nastgpujgcym
réownaniem:
da? d dz ,
(2.3) df'zz— +a(B, +/32)7j’2 —ap, 7”1’ +a*(oa, + )z, —a*o,z; = 0,
¢ b; _
ajziizﬁ ﬂjz'fjg (J=la2);

ma
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przy czym sile oddzialywania oscylatora na ciggno okre§la wyrazenie

d(z,—z7,) ]

(2.4) P ()= azm[al(zz—zl)+aﬂ1/a 7

Czyniac zado$¢ warunkowi wypromieniowania zadamy zanikania rozwigzan w nieskon-
czonosci

2.5) W(x, 1) - 0.
et

Zalezno$¢ pomigdzy oddziatywaniem oscylatora na ciggno i ciggna na oscylator zapiszemy
(2.6) Pi(t)+P,(t) =0.

Natomiast warunek cigglo$cl przemieszczen wyraza si¢ wzorami:
dla oscylatora jednopunktowego

2.7 W(0,1) = Wy(0,1) = —z,(1),
gdzie
(2.8) Wilx,1) = W(x,0|zco 1 Walx, 1) = W(x, )0

dla oscylatora dwupunktowego
WOD(—L2,t) = WO(=LJ2,1); W©O(L/2,1) = WD(L[2,1),
29 WO(—LJ2, 1)+ WO(LJ2,1) = —2z,(1),
gdzie '
WO (x, t) = Wix, 1)|-rp<x<rizs WO, 1) = W(x, |xc—rs2;
W (x, 1) = W(x, |xsrp.

Site oddziatywania ciggna na oscylator dla przypadku jednopunktowego oddzialywania
wyraza wzor

Ox 0x

natomiast dla przypadku dwupunktowego oddzialywania o elemencie laczagcym polaczo-
nym przegubowo i symetrycznie stuszny jest zwigzek

AWM AW ; W™ aw<2>)
a2 YO _ 2 e
(2.11) P,(t) = 2a @( Ee E )|x=~u2 20a ( i Ep
Uklad réwnat (2.2), (2.3) wraz z podanymi wyzej warunkami w peini opisuja zagadnie-
nie. Przystapimy zatem do okre§lenia postaci rozwigzania problemu oraz dyskusji jego
stabilnosci.

3
x=0

oW, aW§2>)

(2.10) Py(1) = a’e(

x=L[2

3. Rozwiazanie zagadnienia, réwnania charakterystyczne

Rozwigzania ukladu réwnan (2.2), (2.3) poszukiwa¢ bedziemy w postaci
3.1 W(x,1) = X(x)e;  z(t) = Bje™'; pi(t) = + Py, j=1,2.
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Po podstawieniu (3.1) do (2.2) otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem X(x)
o rozwigzaniach w postaci

2
(3.2) X() = D Awes;,  r=hotiky  hokoeR; i=) 1.
s=1

Przy czym dekrementy zanikania fal oraz liczby falowe w przypadku okresowego ruchu
oscylatora okreélaja wzory:

V=404 YO — 40?7+ 16071+ f + fu(1+ o)

-7
(33) hl/Z = '._'02

2(1

) 22 (1-2?)

wo V2wBstpoll+ur)]

T (=o)Vn =40+ (= 800®)? + 1602 [1 + B + Ball + )

’

(3-4) k1/2 ==

gdzie A = Aga™ !, w = Im(A) = %‘)-,v =29a” !, u = usa™, n . Bav+fa(v—u).

Zgodnie z warunkiem wypromieniowania, po wykorzystaniu warunku zgodnosci (2.7)
oraz na podstawie (2.8) i (3.2) otrzymamy:

(3.5) Wu(x, 1) = Ao{H[— (= 1)"(v+ Dlexp[(r, +ik,)x+ Ao 1]+ H[(— 1)"(1 —2)] x
x expl(hy +iky)+ 201],

gdzie:
' 0 dla x>0,
\ H() = { 1 dla == 0;
(3.6) kio(l=2) 2 0; k,w<0,
3.7 h(l+2)20; h(1-9)<0 dla Rel>=0.

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia oraz zwiazki (2.7) i (2.10), otrzymamy nast¢pujaca
relacj¢ pomigdzy przemieszczeniem ciggna a sila skupiona okre§long przez (3.1) przy-
tozonawx =0

—PyA5!

38)  Wix, () = — Todsl
38 6 1) = 2oy =y + i =)

[Wi(x, ) Ho(—x)+ Walx, 1) Ho(x)],

gdzie
0 dla x <0,
Ho(x) = y1/2 dla 2=0,
] 1 dla x> 0.
Kladac w (3.8) x = 0 okre§limy przemieszczenia z,(t) dla przypadku oddziatywania
Jjednopunktowego (rys. la), ktére przyjmie postaé
Bt s UV
a*olhy —hy+ik, —ky)]
Zwigzek pomiedzy obcigzeniem p(f) i przemieszczeniem z,(t) w przypadku oscylatora
dwupunktowego (rys. 1b) mozna otrzyma¢ wykorzystujagc badz liniowo$¢ ukfadu i sto-
sujac zasade superpozycji, badz (postepujac podobnie jak w przypadku oscylatora jedno-

(3.9 200 =
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punktowego) zastepujac zwiazki (2.7) i (2.10) warunkami (2.9) i (2.11). Ostatecznie otrzy-
mamy
— Pye’o I s . '

] = — _ ~ | H | — L p=Un+ikpL _ s Uy +iky)L
(3.10) z,(1) Saolh, — Iy + ik, —k.) (I —lo))+ 5 +sign(1 —|o|)etr2tik2 ]
Analogiczng relacje wyrazong przez parametry oscylatora otrzymamy w wyniku spetnienia
rozwigzaniami o postaci (3.1) réwnania ruchu (2.3) oraz zwigzku (2.4). Relacja ta przyjmie
postac

Gy oz = P a2 (B ) B
. 1 a%p ayoy+ (o, +B1B) A+ Ao, Batay B+ A%

gdzie y, = om™".

Poréwnujac stronami (3.9) lub (3.10) z (3.11) otrzymamy dla ustalonych parametréw
ukiadu o;, f;, ¥, L oraz parametréw ruchu v, v rownanie charakterystyczne wzgledem A.
Réwnanie to, ktére symbolicznie zapiszemy w formie nastgpujacej relacji:

(3.12) D(4,s5) =0,
gdzie
le”Z, se8, s =Lu,vy, S=UxV, u,veR,

bedzie stanowi¢ podstawe do dyskusji statecznosci ruchu rozwazanego ukladu.

4. Kryteria i obszary niestatecznosci

Kierujgc si¢ wlasnosciami rozwigzan (3.1) zbior parametréw ruchu S podzielimy na
trzy podzbiory, ktére nazywaé bedziemy: obszarami niestateczno$ci — S;, obszarami
quasi-statecznosci — S, oraz obszarami stateczno$ci— Ss. Wiasnosci poszczegdlnych
obszaréw okreslone sa nastepujaco:

@.1) S, = {S:\’/[d}(l,s) =0,
(4.2) Se = {s:\/ 1002, 5) = 0]},
(4.3) Ss = S—(SeuS)),

gdzie z* = {z: [Re(z) > 0]}, /= {z:[Re(z) =0}. Przy czym nastepujacy zbidr
elementow

(4.4) C Su=1s\/100, 9 =0 —{s: \/ [0, = 0]}

2eRY 26(Z+—R)
nazywal bedziemy obszarami niestatecznosci o charakterze dywergentnym.
Zbiér
(4.5) Siw={s: \/ [®(, ) =0]}-Su
2e(Z+—R)
nazywac bedziemy obszarem oscylacyjnej utraty stateczno$ci. Natomiast zbidér okre$lony
nastgpujaco: _
(4'6) Slm = SI-—SId_SIO
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nazywa¢é bedziemy obszarem utraty statecznosci o charakterze dywergentno-oscylacyjnym
lub mieszanym.

Wyznaczenie explicite zbioru Sy z réwnania (4.12) jest zwykle czasochionne, a w przy-
padku réwnan algebraicznych stopnia wyzszego anizeli czwarty lub niewymiernych réw-
nan charakterystycznych mozliwe tylko w szczegélnych przypadkach.

Analize stateczno$ci ulatwia niekiedy wykorzystanie pomocniczych kryteridw statecz-
nodci, ktérych spetnienie rownoznaczne jest nastgpujacemu warunkowi:

@7 AD(L, 50) = 0= Re(1) < 0]
A

dla ustalonych parametréw ukiadu i parametréw ruchu.

W przypadku, gdy réwnanie charakterystyczne ma posta¢ wielomianu powszechnie
stosowane sa nastgpujace kryteria pomocnicze:

Kryterium Hurwitza (omoéwione m.in. w [11]) zadajace dodatnioéci wyznacznika oraz
jego gléwnych minoréw, ktdérego wyrazami sa odpowiednie wspotczynniki wielomianu.

Kryterium MicHAILOWA (patrz [11]) polega na badaniu konfiguracji krzywe;

(4.8) D, = f(P>)
danej parametrycznie dla — 0 < w < + o0, gdzie:
le = @l((u, 50) = I{e[q)(}-, so)|7.=iw = 0]7

@) B, = By, 50) = I (B2, 50)acim = 0.

Uogdlnione kryterium MICHAILOWA [7], w ktérym analizuje si¢ uksztaltowanie krzy-
wych,

(4.10) D(w,s)=0, j=1,2; wel

w przestrzeni £2 x U x V' umozliwia przejrzysty podziat parametréw na obszary stateczno$ci
i niestatecznosci.

W przypadkach bardziej ziozonych rownan charakterystycznych, w ktdrych wymie-
nione kryteria nie obowiazuja, wykorzystujemy elementy teorii funkcji zmiennej zespo-
lonej oraz metody przyblizone i technike cyfrowg. W niniejszym komunikacie, w celu
przyktadowego okreSlenia obszarédw niestatecznosci, wykorzystamy rownieZz nastepujace
kryteria pomocnicze bedace rozwinigciem uogdlnionego twierdzenia MICHAJLOWA.

Zatozmy, Ze istnieje taki zbidr Q*, 0* = O, w ktérym w = ¢;(s) (j= 1, 2) sa ciag-
tymi, jednoznacznymi galgziami @y(w, s) = 0, .

@1 [0 = )] = B, 5) = 0] dla  (w,s) e
oraz nastgpujace podzbiory:

01 = {q:[(®(9) = 0)r (g € OM)]},

s* = {s: \/ Ko, s> € 0"},

tsr\/ Ko, e 01},

S*U) — {(u, V) \/ [(u = up+Kuyj— Kug) A (v = 0o+ Kvj— Kvg) A (u, v) € S*)]}_

0<K<l

@.12)
St
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Zbiér parametrow ruchu S* posiada nastgpujace wlasnoscei:
Witasno$§é 1. Jezeli istnieje ¢° = {w°, s°), (¢° € QF) taki, ze ¢;(s°), (j = 1,2)
jest analityczna oraz spelniony jest nastepujacy warunek

(4‘13) \/ /\ [(S(l) e S*(”) A (5(2) e S*(Z)) = ((]71(5(“)—(772(5(”)((P1(5(2))—

$1,52 SID gD

—p2(s?®) < 0],

to istnieje niepusty zbiér S§ = S; n S* bedacy obszarem niestatecznosci.
Wtasno§c¢ 2. Jezeli; ¢;(s), (j=1,2) jest analityczna dla s e S¥, istnieje taki
g° € QF, ze spetniony jest warunek (4.13) oraz zachodzi

(4.14) \/ (651 € $*nS9) v (s5; € S*nSy)],
S82

to St jest podzbiorem obszaru quasi-niestateczno$ci (Sf < Sg) i tworzy granice pomiedzy

obszarami statecznosci 1 niestatecznoéci.

Powyzsze wiasnoSci sa wystarczajacymi warunkami na to, aby istnial obszar niesta-
teczno$ci oraz granica tego obszaru. .

Istnienie obszaru niestateczno$ci przy spetnionym warunku (4.13) latwo wykazaé
rozwijajac D(A, s) w otoczeniu g° w szereg Taylora. Uktad réwnan otrzymany po rozdzie-
leniu czedci rzeczywistej 1 urojonej (w przypadku aproksymacji rozwinigcia liniowym
oP; 0P, 0P;
dvg’ u®’ ow®

przyblizeniem oraz wykorzystaniu faktu, Ze € R) przyjmie postaé:

0D, o, 9D 0P, oy 0P 0) —
@.15) pos (PO et - ”W“‘*“ ) =0,
' w 0D, oD, " 0
200 ((1)—0) )—%3‘54‘ 500 ( )+ (u u ) = 0
gdzie oznaczono: & = ga*,
6_q)j_ _ 6@ (C() U, ‘Z)) z alogiczni a(bj 6;!5_,'
300 = Be ., oraz analogicznie — 5, — 5.

Wyrazenie okre§lajace dekrement narastania fali wyznaczony z powyZszego ukladu
réwnan wyrazi si¢ wzorem

(aqbl ob, oD, aqzsz)( o (acbl oD, 0D, 6¢2)( oy

° 0w°  dw® dv° ou® dw°  dw°® du°
0D \2 + 0D, \?
dw® 0w®
W szczegdlnym przypadku, w ktdrym g° jest punktem przegigcia jednej z powierzchni
- @; (punkt typu parabolicznego) o plaszczyZnie stycznej bedacej zarazem styczng do dru-
giej powierzchni, aby otrzymaé zwiazek podobny do (4.16) nalezy uwzgledni¢ trzy lub
wigcej wyrazéw szeregu. Z postaci wzoru (4.16) wynika, Ze w otoczeniu s, istnieje takie
s = s5,2ee(sy) > 0, czyli 5, € S;.
Wykorzystujac fakt, ze @(24, s) jest analityczna dla g € QF latwo wykazaé wlasno§é 2.

(4.16) & =
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Wymienione wyzej wlasno$ci oraz kryteria pozwalaja na zbadanie zagadnienia statecz-
no$ci rozwazanego przez nas ukladu. Analizie numerycznej dla wybranych przypadkoéw
pos$wigctmy nastgpng cze$¢ niniejszej pracy.

5. Analiza numeryczna

5.1. Przypadek jednopunktowego oddzialywania oscylatora z ciggnem. ROwnanie charakterystycz-
ne oddzialywania ciggna z tlumikami otrzymamy spetniajac réwnanie (2.2) rozwiazaniami
(3.1), (3.2). Przyjmie ono nastepujacg forme:

G A2+ (Bs+Ba—2ur)A—Bsur+r2@?—1) = 0.
Natomiast podstawa do dyskusji statecznoéci oddzialywania jednopunktowego oscylatora
z tlumionym ciggnem bedzie réwnanie (3.12) zapisane nastepujaco:
(52) - . (I=o)H(~foh) S—_—
(B3 +B)B3+Ba+8A)0? +Biu> —2(B3 + Ba+22) Bauv+4(A— B3 — o) A]'/?
S 71[12+(ﬂ1+ﬁz)1+°‘1+°‘2] - -
(1 +B1B2) A2+ (3 B2+ ax B+, A A+ oy oy

Stosujac do (5.1) uogdlnione kryterium MICHAILOWA otrzymamy nastgpujace wyraZenie
okrelajace granice obszaru niestatecznosci:

(5.3) w, = P3ths
Ba
oraz obszar niestatecznosci
(54 U,={u:|u| > ’33;‘9“}; UxV =8P c S,
i 4

Konfiguracj¢ krzywych @, i @, [okre§lonych wzorem (4.9)] na plaszczyznie fazowej
wk~! u dla réwnania (5.1) przedstawiono na rys. 2.
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Zauwazmy, ze w szczegOlnym przypadku, gdy 3 = 0 ze wzoru (5.3) otrzymujemy znang
w literaturze warto$¢ predkosci krytycznej tlumikéw przemieszczajacych sie wzdluz
struny. Rezultat ten podany jest m.in. w pracy [10] po$wigconej analizie statecznosci
struny, ktdrej gestosé opisana jest funkcja losowa.

Obraz plaszczyzny fazowej w, v ilustrujacy stateczno$¢ oddziatywania oscylatora
z ciggnem uzyskany na podstawie réwnania charakterystycznego (5.2) dla wybranych
parametrow ukfadu przedstawiono na rys. 3 i 4.

IVI“I |
| 5120, 8,20, Bi+6;%0 |
| B30, B4=0 |
] |
| |

1 S
| \\\\
| ~
| AN
l \
\
: \
2
| | w_
X062 Oyt X p oty B2 xp B g {0+ cxz)
o+ B+ 71(BrB2) 7+ 8
Rys. 3
i
Br=B2=0
B3>0, Bs=0
I |
| |
| |
| !
| |
I |
| |
| 2
| [ | w
X (O(,fotp)
Rys. 4

Na podstawie wykresu przedstawionego narys. 3dlaju]l < 1,8, 2 0, 8, =2 0, §; - 0¢
Bs — 0 mozna wnioskowat, ze gdyby @, oraz @, okre$li¢ w przestrzeni w, u, v, to uogdl-
nione kryterium statecznoéci MICHAJLOWA byloby spelnione dla calego zakresu predkosci v
poza wartoécig v = 1 .

(5.5 {u, o>:[(lu] < ) A (@ # D]} = Ss.

EemRE — sww
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Natomiast z wykresu przedstawionego narys. 4dla f; = f, = 0, f3 > 0, B, = 0 wynika,
Ze pomimo zmiany konfiguracji krzywych @, 1 @, dla |v| < 1 obszar

(5.6) {Ku,od: [(ue R)A(Jo] < D]} = S
pozostaje obszarem statecznosci, a obszar
(5.7 {Cu, >:[we RA (0| >1)]} = S,

przechodzi w obszar quasi-niestatecznosci.

Fakt, ze warto$¢ predkosei ciggna wzgledem otoczenia nie ma wplywu na stateczno$é
wynika z braku wzglednego tlumienia ciggna (B, = 0).

W przypadku g, 2 0, #, 2 0, 5 = B, = 0 mozemy badaé stateczno$¢ oscylatora
wspoldzialajacego z ciggnem wykorzystujac kryterium statecznosci HURWITZA. Jest ono
réwnowazne warunkom:

dla |7| €1

[(oty + B B2)(1 =v2)+2(B1 + )yl (B (1 —vD) +2y,] 7! > 0,
(5.8) oty B2+ a2 B)(1 =) +2(aty + 03) p,][B, (1 —22) + 29,17 > 0,
[Coty +05) 2y + (g B2+ 02 B (1 =0 [(ety + 1 BN =) +2(8, + B2) v1] >
> alaz[ﬂ,(l—vz-FZyl]
oraz dla |v] > 1.
(5.9 B1+8, >0, o +a,>0.

Z (5.8) wynika, ze dla |o| < I ruch oscylatora jest stateczny. Pokrywa sie to z wnioskiem
(5.6) uzyskanym dla £, > 0. Podobnie, obszar (5.7) jest obszarem asymptotycznej sta-
tecznodci jedynie wtedy, gdy £,+ 5, > 0.

Na uwage zastuguje fakt, ze uksztaltowanie obszaréw statecznosci w rozwazanych
dotychezas przypadkach rézni si¢ zasadniczo od obszaréw uzyskanych w [7] dla ukladu
ggsto, réwnomiernie rozloZzonych oscylatoréw. Szereg jako$ciowo nowych efektow wynika
z analizy dwupunktowego oddzialywania pojedynczego oscylatora z ukiadem ciaglym,
Co bedzie teraz przedmiotem rozwazan.

5.2. Oddzialywanie dwupunktowe. ROwnanie charakterystyczne dla przypadku dwupunk-
towego oddziatywania z ciegnem (rys. 1b), otrzymane po wykorzystaniu zwiazkéw (3.10)
i (3.11), wyrazi si¢ nastgpujaco: .

H(1 —v?) 4 Lo~ ®i+iknly | sion(] —p?)e™ ha+ika)t

' 2y, LTy —hy+ itk — k)]

P4+ (Bi+B) A+ o +a,
N B 22+ (o +B1B2) A2+ (o, B2+ 0(2[37):14-—0(712 ’

Oznaczajac: A = AL, 4y, L =vy,, a;l> =»; (j=1,2), L =96, (i=1,2,3,4),

oL =0, ¢a7 'L = ¢ oraz kladac 8; = 6, = 0, co znacznie upraszcza rachunkowa

cze$¢ pracy, otrzymamy

(5.9) (140, F) A>+ [0, + 82+ (e + 0, 82) FIA? 4 [y + e+ (3¢, 85+ 2, 0,) Fl.A+
+xy%,F =0,

(5.8)

6 Mechanika Teoretyczna
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gdzie

exp( 1—/|l|) [2+exp( | I)]H(l —03)— H(fu —l)exp(I ]Al)
F=Fd,v) = — — -

y2(v? =17 N

Szereg wnioskdow dotyczacych wplywu poszczegdinych rodzajéw ttumienia, uzyskanych
dla przypadku jednopunktowego oddzialywania, pozostaje stusznych. Aby umozliwi¢
_poréwnanie wynikéw uzyskanych dla pojedynczego oscylatora z rezultatami prac [6, 7],
uzyskanymi dla oscylatoréw swobodnych, rozwazymy bardziej szczegdlowo przypadek
2, =0, f,=p4,=0.

Jezell w (5 9) uwzglednié, ze A = a+z@ oraz zazgda¢ niezaleznego spe{mema réwnania
zaréwno przez czes¢ rzeczywista jak urojona, woéwczas otrzymamy nastepujacy uklad
réwnan:

62+ A(c,0) o+, —O*—B(c,0)0 =0

- >
(5.10) 260+ A(c, ©)0 + B(a, O)s = 0, dia fol > 1
gdzie:
2 o . 20
A(o, 0) = vl e 't (cos o —e ""cos i),
Y v+1 v—1

[+ 20
B(c,0) = wz_le j(sm o —¢ " gin o )
Va2 v+1 —1
Zauwazmy, Ze z postaci ukladu réwnan (5.10) wynika, iz ¢ jest parzystg funkcja 6.
Wystarczy wigc rozwazyé zakres @ > 0. Kiadac w réwnaniach (5.10) 0 = 0 otrzymad
mozemy zaleznosci okre§lone wzorami (4.9), ktére moga posluzyé do badania statecznosci
z wykorzystaniem wlasnosci podanych w czgéci 4. I

W celu uwypuklenia wplywu poszczegélnych parametréw na konfiguracj¢ obszaréw
niestatecznos$ci na rys. 5+7 naniesiono wyniki oszacowan przy réznych zatozeniach.

Wykresy przedstawione na rys. 5 uzyskano przyjmujac, ze

. (—A . —A)|<2
Pl =1) ” P Rl+1)| S &

ilustruja one wplyw parametréw =, y, na ksztalt obszaru, w ktérym znajdowac si¢ moze
krzywa @, dana réwnaniem @,(0,v) = 0. Na rys. 6 naniesiono obszary o(0,v) > 0
ktérych granicami sa krzywe @,. Obszary te wyznaczono wykorzystujac warunek

(5.12) 620=>A(0,0)<0

ktérego stuszno$é mozna wykazaé stosujac do réwnania (5.9) twierdzenie Rouché.
 Nalozenie obszaréw z rys. 51 6 pozwala na oszacowanie odpowiadajacego o > 0
zakresu predkosci v w zalezno$ci od », i y,. Oszacowanie jest tym lepsze, im wigksza jest
warto$¢ parametru y, oraz im mniejsza warto$¢ x, . Charakterystyczny jest fakt, ze moze
istnie¢ taka graniczna warto$¢ v = v., Ze :

Ves = {v: (Jv] > v2)}

(5.11)
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Jest zakresein statecznoéci ruchu uktadu. Latwo zauwazyd, ze jezeli », — O (np. je§li L — 0),

to v, — 1, co pokrywa si¢ z rezultatami uzyskanymi dla przypadku jednopunktowego
oddzialywania oscylatora z ciegnem.

v
15— )
. =3 1
= — 1 v ! a5
05 & / y
*:"0? = 02
10 Lo —=>
Z
% 02"
% /:5 , ();5:/
65 (4
A S 7245
02 05 1 -5
. ¢ \\ ‘
R
| -t
| f | I %
0 05 10 15 2,0
Rys. §

Rys. 6

Na rys. 7 naniesiono obszary mozliwych rozwigzan niestatecznych o dekrementach:
6>0;0>01;0>02;0>05dla %, =9,=1.

Z ksztaltu wykreséw wynika, Zze wigksze warto$ci dekrementu narastania drgan sa
mozliwe przy wigkszych warto$ciach predkoéei ruchu.

Uksztaltowanie krzywych @, i @, na plaszczyZnie ©, v oraz konfiguracje zakreséw
niestatecznodci dla », = y, = | ilustruje rys. 8. '

6*
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101

! ! L 0
0 1 2
Rys. 8

Widzimy, ze w przypadku tym, typowym dla dwupunktowego oddzialywania obszar
niestatecznoéci sklada si¢ z nieskonczonej, przeliczalnej liczby zakreséw niestatecznosci
o charakterze oscylacyjnym, z ktérych pierwszy z dokladnodcia do 0,02 jest nastepujacy
1,15 < |v] <. 1,20, a pozostale naleza do zbioru 1,0 < |o| < 1,09.

Przy predko$ci v = 1 mozliwa jest utrata statecznosci ciegna, ktéra w zaleznosci od
warto$ci wspélczynnikéw ttumienia moze mie¢ charakter dywergentny lub oscylacyjny.

6. Uwagi koncowe

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze uklad oscylator-ciggno-otoczenie w ruchu
wzglednym w przypadku ciggna tlumionego tlumikami o charakterystyce S, > 0 jest
niestateczny przy predkosciach ruchu ciggna wzgledem otoczenia |ug) > a(l+B3/B4).
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Jednopunktowe oddzialywanie oscylatora powoduje utrat¢ stateczno$ci ukiadu tylko
przy predkosci wzglednego ruchu réwnej predkosci poprzecznych fal sprezystych w ciggnie.

Dwupunktowe oddziatywanie oscylatora powoduje utrate¢ statecznodci przy predkos-
ciach ruchu z ograniczonego przedzialu, w ktérym znajduje si¢ przeliczalny (dla niettu-
mionego ukfadu nieskonczony) zbidr zakreséw niestatecznoéci. Z uwagi na liniowo$é
dyskutowanego przez nas ukladu rozwigzania niestateczne narastajg nieograniczenie.
W realnych, nieliniowych ukfadach wystepowalyby cykle graniczne, ktére po przyjeciu
nieliniowych réwnan ruchu mozZna wyznaczyé stosujac procedure¢ podang w pracy [9].

Wydaje sie, ze rezultaty uzyskane dla wzglednie prostego modelu pozostang jakosciowo
stuszne dla bardziej ztozonych uktadéw tego typu i pozwolg wyjasni¢ niektdre z istotnych
probleméw dotyczacych statecznoéci.
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Peaome

Ob YCTOMUYMBOCTHU B3AUMOIENCTBUSI OCUMIIJIATOPA C HANIPSDKEHHOM
CTPYHOU B OTHOCUTEJILHOM JIBIDKEHUH

PaBoTa nocBsIlIeHa aHANM3Y YCTOHUMBOCTH CHCTEMBI, COCTOSIUIEH M3 OCHMIUIATOPA, ABYDKYLLETOCH
BIOJI» HEOTPAHMUEHHON CTPYHBI, KOTOPas B CBOIO OYePEAsr ABIMKETCHA IO OTHOLIEHHIO K OKpY>Karomleit
cpene. [TonaraeTcst, YTO CKOPOCTh OTHOCHTENBHOIO ABHYKEHHUSA IOCTOAHHA.

IpencTaBieHbl KPUTEPHHM YCTORUMBOCTH JIA CJIYy4YaeB OJHO M ABYXTOUEUYHOTO B3aMMOACHCTBHA
OCIILITOpPa CO CTpyHoit. Omnpepesiens! o6NacTH HeycToMumBOCTH. MX CTpykTypa B cirygae omHoro
OCIULISITOPA CYUIECTBEHHO OTJIMUAETCA OT CTPYKTYPB!I TAKMX OGNACTEd NI CHCTEMBI OCLMIUIATODPOB,
JBIDKYIIHXCA BAOJL CTPYHBI WM [JIA CHy4Yasd IJIEKTPOHOB, B3aUMOAEHCTBYIOMIMX C MOBEPXHOCTHBLIMMI
BOJIHAMU,
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Summary

ON STABILITY OF INTERACTION BETWEEN AN OSCILLATOR AND A TIE IN RELATIVE
MOTION

The paper is devoted to stability analysis of the system consisting of an oscillator which moves along
the unbounded tie (string). The tie and the surroundings are also in relative motion. The velocities of mo-
tlon are assumed to be constant. o

The criterions of instability are given. Existence of instability regions in the case of one and two points
of interactions between the oscillator and the tie is proved. The configuration of instability regions in the
case of single oscillator is fundamentally different from that occurring in the case of the set of oscillators
which moves along the string or in the case of electrons interacting with surface waves.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 grudnia 1975 r.



