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I .  Wstęp 

W  chwili  obecnej  rozwój  reologii  nienewtonowskich  cieczy  lepkosprę ż ystych  odbywa 
się w kilk u  kierunkach  opierają cych  się  na  trzech podstawowych podejś ciach:  1)  empirycz­
nym,  2)  asymptotycznym  i  3)  kinematycznym. 

W  najstarszym  historycznie  podejś ciu  empirycznym  zasadnicze  znaczenie  posiada 
zgodność  postulowanych  równań  konstytutywnych  z  zachowaniem  się  cieczy  rzeczywi­
stych. Ograniczony  charakter  klasycznego modelu  cieczy  Newtona  oraz  dą ż enie  do  iloś cio­
wego uję cia  takich zjawisk,  jak  zmienna lepkość cieczy przy  róż nych szybkoś ciach  przepływu, 
efekty  relaksacyjne  i efekty  naprę ż eń  normalnych,  przepływy  wtórne  w  rurach  o  przekro­
jach  niekołowych  itp.,  doprowadziły  do  olbrzymiej  iloś ci  róż nych  modeli  empirycznych 
stosowanych  przez  róż nych  autorów  (por.  np.  [1,2,  3,4]).  Niewą tpliwą  zaletą  podejś cia 
empirycznego  jest  moż liwość  uzyskania  stosunkowo  prostych  równań  pozwalają cych  na 
efektywne  rozwią zania  wielu  zagadnień  praktycznych.  Zasadniczą  jego  wadą  jest  brak 
jakichkolwiek  gwarancji, że  równania  empiryczne dobrze opisują ce  własnoś ci  cieczy  w pew­
nych  szczególnych  przepływach  okażą  się  wystarczają co  dobre  dla  innych  przepływów. 

Podejś cie  asymptotyczne,  oparte  na  teoretycznych  podstawach  mechaniki  oś rodków 
cią głych,  pozwala  na  uzyskanie  uproszczonych  równań  konstytutywnych  dla  przepływów 
wystarczają co  powolnych,  opóź nionych,  z  małymi  deformacjami,  małymi  czę stoś ciami 
itp.  Dzię ki  podstawowym  dziś  pracom  R IVLINA ,  G R E E N A ,  C O L E M A N A ,  N O L L A ,  TRUES­

DELL A  i  innych  badaczy  (por.  [5, 6,  7,  8,  9]),  ten  sposób  doprowadził  do  sformułowania 
matematycznej  teorii  rozwinięć asymptotycznych oraz  do  rozwią zania  wielu  interesują cych 
zagadnień.  Poważ ną  wadą  asymptotycznego  podejś cia  są  dość  silne  założ enia  ogranicza­
ją ce,  co  prowadzi  do  zadowalają cych  wyników  tylko  przy  ś cisłym  spełnieniu  tych  założ eń. 
W  wię kszoś ci  wypadków  konieczna jest również znajomość  rozwią zań  odpowiednich zagad­
nień  opisywanych  równaniami  Naviera­Stokesa  (per.  [5,  10]). 

Dl a  ilustracji  posłuż ymy  się  przykładem  nieś ciś liwej  cieczy  rzę du  drugiego  (por.  [5]), 
której  równanie  konstytutywne  dość dobrze opisuje  stosunkowo powolne przepływy  cieczy 
lepkosprę ż ystych  z  małymi  czasami  charakterystycznymi  (naturalnymi).  Równanie  to 
przybiera  postać  (por.  np.  [10]) 

(1.1)  T(t)  =  ­р 1  + г1оА1­щ О А2  + щ {0  + 0*)А2,  t r A 1 = 0 , 

gdzie T (r) jest  tensorem  naprę ż enia,  p — ciś nieniem  hydrostatycznym, zaś A , ( /  =  1,2,...) 
oznaczają  kinematyczne tensory  Rivlina­Ericksena  (por.  [6,  5])  zdefiniowane  nastę pują co: 

A , = V v + ( V v ) r , 
A „ + 1  =  A„  +  A„Vv+(Vv) rA„ , 
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przy  czym  v(x,  /)  jest  polem  prę dkoś ci,  zaś  kropką  oznaczono  materialną  pochodną  

wzglę dem  czasu.  Stała  materiałowa  rj 0  posiada  wymiar  lepkoś ci,  a  stałe  0  i  в * —  wymiar 

czasu  (в — charakterystyczny  czas  cieczy).  W  założ eniu,  że  przepływ  jest  przepływem 

pełzają cym  (quasi­statycznym),  dla  którego  pole  prę dkoś ci  i  ciś nienie  mogą  być  przedsta­

wione  w postaci:  v  =  v, +  v 2 +  p  =  P i + p 2 +  •  gdzie jedynką  oznaczono  odpowied­

nie  wielkoś ci  dla  cieczy  newtonowskiej,  równania  równowagi  prowadzą  do  zależ noś ci 

(por.  [11]): 
V > i ­ ł ? 0 V 2 v ,  =  0, 

(1.3)  V p 2 ­ » 7 o V 2 v 2 =  ­ 4 0 e d i v ( A a ( T 1 ) ­ A j ( T i ) + . 4 o e * d i v A ? ( T 1 ) ) , 

Pierwsze  z  powyż szych  równań  jest  równaniem  Naviera­Stokesa  dla  przepływu  quasi­

statycznego,  drugie  posiada  identyczną  strukturę,  a  jego  prawa  strona  zależy  wyłą cz­

nie  od  V ! , tj.  od  prę dkoś ci  odpowiadają cej  rozwią zaniu  zagadnienia brzegowego dla  cieczy 

newtonowskiej.  PIPKI N  [10]  przedyskutował  przypadki,  w  których  prawa  strona  (1.3)3 

jest  pewnym  polem  bezwirowym. 

Powyż szy  przykład  dobrze  ilustruje  rolę,  jaką  znajomość  rozwią zań  równań  Naviera­

Stokesa  odgrywa  przy  stosowaniu  metody  kolejnych  przybliż eń  dla  nieś ciś liwej  cieczy 

rzę du  drugiego,  której  model jest  rozwinię ciem  asymptotycznym  równań  konstytutywnych 

cieczy  prostej  (por.  [5, 9]). 

Podejś cie  kinematyczne,  zgodne  z  odpowiednią  klasyfikacją  przepływów  (por.  [5,  12, 

13,  14,  15,  16,  17,  18]), pozwala  na  wyprowadzenie  uproszczonych  równań  konstytutyw­

nych  przy  założ eniu  szczególnych  historii  deformacji,  geometrii  przepływów  itp.  W  litera­

turze  moż na  spotkać  róż ne  sposoby  kinematycznej  klasyfikacji  przepływów  (por.  T R U ­

ESDELL ,  N O L L  [5]  T A N N E R  [12],  L O D G E  [14],  L O D G E  i  WALTER S  [15]);  w  dalszych  rozważ a­

niach  bę dziemy  postę pować  zgodnie  ze  schematem  zaproponowanym  przez  N O L L A  [19] 

i  rozwinię tym  w  pracach  autora  [16,  17, 18].  Zalelą  takiego  podejś cia  jest  moż liwość  

uzyskania  ogólnych  dla  danej  klasy  przepływów  równań  konstytutywnych  oraz  moż liwość  

bezpoś rednich  porównań  mię dzy  róż nymi  przepływami  należ ą cymi  do  tej  samej  klasy. 

Jednakże  kinematyczna  analiza  przepływów  czę sto  prowadzi  do  zbyt  złoż onych  równań, 

zawierają cych  wię kszą  liczbę  funkcji  lub  stałych  materiałowych. 

W  niniejszym  przeglą dzie  omawiamy  krótko  róż ne  sposoby  kinematycznej  klasyfikacji 

przepływów,  a  nastę pnie  przechodzimy  do  przedyskutowania  przepływów  wiskozyme­

trycznych  (PW),  ruchów  ze  stałą  historią  deformacji  (RSHD)  i  ruchów  z  proporcjonalną  

historią  deformacji  (RPHD).  Dalszymi  uogólnieniami  bę dą  ruchy  z  nałoż onymi  propor­

cjonalnymi  historiami  deformacji  (RNPHD),  a  w  szczególnoś ci  przepływy  złoż one  z  usta­

lonego  przepływu  podstawowego  (wiskozymetrycznego  lub  rozcią gają cego)  i  małych 

dodatkowych  zaburzeń  o  charakterze  oscylacyjnym. 

2.  Róż ne  sposoby  kinematycznej   klasyfikacji  przepływów 

Rozwój  mechaniki  oś rodków  cią głych,  a  w  szczególnoś ci  nieliniowych  cieczy  lepko­

sprę ż ystych,  doprowadził  do  stwierdzenia,  że  tylko  okreś lone  własnoś ci  cieczy  odgrywają  

istotną  rolę  w  przepływach  charakteryzują cych  się  szczególnym  typem  historii  kinema­
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tycznej  (por.  TRUESDELL ,  N O L L  [5],  PIPKI N  [10],  ASTARITA ,  D E N N  [13]).  Innymi  słowy, 

ilość  informacji  o  własnoś ciach  danej,  nawet  bardzo  ogólnej,  cieczy  jest  ograniczona 

i  zależy  wyłą cznie  od  tego  do  jakiej  klasy  kinematycznej  należy  rozważ any  przepływ. 

W  tym  też sensie niektóre  równania  konstytutywne  (np.  nieś ciś liwej  cieczy  rzę du  drugiego) 

otrzymane  za  pomocą  metod  asymptotycznych  zachowują  swoją  waż ność  dla  okreś lonych 

klas  przepływów  (por.  [5]). 

Stosowane  przez  niektórych  autorów  sposoby  kinematycznej  klasyfikacji  przepływów 

są  róż ne,  a  nawet  nie  zawsze prowadzą  do  rozłą cznego  podziału  przepływów.  O  wyborze 

takiego  lub  innego  sposobu  podziału  może  decydować  matematyczna  prostota  równań, 

moż liwość  wykorzystania  równań  obowią zują cych  w  ramach  tej  samej  klasy  do  opisu 

róż nych  przepływów,  a  nawet  znaczenie danej  klasy  przepływów  w  zastosowaniach  prak­

tycznych.  Rozważ my  kilk a  spotykanych  w  literaturze  sposobów  klasyfikacji  przepływów. 

Zgodnie  z  propozycją  PIPKIN A  [10],  wszystkie  ś cinają ce  przepływy  cieczy  lepkosprę ż y­

stych  moż na  rozważ ać  na  nastę pują cym  schemacie  (rys.  1).  Na  osi  odcię tych  odkłada  się  

j 1  o 
1  's 

4ł  .o i 1 

1  o 
1  's 

4ł  .o 
fi  •2 

ta
lo

ne
 p

rz
t 

ś
ci

ną
ją

t 

7  1  J3  w, 
§  ' N 
°   Or ­

5  и  

Й  
3  с  o 

1  Й  

Ciecz 
lepko  i 

Newt ona  |  

Oś rodki 
l iniowo  lepkosprę ż yst e 

]  CiaTo 
sprę ż yst e 

j   И о о к е 'а  

0  в ш  

Rys.  1 

iloczyn  charakterystycznego  czasu  cieczy  0  (np.  ś redniego  czasu  relaksacji)  przez  czę stość  
w  charakteryzują cą  przepływ,  przy  czym  skala jest  taka,  że  iloczyn  ten  zmienia  się  od  zera 
do  nieskoń czonoś ci.  Na  osi  rzę dnych  odmierza  się  bezwymiarową  amplitudę  deformacji  a. 

Dl a  małych  wartoś ci  в а >  otrzymujemy  ustalone przepływy  ś cinają ce  (por.  p.  3), a  dla  bardzo 
duż ych  Om —  skoń czone  odkształcenia  oś rodków  sprę ż ystych.  Ponieważ  małe  amplitudy  a 

odpowiadają  liniowej  lepkosprę ż ystoś ci,  w  lewym  dolnym  rogu  schematu,  tj.  dla  bardzo 
małych  Om  i  a,  jest  miejsce  dla  klasycznych  lepkich  cieczy  Newtona.  W  prawym  dolnym 
rogu,  tj.  dla  bardzo  duż ych  Om  i  bardzo  małych  a,  należy  umieś cić  oś rodki  liniowo  sprę­
ż yste.  Chociaż  powyż szy  schemat  dobrze  ilustruje  rolę, jaką  parametry  o  wymiarze  czasu, 
a  ś ciś lej  stosunek  czasu  charakterystycznego  cieczy  0  do  czasu  m~l  —  charakteryzują cego 
proces,  odgrywają  przy  badaniu  przepływów,  niewiele potrafimy  powiedzieć  o  ś rodkowej 
czę ś ci  diagramu.  Tutaj  mieszczą  się  wszystkie  przepływy,  dla  których  istotne  są  lepko­
sprę ż yste  własnoś ci  cieczy,  a  deformacje  wystarczają co  duż e. 

Inną  klasyfikację,  opierają cą  się  na  wcześ niejszych  rozważ aniach  L O D G E ' A  [2],  pro­
ponuje  T A N N E R  [12],  który  dzieli  przepływy  na  «silne»  i  «słabe».  Przykładami  tych  klas 
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przepływów  są  proste  przepływy  rozcią gają ce  (PR)  i  ś cinają ce,  opisane  nastę pują cymi 

polami  prę dkoś ci: 

(2.1)  v  =  ^ G ( 2 i x ­ J > ­ k z ),  v  =  yiy, 

przy  czym  G  oznacza  podłuż ny  gradient  rozcią gania,  а  у — poprzeczny  gradient  ś cinania. 

Przymiotniki  «silne»  i  «słabe»  pochodzą  od  wzglę dnej  zdolnoś ci  danego  przepływu  do 

odkształcania  mikrostruktury  cieczy,  co  prowadzi  do  istotnie  róż nych  pól  naprę ż eń. 

Obliczenie  separacji  płaszczyzn  znajdują cych  się  począ tkowo  blisko  siebie  pokazuje, 

że  w  przepływach  rozcią gają cych  (silnych)  mamy  wykładniczą  zależ ność  od  czasu  (pro­

porcjonalną  do  exp2G(r — t),  gdzie  t  oznacza  aktualną  chwilę  czasu),  a  w  przepływach 

ś cinają cych  (słabych)  —  co  najwyż ej  algebraiczną  (np.  rzę du  y2(r  — t)2).  Wszystkie  prze­

pływy  moż na  w  ten  sposób  zaliczyć  albo  do  słabych,  albo  też  do  silnych.  Na  przykład, 

ruchy  ze  stałą  historią  deformacji  (por.  p.  4)  należą  do  przepływów  słabych  (por.  [12]). 

Bardziej  złoż oną  kinematyczną  klasyfikację  przepływów  zaproponował  niedawno 

L O D G E  [14]  (por.  także  L O D G E  i  W A L T E R S  [15]), dzieląc  wszystkie przepływy  na  «ś cinają ce» 

i  «rozcią gają ce»  (PR).  W  myśl jego  definicji  przepływ  należy  do  klasy  przepływów  ś cina­

ją cych,  jeś li:  I)  każ dy  poruszają cy  się  element  materialny  zachowuje  swoją  obję toś ć, 

2)  istnieje  jednoparametrowa  rodzina  izometrycznych  (nierozcią gliwych)  powierzchni 

materialnych,  którą  moż na  zwią zać  z  odpowiednim  układem  współrzę dnych  konwekcyj­

cyjnych  (deformują cych  się  razem  z  oś rodkiem).  Dalszy  podział  obejmuje  definicje  prze­

pływów  jednokierunkowych,  ustalonych,  niezależ nych  od  czasu  itp.  Klasyfikacja  L O D G E ' A 

pozwala  łatwo  stwierdzić,  czy  dany  przepływ  jest  «zbliż ony  do  wiskozymetrycznego» 

w sensie definicji  P I P K I N A  i  O W E N A  [20]  oraz czyjego  historia jest  stała  (por.  p.  3). Na  przy­

kład  przepływ  w ortogonalnym  reometrze  M A X W E L L A  [21]  charakteryzuje  się  stałą  historią  

deformacji,  podczas  gdy  przepływy  w  reometrze  balansowym  i  reometrze  z  mimoś rodo­

wymi  cylindrami  nie  wykazują  tej  własnoś ci  (por.  [15,  18]). 

Klasyfikacja  kinematyczna  omawiana  w  dalszych  punktach  została  zapoczą tkowana 

pracami   C O L E M A N A  i  N O L L A  (por.  [19,  22]),  w  których  w  sposób  ogólny  zdefiniowano 

przepływy  wiskozymetryczne  (PW), przepływy  ze  stałą  historią  deformacji  (RSHD)  i  inne. 

Decydują ce  znaczenie  przy  takiej  klasyfikacji  posiada  historia  gradientu  deformacji, 

a  ś ciś lej jego  czę ś ci  odpowiedzialnej  za  czyste  wydłuż enie  (bez  efektów  obrotu).  Dla  pew­

nych  szczególnych  historii  deformacji,  nawet  ogólna  ciecz  prosta  C O L E M A N A ­ N O L L A 

(por.  [5])  o mniej  lub  bardziej  złoż onej  «pamię ci»  niewiele ma  do  zapamię tania,  a jej  rów­

nanie konstytutywne  upraszcza  się  istotnie. 

Punktem  wyjś cia  do  dalszej  analizy  bę dzie  równanie  konstytutywne  nieś ciś liwej  cieczy 

prostej  w  postaci  nastę pują cej: 

00 

(2.2)  T(0  =  ­pl+  5  (FX*)) ,  detFfc)  =  1, 
s=0 

gdzie  T(r)  jest  tensorem  naprę ż enia,  p  —  ciś nieniem  hydrostatycznym,  a  funkcjonał 

konstytutywny  5  spełnia  warunek  izotropii  (por.  [5]) 

00  co 

(2.3)  R(0)  С  (F|(*))Rr(0)  =  $  (R(*)F!(.,)Rr(0)),  R(0)  =  R ( i ) | , .0 . 
s=0  s=0 

I 
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dla  każ dego  ortogonalnego  R(s)  i  każ dej  historii  gradientu  wzglę dnej  deformacji  F|(.v) 

rozumianej  jako 

(2.4)  Ffc)  =  V,(ts),  s  e  [0,  oo), 

przy  czym  gradient  deformacji  wzglę dem  konfiguracji  odniesienia  w  aktualnej  chwili 

czasu  /  wynika  z  definicji 

(2.5)  F , ( T)  =  V X ( ( x , T ) ,  V  l(r)   =  Xr(x, T ) , 

gdzie  X ' ( x '  T )  okreś la  ruch  oś rodka.  Pole  prę dkoś ci  wynika  z  zależ noś ci 

(2­6)  v(x,0  =  j ^ X , ( x , T ) | I = ( .  

Prawy  tensor  wzglę dnej  deformacji  (tensor  Cauchy­Greena)  (por.  [5])  definiuje  się  nastę­

pują co: 

(2.7)  О Д   =  F, R(T)F,(r),  C,(0  =  F,(r)  =  1. 

3.  Przepływy  wiskozymetryczne 

Bardzo  obszerna  i geometrycznie prosta  klasa przepływów  wiskozymetrycznych  (ozna­
czanych dalej  skrótem  PW)  najwcześ niej  zainteresowała  badaczy  z  uwagi  na  jej  znaczenie 
teoretyczne  i  liczne  zastosowania  w  technologii,  badaniach  laboratoryjnych  itp.  (por. 
[5,23]). 

Dl a  ilustracji  własnoś ci  cieczy  ujawniają cych  się  w  ustalonych  i  nieustalonych  PW, 
posłuż ymy  się  przykładem  prostego  przepływu  ś cinają cego  (por.  [23]),  dla  którego  pole 
prę dkoś ci  i  równania  ruchu  przyjmują  w  kartezjań skim  układzie  współrzę dnych  postać  
nastę pują cą: 

(3.1)  Vх  =  xy,  vy  ­  vz  =  0, 

(3­2)  1(т)  =  x+xy{x­l),  ф )  =  y,  C(r)  =  z, 

gdzie  x  jest  stałą  szybkoś cią  ś cinania  (gradientem  ś cinania),  a  współrzę dne  (i,'tj,   C)  wy­
znaczają  położ enie  czą stki  w  dowolnym  czasie  x  <  t.  Historia  gradientu  wzglę dnej  de­
formacji  (2.5)  w postaci 

(3.3)  F',(s)  =  [M ]  = 
0  x  0 

0  0  0 

0  0  0 

gdzie  [M] jest  stałą  macierzą,  po  wstawieniu  do  (2.2)  i  wykorzystaniu  (2.3)  prowadzi  do 

zależ noś ci 

(3.4)  T(t)+pl  =  h(M). 

Funkcja  h  jest  funkcją  izotropową  spełniają cą  warunek 

(3.5)  Q h ( M ) QT  =  h ( Q M Qr ) . 
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dla  każ dego  ortogonalnego  Q.  Wybierając  Q  w postaci 

(3.6)  [QJ 

1  o 

0  1 

o  o 

o 

o 

otrzymamy  dla  tensora  naprę ż enia  macierz  nastę pują cą: 

(3.7)  [T]  = 

J­ ll  J­12  fj 

T21  T22  0 

0  0  T 33 

Powyż sze  wyniki  są  również  prawdziwe  dla  każ dego  przepływu,  w  którym  historia  gra­

dientu  deformacji  dla  wybranej  czą stki  materialnej  i chwili czasu  ma  postać  (3.3)  w pewnej 

ortonormalnej  bazie  gf.  Dowodzi  się  (por.  [5,23]),  że  baza  taka  istnieje  wtedy  i  tylko 

wtedy,  gdy  M 2  =  0.  Przepływy  spełniają ce  powyż sze  warunki  są  przepływami  lokalnie 

wiskozymetrycznymi. 

Wprowadzając  definicje  trzech  funkcji  wiskozymetrycznych  w  sposób  nastę pują cy: 

gdzie N  =  x~lM. 

Z  teorii  przepływów  wiskozymetrycznych  (por.  [5, 23])  wynika,  ż e: 

1)  Wszystkie  dotychczas  podane  zależ noś ci  są  słuszne  dla  zmiennej  (obracają cej  się) 

bazy  g,­;  zatem  funkcje  wiskozymetryczne  są  funkcjami  materiałowymi  niezależ nymi  od 

przyję tej  bazy  współrzę dnych. 

2)  Funkcja  naprę ż enia  ś cinają cego  x(x)  i  funkcje  róż nic  naprę ż eń  normalnych  (Ti(x), 

a2(x)  są  odpowiednio  nieparzystą  i  parzystymi  funkcjami  zmiennej  x. 

3)  Analogiczne  rozważ ania  są  prawdziwe  również  dla  przypadku,  w  którym  tensor  M 

(stały  dla  prostego  ś cinania),  szybkość  x  i  baza  g,­ zależą  od  czasu  aktualnego  t. 

Ustalony  PW  moż na  zatem  zdefiniować  jako  przepływ,  dla  którego 

przy czym  R(s)  jest tensorem ortogonalnym dla  każ dego  0  <  s  <  с о, a  tensor M  w bazie  g, 

ma  postać  (3.3)2. 

Uogólniając  powyż szą  definicję  na  przepływy  nieustalone,  moż na  stwierdzić,  że  dla 

nieustalonego  lokalnego  PW 

gdzie  g(s)  jest  funkcją  s,  zależ ną  również  od  parametru  t  (por.  (4.14)2).  Dany  PW  jest 

przepływem  globalnie  wiskozymetrycznym,  jeś li  zależ ność  (3.11)  jest  spełniona  wzdłuż  

r{x)  —  xrj(x)  =  T12, 

(3.8)  a1(x)=Tll­T33, 

a2(x)  =  T 2 2 ­ T 3 3 , 

(3.10)  (s)  =  R ( S) ( 1 ­J M ) ,  R ( 0 ) = 1, 

(3.11)  F',(s)  =  R(s)(l+g(s)M(t)),  R(0)  =  1, 
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toru  każ dej  czą stki  materialnej.  W  tym  przypadku  zamiast  funkcji  (3.8)  wprowadza  się  

nastę pują ce  funkcjonały  materiałowe  (por.  [5]): 

00 
f  (g(s))  =  T12, 

co 
(3.12)  S i (gis))  =  Г " ­ Г3 3 , 

5 = 0 

00 
s2  О г С О) =  г 2 2  ­  г 3 3 . 

Odpowiednie  równanie  konstytutywne  przyjmuje  postać  podobną  do  (3.9),  przy  czym 
zamiast  funkcji  wiskozymetrycznych  należy  wstawić  funkcjonały  (3.12). 

Klasa  PW  znajdują ca  szerokie  zastosowanie  w  reometrii  i  przetwórstwie  polimerów 
obejmuje  liczne znane  przepływy,  jak  przepływ  Poiseuille'a i  Couette'a,  przepływy  he­
likoidalne  i  skrę cają ce,  przepływ  w  reogoniometrze  Weissenberga  itp.  Należy  jednak  pa­
mię tać,  że  istnieją  również  inne  waż ne  przepływy  nie  należ ą ce  do  klasy  PW, jak  np.  prze­
pływy  rozcią gają ce  (PR), przepływy  w zbież nych  kanałach  i dyszach,  przepływy  w  reome­
trach  z mimoś rodami  itp.  (por.  [18]). 

4.  Przepływy  ze  stalą  i  proporcjonalną  historią  deformacji 

Istotnym  uogólnieniem  klasy ustalonych  PW są  tzw. ruchy ze  stałą  historią  deformacji 
(oznaczane  dalej  jako  RSHD)  zdefiniowane  przez  N O L L A  [19]  oraz  C O L E M A N A  [22]. Dla 
tych  ruchów,  podobnie jak  dla ustalonych PW, historia deformacji  otoczenia danej  czą stki 
jest  zawsze  taka  sama,  z  dokładnoś cią  do  sztywnego  obrotu. 

W  myśl  definicji  R S HD  (por.  [19,  16])  gradient  deformacji  wzglę dem  konfiguracji 
odniesienia  w dowolnie wybranej  chwili  0 przybiera  postać  

( 4 Л )  F 0(T )  =  Q ( r ) e x p( T M ) ,  Q(0)  =  1, 

przy  czym  M  jest  stałym  tensorem  (zależ nym  co  najwyż ej  od  parametru  ?),  zaś Q — do­
wolnym  tensorem  ortogonalnym  (np.  charakteryzują cym  obrót  czą stki  od  chwili  0  do 
chwili  aktualnej  /). 

Biorąc  pod  uwagę, że 

(4­2)  F 0 ( T )  =  F ( ( T ) F o ( 0 

oraz  wykorzystując  (2.7),  otrzymamy  historię  prawego  tensora  wzglę dnej  deformacji 
w postaci  nastę pują cej: 

(4.3)  О Д   =  Г ' Д д а)  =  е х р ( ­ Л / ) е х р ( ­ Л ), 

gdzie  L(f ) jest  obróconym  tensorem  parametrycznym  (poi.  [24])  oraz 

(4.4)  "  L(»)  ­  Q ( 0 M Q r ( 0 ­

Tensor  L  jest  gradientem  pola  prę dkoś ci  w  obracają cym  się  układzie  odniesienia  i  jego 

zwią zek  z gradientem  przestrzennym  L i jest  nastę pują cy: 

(4.5)  L x ( 0  =  Vv(x , 0  =  L ( 0  +  Q( 0 Q r ( 0­
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Dowodzi  się  (por.  [24,  18]),  że  wszystkie  ustalone  i  jednorodne  pola  prę dkoś ci,  dla 

których  L t  =  const,  generują  R S H D,  przy  czym  Q ( T )  =  1.  Natomiast  nie  dla  wszystkich 

R S HD  odpowiednie  pola  prę dkoś ci  są  ustalone  i  jednorodne;  warunek  L ,  =  const  jest 

warunkiem  wystarczają cym,  aby  Lt  =  0. 

Klasyfikację  R S HD  zdefiniowanych  wzorem  (4.1)  moż na  przeprowadzić  zgodnie 

ze  schematem  N O L L A  [19]  (por.  [18]).  Otrzymujemy  w  ten  sposób  trzy  podklasy,  dla 

których: 

I   — M 2  =  0, 

(4.6)  I I —  M 2  /  0,  M 3  =  0, 

II I  — M "   ф  0  dla  //  =  1,2,3,  ...  . 

Podklasa  (I ) obejmuje  wszystkie ustalone  PW,  dla  których  zawsze  M 2  =  0  i definicja  (4.1) 

staje  się  równoważ na  (3.10).  Do  podklasy  (II )  zalicza  się  tzw.  podwójnie  nałoż one  prze­

pływy  wiskozymetryczne  (por.  H U I L G O L  [25]),  powstałe  ze  złoż enia  niektórych  pól  prę d­

koś ci  dla  zwykłych  PW.  Najbardziej  interesują cą  wydaje  się  podklasa  (III )  obejmują ca 

oprócz  potrójnie  nałoż onych  przepływów  wiskozymetrycznych  (por.  [25]),  ustalone  prze­

pływy  rozcią gają ce  (PR),  przepływy  w ortogonalnym reometrze Maxwella  i inne  (por.  [18]). 

Warto  również  podkreś lić,  że  przepływy  powstają ce  ze  złoż enia  kilk u  PW  mogą  należ eć  

do  każ dej  z  trzech  wymienionych  podklas.  I  tak  np.  złoż enie  przepływów  Poiseuille'a 

i  Couette'a  daje  wiskozymetryczny  przepływ  helikoidalny,  podczas  gdy  złoż enie  dwóch 

prostopadłych  przepływów  ś cinają cych  prowadzi  do  przypadku  czystego  ś cinania,  równo­

waż nego  przepływowi  rozcią gają cemu  (PR)  (por.  [16,25]). 

Podstawienie  (4.3)  do  równania  konstytutywnego  nieś ciś liwej  cieczy  prostej  w  postaci 

00 

(4.7)  T(0  =  ­pl+  (5  (CCO),  detCfCs) =  1, 
s=0 

gdzie  (5  jest  funkcjonałem  izotropowym,  prowadzi  do  zależ noś ci  (por.  [18]): 

(4.8)  T(0  =  ­ />l  + g(L),  Qg(L)Q7  =  g (QLQT ) . 

Twierdzenie  o  reprezentacji  udowodnione  przez  W A N G A  [26]  daje 

(4.9)  T(0  ­  ­pl  +  t(Al­,A2,A3), 

gdzie  A ;  (/  =  1,2,3)  oznaczają  trzy  pierwsze  tensory  kinematyczne  Rivlina­Ericksena 
[por.  (1.2)].  Dla  wielu  interesują cych  przypadków,  a  w  szczególnoś ci,  gdy  wartoś ci  własne 
tensora  A !  są  róż ne,  funkcja  f  w  (4.9)  zależy  tylko  od  argumentów  A j  i A 2 .  Mamy  wów­
czas  (por.  [6]): 

(4.10)  T(f)  =  ­/?1  +  а ! А 1 + а 2 А 2  +  а з А| +  а4 А ! +  а5 ( А 1 А 2 ­ | ­ А 2 А 1 )  + 

+  а6 ( А 2 А 2  + А 2 А
2 ) +  а7 ( А 1 А 1 + А | А] )  +  а8 ( А 2 А 1 + А 1А ?), 

gdzie  A,­  (i  =  1,  8)  są  funkcjami  wspólnych  niezmienników  utworzonych  z  A x  i  A 2 . 

Dl a  każ dego  R S HD  ilość  niezależ nych  funkcji  materiałowych  wynosi  co  najwyż ej 

pię ć.  Na  przykład  dla  prostego  rozcią gania  (PR),  dla  którego  A 2  =  A ?,  otrzymamy 

(4.11)  T(0=  ­ > l + / ?1 ( f rAJ )A 1 +^ 2 ( t iA f )A f . 
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Funkcje  S\  i B2  wyraż ają  się  w prosty  sposób  przez  funkcje  materiałowe  a,­.  Istnieje  zatem 

moż liwość  wykorzystania  równań  konstytutywnych  okreś lonych  dla  niektórych  przepły­

wów  podklasy  (III )  do  opisu  własnoś ci  cieczy  w  innych  przepływach  należ ą cych  do  tej 

samej  podklasy,  np.  w  przepływach  rozcią gają cych  (por.  [17,  18]). 

Dalszym  uogólnieniem  klasy  R S HD  są  tzw.  ruchy  z  proporcjonalną  historią  deformacji 

(por.  Z A H O R S K I  [17]),  oznaczane  dalej  jako  R P H D.  W  założ eniu,  że  w  zależ noś ci  po­

dobnej  do  (4.1)  wykładnik  tensorowy  odpowiedzialny  za  historię  czystego  odkształcenia 

jest  proporcjonalny  do  pewnej  gładkiej  funkcji  czasu  k(r),  otrzymamy  nastę pują cą  de­

finicj ę  R P H D: 

(4.12)  F 0 ( T )  =  Q ( r ) e x p( * ( T ) M ) ,  Q(0)  =  1,  *(0)  =  0, 

gdzie  M  jest  stałym  tensorem,  a  Q ( T ) —  tensorem  ortogonalnym. 

Postę pując  podobnie  jak  poprzednio,  moż na  wykazać,  że  dla  R P HD  (por.  [17]): 

(4.13)  C!(.v)  =  F{ r(*)F!(s)  =  exp(g(.v)N>xp(g(*)N), 

gdzie 

(4.14)  N(0  =  Q ( ? ) M Q 7 ' ( 0 ,  g(s)  =  k(f­s)­k(t). 

Wprowadzając  poję cie  obróconego  tensora  parametrycznego  (por.  [24]),  mianowicie 

(4.15)  L(f )  =  Q(0M*(0Q r (0  =  N ( * ) Ł (0 , 

otrzymamy  równoważ ną  definicję  R P H D: 

(4.16)  C,(s)  =  e x p /L R \ е х р (g { s )  L \ . 

Tensor  L jest  również  gradientem  pola  prę dkoś ci  w  obracają cym  się  układzie  odniesienia. 

Podobnie  jak  dla  R S HD  moż na  dowieś ć,  że  wszystkie  jednorodne  w  przestrzeni 

pola  prę dkoś ci,  dla  których  L ^ f )  =  Nk(t),  gdzie  N  =  const,  generują  R P H D,  przy  czym 

Q ( T ) =  1  (por.  [17]), jeś li  tylko  funkcja  k\t)  jest  całkowalna.  Także  klasyfikację  R P HD 

przeprowadza  się  podobnie  [por.  (4.6)].  O  zaliczeniu  przepływu  do  danej  podklasy  decy­

duje  tensor  M , N  lub  L . Podklasa  (I)  obejmuje  wszystkie nieustalone PW  z  proporcjonalną  

historią  w  zdefiniowanym  sensie.  Ruchy  złoż one  z  dwóch  łub  trzech  nieustalonych  PW 

bę dą  na  ogół  należ eć  do  podklasy  (II)  i  (III) .  Nieustalone  przepływy  rozcią gają ce  (PR) 

z  proporcjonalną  historią  deformacji  oraz  pewne  nieustalone  przepływy  w  reometrach 

nowego  typu  (por.  [18])  znajdą  się  w  podklasie  (III) . 

Podstawiając  (4.13)  lub  (4.16)  do  równania  konstytutywnego  (4.7),  otrzymamy 

00  00 

(4.17)  T(0  =  ­pl+  §  (*(*);N )  =  ­pl+  Я  (g(s) ;L), 

przy  czym  funkcjonały  lub  Я  są  równocześ nie  funkcjami  izotropowymi  argumentów 

N  lub  L . 

Twierdzenie  o  reprezentacji  dla  R P HD  ( Z A H O R S K I  [17])  rozróż nia  trzy  nastę pują ce 

przypadki:  1)  A t  ma  trzy  róż ne  wartoś ci  własne,  2)  A t  ma  tylko  dwie  równe  wartoś ci 

własne,  3)  A x  ma  trzy  identyczne  wartoś ci  własne.  Na  podstawie  tego  twierdzenia  równa­

nia  konstytutywne  przyjmują  jedną  z  poniż szych  postaci: 
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(4.18)  T(0  =  ­pl+  fi   (g(s);At(t),A2(t)), 
5=0 

00 

(4.19)  T(f) =  ­pl+W  (g(s); A ,(0, A 2(0, A 3(0). 

Funkcjonały  fi   lub 9Л są  równocześ nie  izotropowymi  funkcjami  argumentów  zapisanych 

po  ś redniku.  Dla  równania  (4.18) pozostaje  w mocy  rozwinię cie  typu  (4.10), z tym  że od­

powiednie  аг  zależą  od czasu  aktualnego  t  oraz  wspólnych  niezmienników  utworzonych 

z  A ! i A 2 .  Jeś li  funkcja  k(r)  zawiera  inne parametry  przepływu,  np. czę stość  drgań,  to  а ,­

zależą  również od tych  parametrów. 

Jako  ilustrację  R P HD  rozważ my  nieustalony  przepływ  w  ortogonalnym  reometrze 

Maxwella  (por.  [21]).  Ponieważ  równanie  typu  (4.10) jest  słuszne  zarówno  dla  przepływu 

w  reometrze  Maxwella  (podklasa  III) ,  jak i dla przepływu  rozcią gają cego  (PR),  funkcje 

materiałowe  lub  ich  kombinacje  wyznaczone  dla  przepływu  w reometrze  mogą  być  wyko­

rzystane  w sposób  przybliż ony  do wyznaczania  lepkoś ci  podłuż nej  w przepływie  rozcią­

gają cym  z  identyczną  zależ noś cią  od czasu  k(r). 

5.  Przepływy  z  nałoż onymi  proporcjonalnymi  historiami  deformacji  i  przepływy  złoż one 

W  celu  dalszego  uogólnienia  definicji  (4.1)  i  (4.2)  moż na  założ yć, że dla  wielu  przepły­

wów  złoż onych  gradient  deformacji  wzglę dem  konfiguracji  w chwili  0 przyjmuje  postać  

(por.  [17])  ' 
П  

(5.1)  F 0 (T ) =  Q(r)exp(  У ^ ( т ) М , ),  Q(0)  =  1,  *,(0) = 0, 
;=  i 

gdzie  M,­(/ =  1, . . . ,«)  oznaczają  stałe  tensory,  &;(т) —  dowolne  gładkie  funkcje  czasu, 

zaś  Q ( T )  — tensor  ortogonalny.  Dla tak zdefiniowanych  ruchów  z nałoż onymi  proporcjo­

nalnymi  historiami  deformacji  (oznaczanych  skrótem  R N P H D ),  przyjmujemy  ponadto, 

że 
n 

(5.2)  F 0 ( T )  =  Q ( T ) / j e x p ( f c , ( T ) M , ) ,  М * М,  =  М , М ,, 
i= 1 

tzn.  że tensory  M ;  wzajemnie  komutują. 

Postę pując  podobnie jak  poprzednio i  oznaczając 

(5.3)  gi{s) = ki{t­s)­ki(l),  i = 1 , 2 ,.  ..,n, 

otrzymamy 
и  n 

(5­4)  q ( j) =  exp(  J ^ W N f j c x p )  j ^ , C > ) N ») 

lub 

(5.5)  Ct(s) = 
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gdzie 

(5.6)  N,(0 =  Q ( / ) M , QT ( / ) ,  L,(0 =  Q(t)MMt)QT(t)  =  N,*,(0­
n 

Podobnie jak  dla  R P H D,  pola  prę dkoś ci z gradientami  w postaci  L ,  =  £  £j(/)Ni ,  gdzie  N,­
f=  i 

są  stałymi  komutują cymi  tensorami, a  ki(t) —  funkcjami  całkowalnymi,  zawsze  generują  
przepływy  należ ą ce  do  R N P H D.  Klasyfikację  tych  przepływów  moż na  również  przepro­

si 

wadzić  badając  własnoś ci  tensora  L =  ki(t)Ni(t). Na  przykład,  dla  ruchów  złoż onych 
i=  i 

z  dwóch  PW,  dla których  L ' 2  =  L " 2  = 0, przepływ  okreś lony  przez  L =  L ' + L "  należy 

do  podklasy  PW,  wtedy  i tylko  wtedy, jeś li 
(5.7)  L ' L " =  L " L ' = 0. 

Przykładem  takiego  przepływu  jest  przepływ  helikoidalny,  w  którym  prę dkość  ką towa 

i  osiowa  zależą  w róż ny  sposób  od czasu. 

Równania  konstytutywne  dla omawianej  obecnie  klasy  R N P HD  otrzymamy  pod­

stawiając  np. (5.4) do  równania  (4.7).  Mamy  wówczas  (por.  [17]) 

00 

(5.8)  T(0 =  ­pl+  (g,(a)i N , ),  / =  1,2, 

przy  czym 
00  00  /  1 

(5­9)  Q  SR (jgt(s); N , ) Q r  =  SR  a , g , ( i ) ; — Q N; Q
r 

dla  każ dego  ortogonalnego  Q  i  wszystkich  zbiorów  rzeczywistych  niezerowych  a,­.  Po­

dobne  równania  obowią zują  również  dla  tensorów L,­. 

Szczególnie  interesują cy,  ze  wzglę du  na  liczne  zastosowania,  jest  przypadek  dwóch 
nałoż onych­ruchów,  z których  pierwszy  (oznaczony  wskaź nikiem  1) jest  ruchem  podsta­
wowym,  najczę ś ciej  ustalonym,  a  drugi  (oznaczony  wskaź nikiem  2) —  ruchem  dodatko­
wym  nałoż onym  na ruch podstawowy.  Wówczas 

< 5 Л ° )  C|(.v)  =  е х р ( ^ ) К ( ) С2 ( л ) е х р ( ^ № ), 

gdzie 

(5Л  0  Ca( ł )  =  exp ( ^v )NŁ )exp (Ł2 ( . v )N 2 ) . 

Należy  pamię tać,  że  dla  przepływów  izochorycznych 

(5.12)  detC,(j)  ­  detCi(5)  =  detC2(^)  =  1,  t r N t  =  t r N 2  = 0. 

Podstawiając  (5.10)  do  (4.7) moż na  pokazać  (por.  [27,28]), że 

00 

(5.13)  T(/)  =  ­ P l +   9? (gl(s),  G(s);  N ^ ,  G(s) =  C2 ( . v ) ­1, 

przy  czym  5R jest  funkcjonałem  wzglę dem  gi(s) i  G(.v)  oraz  izotropową  funkcją  argu­

mentu  N l . 

Dl a  pewnych  typów  ruchów  dodatkowych,  mianowicie  dla historii  mało  róż nią cych 

się  w sensie  odpowiedniej  normy,  moż na  uzyskać  bardziej  konkretną  postać  równania 

(5.13). Zgodnie z zasadą  zanikają cej  pamię ci  (por.  [5]),  jeś li  funkcjonał  9? jest  róż niczko­
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walny w sensie  Frć cheta  wzglę dem  G(s) w są siedztwie  zerowej  historii,  bę dąc  jednocześ nie 
cią głym  wzglę dem gi(s) i N , , to 

CO  00  00 

(5.14)  9? (gl(s),G(s);  N .) =  5R  0; N ,) + dG  5R ( ^ ( * ) | G ( J ) ; ^ )  +  о( | |С ( * ) | |А ) , 
5=0  5=0  s=0 

gdzie  ÓGR  oznacza  funkcjonał  liniowy  wzglę dem  G(s)  oraz 

(5.15)  li m ̂ l iS  ̂= 0,  tr<5G i  ( ^ ( J ) | G ( * ) ;  N t )  = 0. 

|jG|j­>0 IIGIK^)2

 S = 0

V 

Funkcjonał  liniowy  wzglę dem G(.v) może  być przedstawiony  w postaci  całki 
00 

co  r 

(5­16)  ÓG 9? (s.COIGCv); N , ) = J  <Pf^(ł);  N . )  [G(*)]A, 
s=0  0 

gdzie <Ż>[G(.v)] oznacza  transformację  liniową. 
Dalszy  postęp  w rozwinię ciu  równań  (5.13),  (5.16)  uzyskuje  się dla ustalonych  wisko­

zymetrycznych  lub  rozcią gają cych  przepływów  podstawowych.  Wtedy  funkcjonał 
co 
9?  (gi(5)>  0; N ,) sprowadza  się do postaci  zbliż onej  do (3.9)  lub (4.11). Moż liwe  jest rów­

s=0 

nież  rozwinię cie  wyraż enia  podcałkowego  w (5.16),  przy  czym  współczynniki  rozwinię cia 
są  funkcjami  zarówno  s, jak  i x2  =  t rN fN j  (por. [27]). 

Czę sto  ruchy  dodatkowe  charakteryzują ce  się  małymi  deformacjami  wystę pują  w po­
staci  okresowo  oscylują cych  zaburzeń  nałoż onych  na ustalone  przepływy  podstawowe. 
Moż na  wówczas  rozważ ać  dwa rodzaje  zagadnień:  1)  wpływ  szybkoś ci  odkształcenia 
przepływu  podstawowego  na  dynamiczne  charakterystyki  (lepkoś ci,  moduły,  podat­
noś ci  itp.)  cieczy  w przepływie  zaburzonym, 2) wpływ  czę stoś ci,  amplitudy  itp.  zaburzeń  
na  parametry  ustalonego  przepływu  podstawowego.  Z punktu  widzenia  geometrii  prze­
pływu,  zaburzenia  mogą  wystę pować w kierunku  równoległym  i prostopadłym  do kierun­
ku  przepływu  podstawowego. 

Na  przykład,  lepkoś ci  dynamiczne  cieczy  w  zaburzonych  przepływach  ś cinają cych 
są z reguły  mniejsze  niż odpowiednia  lepkość  TJ(0) dla przepływu  ustalonego  przy  zerowej 
szybkoś ci  ś cinania.  Dla bardzo  małych  czę stoś ci  otrzymuje  się  nastę pują ce  wartoś ci  gra­
niczne  (por.  [27, 28]): 

( „ 7 ,  ; , < * , „ „   * « . ^ ( 1 + * Ł ) 

przy  zaburzeniach  równoległych  oraz 

(5.18)  li m r j '±(x,  co) =  =  v(x) 
ш 0̂  X 

przy  zaburzeniach  prostopadłych.  r(x) jest  wiskozymetryczną  funkcją  naprę ż enia  ś cinają­
cego,  a  r\(x) — funkcją  lepkoś ci  dla przepływu  ustalonego.  Podobne  zależ noś ci  obowią­
zują  również  dla modułów  dynamicznych  i  wielkoś ci  charakteryzują cych  naprę ż enia 
normalne  (por.  [28, 29]). 

Jak  wykazali   J O N ES  i  W A L T E R S  [30]  wpływ  małych  oscylują cych  zaburzeń  na charak­
terystyki  przepływu  podstawowego  może  być w  pewnych  przypadkach  dość  znaczny. 
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Oznaczając  przez  e  mały  parametr  okreś lają cy  stosunek  szybkoś ci  zmiany  amplitudy 

równoległego  zaburzenia  do  szybkoś ci  ustalonego  ś cinania  x,  otrzymamy 

00 

(5.19)  l imzl<T 1 2>  = ­  e2x3  I  y(s,x2)s2ds  dla  e =  const. 
ш ­>0  О  

A  zatem  zmiana  ś redniego  naprę ż enia  ś cinają cego  <T , 2>  jest w granicy co  ­» 0 proporcjo­
nalna do kwadratu  parametru  s2.  Podobne  zmiany  wystę pują  dla naprę ż eń  normalnych 
oraz  w przypadku  zaburzeń  prostopadłych.  Doś wiadczalnie  zaobserwowano  (por.  [30]) 
przeszło  10%  redukcję  ś redniego  momentu  obrotowego  dla roztworów  poliakryloamidu 
badanych  w reometrze  Weissenberga  z zaburzonym  przepływem  obrotowym. 

Przedstawiona  w niniejszym  punkcie  klasa  R N P HD  obejmuje  wszystkie  poprzednio 
omówione  klasy  przepływów  jako  przypadki  szczególne.  Na rys.  2 podano  schemat  kla­
syfikacji  ułatwiają cy  zrozumienie  relacji  mię dzy  róż nymi  klasami  przepływów. 

RNPHD 

Male  oscylacj e 

przepływ  ust alony 

Zaburzone  Zaburzone 

PR  PW 

I 
~1 

Ust alone 

PR 

Nieust alone 

PW 

Ust alone 

PW 

RSHD 

RPHD 

Rys.  2 

Nieust alone  Nieust alone 

PR  inne 

'  1 
Ust alone 

noToż one 

PW 

Ust alone 

inne 

Na  zakoń czenie  krótkiego  przeglą du  zagadnień,  poś wię conych  kinematycznej  analizie 
przepływów  cieczy  lepkosprę ż ystych,  należy  jeszcze  raz podkreś lić  ogólny  charakter ta­
kiego  podejś cia.  Znajomość  kinematyki  danego  przepływu,  należ ą cego  do  okreś lonej 
klasy,  pozwala  na wykorzystanie  właś ciwych  równań  konstytutywnych  bez ż adnych do­
datkowych  założ eń  modelowych. Stwarza to z kolei  moż liwość  porównywania  przepływów 
należ ą cych  do  tej  samej klasy  lub  podklasy.  Należy jednak pamię tać,  że stosowanie  analizy 
kinematycznej do rozwią zania  róż nych  zagadnień  brzegowych jest  procesem  typowo ite­
racyjnym.  Założ enie  okreś lonej  kinematyki  przepływu,  a  nastę pnie  stosowanie  uprosz­
czonych  równań  konstytutywnych wymaga ponownego sprawdzenia  warunków  przepływu 
łą cznie  z warunkami  brzegowymi.  Również  rola  badań  doś wiadczalnych,  pozwalają cych 
na  okreś lenie  odpowiednich  funkcji  lub  parametrów  materiałowych  charakterystycznych 
dla  danej  klasy  przepływów, jest  w dalszym  cią gu  bardzo  istotna. 
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Р е з ю ме  

К И Н Е М А Т И Ч Е С К ИЙ  А Н А Л ИЗ  Т Е Ч Е Н ИЯ  Н Е Л И Н Е Й Н О ­ В Я З К О ­ У П Р У Г ОЙ  

Ж И Д К О С ТИ  

В  с о в р е м е н н ой  р е о л о г ии  в я з к о ­у п р у г их  ж и д к о с т ей  м о ж но  в ы д е л и ть  т ри  о б щ их  п о д х о д а: 

1)  э м п и р и ч е с к ий  п о д х о д,  2)  а с и м п т о т и ч е с к ий  п о д х од  —  п р и м е н я е м ый  д ля м е д л е н н ых  и ли о п а з д ы­

в а ю щ их  т е ч е н и й,  3)  к и н е м а т и ч е с к ий  п о д х о д,  в  к о т о р ом  в ы в о д я т ся  у п р о щ е н н ые  ф и з и ч е с к ие  у р а в­

н е н ия  д ля  о т д е л ь н ых  с л у ч а ев  и с т о р ии  д е ф о р м и р о в а н и я,  г е о м е т р ии  т е ч е н ия  и  т. п. 

В  р а б о те  п р е д с т а в л ен  к и н е м а т и ч е с к ий  п о д х о д,  на  о с н о в а н ии  к о т о р о го  к о р о т ко  о г о в о р е ны  

с в о й с т ва  в и с к о з и м е т р и ч е с к их  т е ч е н и й,  т е ч е н ий  с  п о с т о я н н ы ми  и  п р о п о р ц и о н а л ь н ы ми  и с т о р и я ми  

д е ф о р м и р о в а н ия  а  т а к же  д р у г и х,  б о л ее  с л о ж н ых  т е ч е н и й,  в к л ю ч ая  т е ч е н ия  с  н а к л а д ы в а е м ой  

п р о п о р ц и о н а л ь н ой  и с т о р и ей  д е ф о р м и р о в а н и я.  Р яд в ы б р а н н ых  с л у ч а ев  т е ч е н ия  р а с с м о т р ен  б о л ее  

д е т а л ь н о. 

S u m  m a r y 

K I N E M A T I C A L  F L O W  ANALYSI S  OF  NON­L INEA R  VISCOELASTI C  FLUID S 

In  the  modern  rheology  of  viscoelastic  fluids  three  general  ways  of  approach  can  be  distinguished: 

1) an empirical approach, 2) an asymtotic  approach applied for  slow or  retarded motions,  3) a kinematical 

classification  approach for  which certain simplified constitutive  equations are derived  for  particular  defor­

mation  histories,  flow  geometries  etc. 

According  to  the  kinematical approach we  briefl y discuss properties  of  viscometric  flows, flows  with 

constant  and  proportional  stretch  histories  as  well  as  other   more  complex  flows,  including  flows  with 

superposed  proportional  stretch  histories.  Certain examples  of  particular  classes  of  flows  are  discussed 

in  greater   detail. 
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