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1. Wstep

W chwili obecnej rozwdj reologii nienewtonowskich cieczy lepkosprezystych odbywa
sig w kilku kierunkach opierajacych sig¢ na trzech podstawowych podejsciach: 1) empirycz-
nym, 2) asymptotycznym i 3) kinematycznym.

W najstarszym historycznie podejéciu empirycznym zasadnicze znaczenie posiada
zgodno$§¢ postulowanych réwnan konstytutywnych z zachowaniem si¢ cieczy rzeczywi-
stych. Ograniczony charakter klasycznego modelu cieczy Newtona oraz dazenie do iloécio-
wego ujecia takich zjawisk, jak zmienna lepkosé cieczy przy réznych szybkosciach przeplywu,
efekty relaksacyjne i efekty naprezen normalnych, przeplywy wtorne w rurach o przekro-
jach niekotowych itp., doprowadzity do olbrzymiej ilosci réZnych modeli empirycznych
stosowanych przez réznych autoréw (por. np. [l, 2, 3, 4]). Niewatpliwa zaletg podejécia
empirycznego jest mozliwo$¢ uzyskania stosunkowo prostych réwnan pozwalajacych na
efektywne rozwigzania wielu zagadnien praktycznych. Zasadnicza jego wada jest brak
jakichkolwiek gwarancji, ze réwnania empiryczne dobrze opisujace wlasnosci cieczy w pew-
nych szczegblnych przeptywach okaza si¢ wystarczajaco dobre dla innych przepltywdw.

Podejécie asymptotyczne, oparte na teoretycznych podstawach mechaniki o$rodkdow
ciggtych, pozwala na uzyskanie uproszczonych réwnan konstytutywnych dla przeplywodw
wystarczajaco powolnych, opéznionych, z matymi deformacjami, malymi czgstosciami
itp. Dzigki podstawowym dzi§ pracom RivLINA, GREENA, COLEMANA, NoLLA, TRUES-
DELLA i innych badaczy (por. [5, 6,7, 8, 9]), ten sposéb doprowadzil do sformuiowania
matematycznej teorii rozwinig¢ asymptotycznych oraz do rozwiazania wielu interesujacych
zagadnien. PowaZzng wada asymptotycznego podejscia sg doé¢ silne zaloZenia ogranicza-
jace, co prowadzi do zadowalajacych wynikéw tylko przy $cistym spetnieniu tych zatozen.
W wigkszosci wypadkow konieczna jest réwniez znajomosc¢ rozwiazan odpowiednich zagad-
nien opisywanych réwnaniami Naviera-Stokesa (por. [5, 10]).

Dla ilustracji postuzymy si¢ przykladem niescisliwej cieczy rzedu drugiego (por. [5]),
ktdrej rownanie konstytutywne dosé dobrze opisuje stosunkowo powolne przeplywy cieczy
lepkosprezystych z malymi czasami charakterystycznymi (naturalnymi). Réwnanie to
przybiera posta¢ (por. np. [10])

(1.1 T(t) = —pl4+naA, —no0A,+1n,(0+0*)AT, trA, =0,

gdzie T(z) jest tensorem naprezenia, p — cisnieniem hydrostatycznym, za§ A; (i = 1,2, ...)

oznaczaja kinematyczne tensory Rivlina-Ericksena (por. [6, 5]) zdefiniowane nastgpujaco:
» A, = Vv (V)T

(1.2) Avsr = A+ AVYH (VA
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przy czym v(x, () jest polem predkosci, zas kropka oznaczono materialna pochodna
wzgledem czasu. Stala materiatowa 7, posiada wymiar lepkosci, a stale 6 i 6* — wymiar
czasu (0 — charakterystyczny czas cieczy). W zaloZeniu, Ze przeplyw jest przeplywem
petzajacym (quasi-statycznym), dla ktérego pole predkoéci i ciSnienie moga byé przedsta-
wione w postaci: v = v, +v,+ ..., p = p,+p,+ ..., gdzie jedynka oznaczono odpowied-
nie wielkosci dla cieczy newtonowskiej, réownania réwnowagi prowadzg do zaleznosci
(por. [11]):

Vp —10V?v, =0,
(1.3) Vp2—10V2vy = —no0div(As(v) —AT(v) +700*divAi(y,)),
Pierwsze z powyiszych réwnan jest réwnaniem Naviera-Stokesa dla przeplywu quasi-
statycznego, drugie posiada identyczng strukturg, a jego prawa strona zalezy wylacz-
nie od v,, {j. od predkosci odpowiadajacej rozwigzaniu zagadnienia brzegowego dla cieczy
newtonowskiej. PipkiN [10] przedyskutowal przypadki, w ktérych prawa strona (1.3),
jest pewnym polem bezwirowym.

Powyzszy przyklad dobrze ilustruje rolg, jaka znajomo$é rozwigzan réwnan Naviera-
Stokesa odgrywa przy stosowaniu metody kolejnych przyblizen dla niesciéliwej cieczy
rzgdu drugiego, ktorej model jest rozwinigciem asymptotycznym réwnat konstytutywnych
cieczy prostej (por. [5,9]).

Podejscie kinematyczne, zgodne z odpowiednig klasyfikacja przeplywéw (por. [5, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18]), pozwala na wyprowadzenie uproszczonych réwnan konstytutyw-
nych przy zalozeniu szczegdlnych historii deformacji, geometrii przeplywdw itp. W litera-
turze mozna spotka¢ rézne sposoby kinematycznej klasyfikacji przeplywow (por. TRu-
ESDELL, NOLL [5] TANNER [12], LODGE [14], LODGE i WALTERS [15]); w dalszych rozwaza-
niach bgdziemy postgpowaé zgodnie ze schematem zaproponowanym przez NoLra [19]
1 rozwinigtym w pracach autora [16, 17, 18]. Zaleta takiego podejscia jest mozliwo$é
uzyskania ogdlnych dla danej klasy przeptywow réwnan konstytutywnych oraz mozliwo$é
bezposrednich poréwnan mig¢dzy réznymi przeptywami nalezacymi do tej samej klasy.
Jednakze kinematyczna analiza przeplywdw czg¢sto prowadzi do zbyt zlozonych réwnan,
zawierajgcych wigksza liczbg funkcji lub statych materialowych.

W niniejszym przegladzie omawiamy krétko rézne sposoby kinematycznej klasyfikacji
przeplywéw, a nastgpnie przechodzimy do przedyskutowania przeplywéw wiskozyme-
trycznych (PW), ruchdw ze stala historig deformacji (RSHD) i ruchéw z proporcjonalng
historia deformacji (RPHD). Dalszymi uogélnieniami bgda ruchy z naloZonymi propor-
cjonalnymi historiami deformacji (RNPHD), a w szczegdlnosci przeptywy zlozone z usta-
lonego przeptywu podstawowego (wiskozymetrycznego lub rozciggajacego) i malych
dodatkowych zaburzen o charakterze oscylacyjnym.

2. Roézne sposoby kinematycznej klasyfikacji przeplywow

oy . . . , - . gr s . 4

Rozw6j mechaniki o$rodkéw cigglych, a w szczegdnosci nieliniowych cieczy lepko-
sprezystych, doprowadzit do stwierdzenia, Ze tylko okre$lone wiasnosci cieczy odgrywaja
istotng rolg¢ w przeplywach charakteryzujacych sie szczegdlnym typem historii kinema-
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tycznej (por. TRUESDELL, NoLL [5], PipkIN [10], ASTARITA, DENN [13]). Innymi stowy,
ilos¢ informacji o wiasno§ciach danej, nawet bardzo ogélnej, cieczy jest ograniczona
1 zalezy wylacznie od tego do jakiej klasy kinematycznej nalezy rozwaZany przeplyw.
W tym tez sensie niektére rownania konstytutywne (np. nieécisliwej cieczy rzgdu drugiego)
otrzymane za pomoca metod asymptotycznych zachowuja swoja waznosé dla okres§lonych
klas przepltywéw (por. [5]).

Stosowane przez niektérych autoréw sposoby kinematycznej klasyfikacji przeptywow
sa rézne, a nawet nie zawsze prowadza do rozlacznego podzialu przeplywow. O wyborze
takiego lub innego sposobu podzialu moze decydowaé matematyczna prostota réwnan,
mozliwoé¢ wykorzystania réwnan obowigzujacych w ramach tej samej klasy do opisu
réznych przeptywdw, a nawet znaczenie danej klasy przeplywdéw w zastosowaniach prak-
tycznych. Rozwazmy kilka spotykanych w literaturze sposobéw klasyfikacji przeptywow.

Zgodnie z propozycja PipkiNa [10], wszystkie $cinajace przeplywy cieczy lepkosprezy-
stych mozna rozwaza¢ na nastgpujacym schemacie (rys. 1). Na osi odcigtych odkiada sig
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Rys. 1

iloczyn charakterystycznego czasu cieczy 0 (np. sredniego czasu relaksacji) przez czgstosé
o charakteryzujaca przeptyw, przy czym skala jest taka, Ze iloczyn ten zmienia si¢ od zera
do nieskoniczonosci. Na osi rzgdnych odmierza si¢ bezwymiarowg amplitude deformacji a.
Dla matych wartoéci fw otrzymujemy ustalone przeptywy $cinajace (por. p. 3), a dla bardzo
duzych fw — skonczone odksztalcenia osrodkéw sprezystych. Poniewaz mate amplitudy a
odpowiadajg liniowej lepkosprezystosci, w lewym dolnym rogu schematu, tj. dla bardzo
malych Ow 1 a, jest miejsce dla klasycznych lepkich cieczy Newtona. W prawym dolnym
rogu, tj. dla bardzo duzych 6w i bardzo malych a, nalezy umiesci¢ osrodki liniowo spre-
zyste. Chociaz powyZszy schemat dobrze ilustruje rolg, jaka parametry o wymiarze czasu,
a $cislej stosunek czasu charakterystycznego cieczy 6 do czasu o' — charakteryzujacego
proces, odgrywaja przy badaniu przeptywdw, niewiele potrafimy powiedzie¢ o §rodkowej
czgdei diagramu. Tutaj mieszcza si¢ wszystkie przeplywy, dla ktdrych istotne sg lepko-
sprezyste wilasnosci cieczy, a deformacje wystarczajaco duze.

Inng klasyfikacje, opierajaca si¢ na wczesniejszych rozwazaniach LODGE’A [2], pro-
ponuje TANNER [12], kt6ry dzieli przeptywy na «silne» i «stabe». Przyktadami tych klas

2%
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przeptyw6w 'sa proste przeplywy rozciagajace (PR) 1 $cinajace, opisane nastgpujacymi
polami predkosci:

]
2.1 v = EG(2ix—jy—kz), v = yiy,

przy czym G oznacza podtuzny gradient rozciagania, a y — poprzeczny gradient $cinania.
Przymiotniki «silne» i «stabe» pochodza od wzglednej zdolnosci danego przeptywu do
odksztalcania mikrostruktury cieczy, co prowadzi do istotnie réZnych pdl naprezen.
Obliczenie separacji plaszczyzn znajdujacych si¢ poczatkowo blisko siebie pokazuje,
ze w przeptywach rozciagajacych (silnych) mamy wykiadnicza zalezno$¢ od czasu (pro-
porcjonalng do exp2G(r—t), gdzie 1 oznacza aktualna chwil¢ czasu), a w przeptywach
$cinajacych (stabych) — co najwyzej algebraiczng (np. rzgdu p2(7—1)?). Wszystkie prze-
plywy mozna w ten sposob zaliczy¢ albo do stabych, albo tez do silnych. Na przykiad,
ruchy ze stala historig deformacji (por. p. 4) naleza do przeptywow stabych (por. [12]).

Bardziej zlozona kinematyczna klasyfikacj¢ przeplywéw zaproponowal niedawno
LoDGE [14] (por. takze LODGE i WALTERS [15]), dzielac wszystkie przeplywy na «$cinajace»
1 «rozciggajace» (PR). W mySl jego definicji przeptyw nalezy do klasy przeptywow $cina-
Jjacych, jesli: 1) kazdy poruszajacy si¢ element materialny zachowuje swoja objetosc,
2) istnieje jednoparametrowa rodzina izometrycznych (nierozciagliwych) powierzchni
materialnych, ktéra mozna zwiaza¢ z odpowiednim ukladem wspdirzednych konwekcyj-
cyjnych (deformujacych si¢ razem z o$rodkiem). Dalszy podziat obejmuje definicje prze-
plywéw jednokierunkowych, ustalonych, niezaleznych od czasu itp. Klasyfikacja LODGE’A
pozwala latwo stwierdzié¢, czy dany przeplyw jest «zblizony do wiskozymetrycznego»
w sensie definicji PIPKINA i OWENA [20] oraz czy jego historia jest stala (por. p. 3). Na przy-
kiad przeplyw w ortogonalnym reometrze MAXWELLA [21] charakteryzuje si¢ stalg historia
deformacji, podczas gdy przeptywy w reometrze balansowym 1 reometrze z mimosrodo-
wymi cylindrami nie wykazuja tej wiasnosci (por. [15, 18]).

Klasyfikacja kinematyczna omawiana w dalszych punktach zostala zapoczatkowana
pracami COLEMANA i NoLLA (por. [19, 22]), w ktorych w sposéb ogdlny zdefiniowano
przeplywy wiskozymetryczne (PW), przeptywy ze stala historig deformacji (RSHD) i inne.
Decydujace znaczenie przy takiej klasyfikacji posiada historia gradientu deformacji,
a §ciflej jego czesci odpowiedzialnej za czyste wydiuZenie (bez efektéw obrotu). Dla pew-
nych szczegdlnych historii deformacji, nawet ogdlna ciecz prosta COLEMANA-NOLLA
(por. [5]) o mniej lub bardziej ztozonej «pamigci» niewiele ma do zapamlqtama a jej row-
nanie konstytutywne upraszcza si¢ istotnie.

Punktem wyjscia do dalszej analizy bedzie réwnanie konstytutywne niesci§liwej cieczy
prostej w postaci nastepujacej:

2.2) T() = —pl+ ‘{y (Fi(s)), detFi(s) =

gdzie T(r) jest tensorem naprezenia, p — ci$nieniem hydrostatycznym, a funkcjonatl
konstytutywny & spelnia warunek izotropii (por. [5])

@) RO FEORO = § ROFORO), RO = RO)kmo,
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dla kazdego ortogonalnego R(s) i kazdej historii gradientu wzglednej deformacji Fi(s)
rozumianej jako

2.4) Fi(s) = F(t—s), sel0, ),

przy czym‘ gradient deformacji wzglgdem konfiguracji odniesienia w aktualnej chwili
czasu ¢ wynika z definicji

(2.5) F,(7) = Vy(x, 1), . E(1) = % (x, 1),

gdzie y,(x, 7) okreSla ruch osrodka. Pole predkosci wynika z zaleznosci
(2.6) v(x,t) = 4— X, 7)|
. . ’ - dT Xl( y Ole=t»

Prawy tensor wzgl¢dnej deformacji (tensor Cauchy-Greena) (por. [5]) definiuje si¢ naste-
pujaco: ‘

@.7) C(v) = FI(F(7), C()=F@) = 1.

3. Przeplywy wiskozymetryczne

Bardzo obszerna i geometrycznie prosta klasa przeptywdw wiskozymetrycznych (ozna-
czanych dalej skrotem PW) najwczesniej zainteresowala badaczy z uwagi na jej znaczenie
teoretyczne i liczne zastosowania w technologii, badaniach laboratoryjnych itp. (por.
[5, 23D).

Dla ilustracji wiasnoéci cieczy ujawniajacych si¢ w ustalonych i nieustalonych PW,
postuzymy si¢ przykladem prostego przeplywu $cinajacego (por. [23]), dla ktdrego pole
predkosci i réwnania ruchu przyjmuja w kartezjanskim ukladzie wspéirzednych postaé
nastgpujaca: :

3.0 v =uny, o =0 =0,
(3.2) 5({;) =x+xy(r—1t), n(x)=y, &)=z,

gdzie x jest stala szybkoscig $cinania (gradientem $cinania), a wspoirzedne (5,/17, £) wy-
znaczaja potozenie czastki w dowolnym czasie v < ¢. Historia gradientu wzgl_qdnéj de-
formacji (2.5) w postaci '

(3.3) Fi(s) = 1-sM, [M] =

oo o
o o x
oo o

gdzie [M] jest stala macierza, po wstawieniu do (2.2) i wykorzystaniu (;‘3) prowadzi do
zaleznosci ' ’

(3.9 T()+p1 = h(M).
Funkcja h jest funkcjg izotropowa spelniajacag warunek

35 . Qh(M)Q” = h(QMQT).
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dla kazdego ortogonalnego Q. Wybierajac Q w postaci

(3.6) [Ql=

o O =

0
]
0

- o o

otrzymamy dla tensora napr¢Zzenia macierz nastgpujaca:

Tll T12 0
(3.7) [T] = |72 722 0
0 0 T33

Powyzsze wyniki sa rowniez prawdziwe dla kazdego przeplywu, w ktéorym historia gra-
dientu deformacji dla wybranej czastki materialnej i chwili czasu ma posta¢ (3.3) w pewnej
ortonormalnej bazie g;. Dowodzi si¢ (por. [5,23]), Ze baza taka istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy M? = 0. Przeplywy spelniajace powyzsze warunki sa przeplywami lokalnie
wiskozymetrycznymi.

Wprowadzajac definicje trzech funkcji wiskozymetrycznych w sposéb nastgpujacy:

\ (%) = wn(x) = T'%,
(3.8) o(x) = T -T33,
o,(%) = T?2—T33,
mozemy rownanie konstytutywne (3.4) sprowadzi¢ do postaci
3.9 T(@t) = T*3 14 7(¢) N+ NT) + 0, () NNT+ 0, () NTN,

gdzie N = »~'M.

Z teorii przeplywow wiskozymetrycznych (por. [5, 23]) wynika, Ze:

1) Wszystkie dotychczas podane zaleznoéei sa stuszne dla zmiennej (obracajgcej si¢)
bazy g;; zatem funkcje wiskozymetryczne sg funkcjami materialowymi niezaleznymi od
przyjgtej bazy wspotrzednych.

2) Funkcja naprezenia $cinajacego t(x) i funkcje rdznic naprezen normalnych o, (%),
02(%) sa odpowiednio nieparzystg i parzystymi funkcjami zmiennej x.

3) Analogiczne rozwazania sg prawdziwe réwniez dla przypadku, w ktérym tensor M
(staly dla prostego $cinania), szybko$¢ » i baza g; zaleza od czasu aktualnego ?.

Ustalony PW mozna zatem zdefiniowaé jako przeplyw, dla ktérego

(3.10) - Fi(s) = R(s) (L—sM), R(0) = 1,

przy czym R(s) jest tensorem ortogonalnym dla kazdego 0 < s < o0, a tensor M w bazie g;
ma postaé (3.3),. '

Uogdlniajac powyZsza definicje na przeplywy nieustalone, mozna stwierdzié, ze dla
nieustalonego lokalnego PW

(.11) Fi(s) = R(s) (1+g()M(1)), R(0) = 1,

gdzie g(s) jest funkcja s, zalezng réwniez od parametru ¢ (por. (4.14),). Dany PW jest
przeplywem globalnie wiskozymetrycznym, jesli zalezno$¢ (3.11) jest spelniona wzdiuz
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toru kazdej czastki materialnej. W tym przypadku zamiast funkeji (3.8) wprowadza si¢
nastepujace funkcjonaly materiatowe (por. [5]):

T (29) =T
(3.12) ;i (g())=T"-T%,
s=0

5, (8(0)) = T =T,
5=

Odpowiednie réwnanie konstytutywne przyjmuje posta¢ podobna do (3.9), przy czym
zamiast funkcji wiskozymetrycznych nalezy wstawi¢ funkcjonaly (3.12).

Klasa PW znajdujaca szerokie zastosowanie w reometrii i przetworstwie polimeréw
obejmuje liczne znane przeplywy, jak przeplyw Poiseuille’a i Couette’a, przeplywy he-
likoidalne i skrgcajace, przeplyw w reogoniometrze Weissenberga itp. Nalezy jednak pa-
migtaé, Ze istniejg réwniez inne wazne przeplywy nie nalezgce do klasy PW, jak np. prze-
plywy rozciggajace (PR), przeplywy w zbieznych kanafach i dyszach, przeptywy w reome-
trach z mimosrodami itp. (por. [18]).

4. Przeplywy ze stalg i proporcjonalna historia deformacji

Istotnym uogdlnieniem klasy ustalonych PW sg tzw. ruchy ze stalg historia deformacji
(oznaczane dalej jako RSHD) zdefiniowane przez NoLLA [19] oraz COLEMANA [22]. Dla
tych ruchéw, podobnie jak dla ustalonych PW, historia deformacji otoczenia danej czastki
jest zawsze taka sama, z dokladno$cia do sztywnego obrotu.

W mysl definicji RSHD (por. [19, 16]) gradient deformacji wzgledem konfiguracji
odniesienia w dowolnie wybranej chwili 0 przybiera postaé

@.1 Fo(7) = Q(»)exp(xM), Q0) =1,

przy czym M jest stalym tensorem (zaleznym co najwyzej od parametru ?), zas§ Q — do-

wolnym tensorem ortogonalnym (np. charakteryzujgcym obrot czastki od chwili 0 do
chwili aktualnej 1).

Biorac pod uwagg, Ze
4.2) Fo(z) = F(1)Fo(r)

oraz. wykorzystujac (2.7), otrzymamy histori¢ prawego tensora wzglednej deformacji
w postaci nast¢pujacej:

4.3) Ci(s) = FT(5)Fi(s) = exp(—sL’)eX};)(/—sL),
gdzie L(1) jest obréconym.tensorem parametrycznym (por‘. [24]) oraz
@4 - L) = Q()MQ™(1).

Tensor L jest gradientem pola predkosci w obracajacym sie ukladzie odniesienia i jego
zwigzek z gradientem przestrzennym L, jest nast¢pujacy:

@.5) L (1) = Vv(x, 1) = L) +QMQ"(1).
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Dowodzi si¢ (por. [24, 18]), ze wszystkie ustalone 1 jednorodne pola predkosci, dla
ktérych L, = const, generuja RSHD, przy czym Q(z) = 1. Natomiast nie dla wszystkich
RSHD odpowiednie pola predkoéci sg ustalone i jednorodne; warunek L, = const jest
warunkiem wystarczajacym, aby L, = 0.

Klasyfikacje RSHD zdefiniowanych wzorem (4.1) mozna przeprowadzié¢ zgodnie
ze schematem Novrra [I9] (por. [18]). Otrzymujemy w ten sposéb trzy podklasy, dla
ktorych:

I—M? =0,
(4.6) H—M?>#0, M =0,
[II—M"#£0 dla »n=1,2,3,...

Podklasa (I) obejmuje wszystkie ustalone. PW, dla ktérych zawsze M? = 0 i definicja (4.1)
staje si¢ réwnowazna (3.10). Do podklasy (I1) zalicza si¢ tzw. podwdjnie nalozone prze-
plywy wiskozymetryczne (por. HUILGOL [25]), powstate ze ztoZenia niektérych pdl pred-
kosci dla zwykiych PW. Najbardziej interesujaca wydaje si¢ podklasa (III) obejmujaca
oprécz potréjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych (por. [25]), ustalone prze-
plywy rozciagajace (PR), przeptywy w ortogonalnym reometrze Maxwella i inne (por.[18]).
Warto rowniez podkreslic, Ze przeplywy powstajace ze zloZzenia kilku PW moga nalezeé
do kazdej z trzech wymienionych podklas. I tak np. zlozenie przeplywéw Poiseuille’a
i Couette’a daje wiskozymetryczny przeplyw helikoidalny, podczas gdy zlozenie dwéch
prostopadlych przeptywdéw $cinajacych prowadzi do przypadku czystego $cinania, réwno-
waZnego przeptywowi rozciagajacemu (PR) (por. [16, 25]).

Podstawienie (4.3) do réwnania konstytutywnego niesci§liwej cieczy prostej w postaci

@rn’ T(t) = —pl+ (5 (Ci(s)), detCi(s) =1,

gdzie ® jest funkcjonalem izotropowym, prowadzi do zaleznosci (por. [18)):

(4.8) T() = —pl+g(L), Qg(L)Q" = g(QLQ").
Twierdzenie o reprezentacji udowodnione przez WANGA [26] daje

4.9 T(t) = —pl+1(A,, A,, A,),

gdzie A; (i = 1,2, 3) oznaczaja trzy pierwsze tensory kinematyczne Rivlina-Ericksena
[por. (1.2)]. Dla wielu interesujacych przypadkow, a w szczegdlnosci, gdy wartosci wlasne
tensora A, s3 rozne, funkcja f w (4.9) zalezy tylko od argumentéw A, i A,. Mamy wéw-

czas (por. [6]):

"(4.10) T(:) = —pl+o A, +ouzA,+asA2+0,Al +a5(A As+AA)+
+as(AZA,+A,AD+0,(A AT+ AZA l)+oz,,(A2A2 +A2A%),

gdzie A; (i = 1, ..., 8) sa funkcjami wspdinych niezmiennikéw utworzonych z A, i A,.

Dila kazdego RSHD ilo§¢ niezaleznych funkcji materialowych wynosi co najwyzej
pig¢. Na przykiad dla prostego rozciagania (PR), dla ktérego A, = A%, otrzymamy

@.11) T(t) = —pl+B,(trA})A, + B, (trAZ)AZ.
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Funkeje 8, i B, wyraZajg si¢ w prosty spos6b przez funkcje materiatowe «;. Istnieje zatem
mozliwo$¢ wykorzystania réownan konstytutywnych okre$lonych dla niektorych przepty-
wéw podklasy (I1) do opisu wlasnosci cieczy w innych przeptywach nalezacych do tej
samej podklasy, np. w przeplywach rozciagajacych (por. [17, L8]).

Dalszym uogdlnieniem klasy RSHD sa tzw. ruchy z proporcjonalna historia deformacji
(por. Zauorskl [17]), oznaczane dalej jako RPHD. W zatozeniu, Zze w zaleznoéci po-
dobnej do (4.1) wykiadnik tensorowy odpowiedzialny za histori¢ czystego odksztalcenia
jest proporcjonalny do pewnej gladkiej funkcji czasu k(t), otrzymamy nastgpujacg de-
finicj¢ RPHD:

4.12) Fo(7) = Q(r)exp(k(r)M), QO =1, k@O =0,

gdzie M jest statlym tensorem, a Q(z) — tensorem ortogonalnym.
Postgpujac podobnie jak poprzednio, mozna wykazaé, ze dla RPHD (por. [17]):

4.13) Ci(s) = F'(5)Fi(s) = exp(g(s)NT)exp(g(s)N),

gdzie

(4.14) N@) = Q(OMQ'(r),  g(s) = k(t—5)—k(1).

Wprowadzajac pojecie obréconego tensora parametrycznego (por. [24]), mianowicie
@.15) L(1) = Q(M&(1)Q™(1) = N(1)k(1),

otrzymamy réwnowazng definicje RPHD:

4.16) Ci(s) = exp (li_gtsi- LT)exp (f—:; L).

Tensor L jest réwniez gradientem pola predkosci w obracajacym si¢ ukiadzie odniesienia.

Podobnie jak dla RSHD mozna dowies¢, ze wszystkie jednorodne w przestrzeni
pola predkoscei, dla ktérych fl(t) = Nk'(l), gdzie N = const, generuja RPHD, przy czym
Q(7) = 1 (por. [I7]), jesli tylko funkcja k'(t) jest catkowalna. Takze klasyfikacje RPHD
przeprowadza si¢ podobnie [por. (4.6)]. O zaliczeniu przeplywu do danej podklasy decy-
duje tensor M, N lub L. Podklasa (I) obejmuje wszystkie nieustalone PW z proporcjonalna
historig w zdefiniowanym sensie. Ruchy ztoZone z dwdéch lub trzech nieustalonych PW
beda na ogét naleze¢ do podklasy (I1j i (III). Nieustalone przeptywy rozciggajace (PR)
Z proporcjonalng historia deformacji oraz pewne nieustalone przeptywy w reometrach
nowego typu (por. [18]) znajdg si¢ w podklasie (I11).

Podstawiajac (4.13) lub (4.16) do réwnania konstytutywnego (4.7), otrzymamy

@17) T0) = ~p1+ § (g6)N) = —p1+ & (200 L),

przy czym funkcjonaty $ lub & sa réwnoczeénie funkcjami izotropowymi argumentéw
N lub L.

Twierdzenie o reprezentacji dla RPHD (ZAHORsk1 [17]) rozréznia trzy nastgpujace
przypadki: 1) A, ma trzy rézne warto§ci wlasne, 2) A, ma tylko dwie réwne wartoSci
wlasne, 3) A, ma trzy identyczne wartoéci wlasne. Na podstawie tego twierdzenia rowna-
nia konstytutywne przyjmuja jedna z ponizszych postaci:
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.18) T(0) = —pl+ §O(g<s>;AJ(r),Az<r)),
(4.19) T() = =pl+ M (£6): A1), A0, As(0).

Funkcjonaty € lub I sa réwnoczesnie izotropowymi funkcjami argumentéw zapisanych
po $redniku. Dla rownania (4.18) pozostaje w mocy rozwinigcie typu (4.10), z tym Ze od-
powiednie o; zaleza od czasu aktualnego ¢ oraz wspdlnych niezmiennikéw utworzonych
z A, i A,. Jesli funkcja k(7) zawiera inne parametry przeplywu, np. czgsto$¢ drgan, to «;
zaleza réwniez od tych parametrow.

Jako ilustracje RPHD rozwazmy nieustalony przeplyw w ortogonalnym reometrze
Maxwella (por. [21]). Poniewaz rownanie typu (4.10) jest stuszne zarowno dla przeptywu
w reometrze Maxwella (podklasa III), jak i dla przeplywu rozciagajacego (PR), funkcje
materialowe lub ich kombinacje wyznaczone dla przeplywu w reometrze moga by¢ wyko-
rzystane w sposéb przyblizony do wyznaczania lepkoéci podluznej w przeplywie rozcia-
gajacym z identyczna zaleznoscig od czasu k(7).

5. Przeplywy z nalozonymi proporcjonalnymi historiami deformacji i przeplywy zloZone

W celu dalszego uogdlnienia definicji (4.1) i (4.2) mozna zalozy¢, ze dla wielu przeply-
woéw zlozonych gradient deformacji wzgledem konfiguracji w chwili 0 przyjmuje postaé
(por. [17])

(5.1) Fo(1) = Q@exp D, (M), QO =1, k() =0,
i=1

gdzie M;(i = 1, ..., n) oznaczaja stale tensory, k;(r) — dowolne gladkie funkcje czasu,
za$ Q(t) — tensor ortogonalny. Dla tak zdefiniowanych ruchéw z nalozonymi proporcjo-
nalnymi historiami deformacji (oznaczanych skrétem RNPHD), przyjmujemy ponadto,
ze

(5.2) Fo(?) = Q(0) [ [exp(ki(dM), MM, = MM,
i=1

tzn. ze tensory M; wzajemnie komutuja.
Postepujac podobnie jak poprzednio i oznaczajac

(5.3) gis) = kit—s)—ki(t), i=1,2,..,n,
otrzymamy
(5.4) Cits) = exp( Y si)NF Jexp( D git)Ny)
. i=1 i=1

lub

oy IO T) ( D) )
5'5 Cl - - 'Li '—.7—Li ’
¢ ()= exp (, ko 1NG T
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gdzie
(5.6) Ni(t) = QUOMIQT(), Li(t) = QU)Miki(1)QT (1) = Niki(r).

Podobnie jak dla RPHD, pola predkodei z gradientami w postaci L =) lé,-(t)N,-, gdzie N;
i=1

sq stalymi komutujacymi tensorami, a k',~(t) — funkcjami catlkowalnymi, zawsze generuja
przeplywy nalezace do RNPHD. Klasyfikacje tych przeplywéw mozna réwniez przepro-

wadzi¢ badajac wilasnosci tensora L = Z/é,-(t)N,-(t). Na przykiad, dla ruchéw ztozonych
i=1

z dwéch PW, dia ktérych L2 = L2 = 0, przeptyw okreélony przez L = L'+L" nalezy
do podklasy PW, wtedy i tylko wtedy, je$li

.7 L'L" =L"L'=0.

Przyktadem takiego przeptywu jest przeplyw helikoidalny, w ktérym predko$¢ katowa
1 osiowa zalezg w réZny sposéb od czasu.

Réwnania konstytutywne dla omawianej obecnie klasy RNPHD otrzymamy pod-
stawiajac np. (5.4) do réwnania (4.7). Mamy woéwcezas (por. [17])

(5.8) T() = —pl+ N (g N), i=1,2,..,m,
. s=0

przy czym

(5.9) Q é%o (&:(); N)QT = C%) (aigi(s); %QN:'QT

dla kazdego ortogonalnego Q i wszystkich zbioréw rzeczywistych niezerowych a;. Po-
dobne réwnania obowiazuja réwniez dla tensoréw L;.

Szczegdlnie interesujacy, ze wzgledu na liczne zastosowania, jest przypadek dwoéch
natozonych .ruchéw, z ktérych pierwszy (oznaczony wskaznikiem 1) jest ruchem podsta-
wowym, najczesciej ustalonym, a drugi (oznaczony wskaznikiem 2) — ruchem dodatko-
wym natozonym na ruch podstawowy. Wéwczas

(5.10) Ci(s) = exp(g,(s)NT)C(s)exp (g, (5)Ny),

gdzie

(.11 Ca(s) = exp(g2(s)NT)exp(g2(s)N,).

Nalezy pamigta¢, ze dla przeptywSw izochorycznych

(5.12) detCi(s) = detC,(s) = detC,(s) = 1, trN, = trN, =0.

Podstawiajac (5.10) do (4.7) mozna pokazaé (por. [27, 28]), ze
(5.13) T@) = —p1+ R (g.(s), G(s); N,), G(s) = Co(s)—1,
. s=0

przy czym R jest funkcjonalem wzgledem g,(s) i G(s) oraz izotropowa funkcja argu-
mentu N, .

Dla pewnych typéw ruchéw dodatkowych, mianowicie dla historii mato réznigcych
si¢ w sensie odpowiedniej normy, mozna uzyska¢ bardziej konkretng posta¢ réwnania
(5.13). Zgodnie z zasada zanikajacej pamigci (por. [5]), jesli funkcjonat R jest roézniczko-
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walny w sensie Frécheta wzgledem G(s) w sasiedztwie zerowe] historii, bedac jednoczeéni'e
ciggtym wzgledem g,(s) i N,, to

614 R (261,6OIN) = R (£),0:N)+86 R (26160 N)+o(IGOIP),

gdzie 0gR oznacza funkcjonal liniowy wzgledem G(s) oraz

- o(IGE)I)
(5.15) o TG

Funkcjonal liniowy wzgledem G(s) moze by¢ przedstawiony w postaci catki

=0, trdg N (2,6IGE); N,) =0.

(5.16) o R (2IGE:N) = [ D(g,()5N) [G]ds
§= 0

gdzie D[G(s)] oznacza transformacje liniowa.
Dalszy postgp w rozwinigciu réwnan (5.13), (5.16) uzyskuje sie dla ustalonych wisko-
zymetrycznych lub rozciggajacych przeptywow podstawowych. Wtedy funkcjonat

‘.R (2.:(s), 0; N,) sprowadza si¢ do postaci zbliionej do (3.9) lub (4.11). Mozliwe jest row-

mez rozwinigcie wyraZenia podcalkowego w (5 16), przy czym wspodiczynniki rozwmlqcna
sa funkcjami zaréwno s, jak i »* = trNTN, (por. [27)).

Czesto ruchy dodatkowe charakteryzujgce sie matymi deformacjami wystepuja w po-
staci okresowo oscylujacych zaburzen natozonych na ustalone przeplywy podstawowe.
Mozna woéwczas rozwazaé dwa rodzaje zagadnien: 1) wplyw szybko$ci odksztalcenia
przeptywu podstawowego na dynamiczne charakterystyki (lepkoéci, moduty, podat-
nosci itp.) cieczy w przeplywie zaburzonym, 2) wplyw czestosci, amplitudy itp. zaburzen
na parametry ustalonego przeplywu podstawowego. Z punktu widzenia geometrii prze-
ptywu, zaburzenia mogg wystgpowaé w kierunku réwnoleglym i prostopadiym do kierun-
ku przeptywu podstawowego.

Na przyklad, lepkosci dynamiczne cieczy w zaburzonych przeptywach $cinajacych
sg z reguty mniejsze niz odpowiednia lepko$¢ 5(0) dla przeptywu ustalonego przy zerowej
szybkosci $cinania. Dla bardzo malych czestosci otrzymuje sie nasigpujace wartosci gra-
niczne (por. [27, 28]):

(5.17) lim ), (%, w) = d?( ) _ e )( dl“")
w—>0 nx
przy zaburzeniach réwnoleglych oraz
(5.18) lim %', (%, w) = T(}C) 7(%)
w—0

przy zaburzeniach prostopadlych. 7(x) jest wiskozymetryczng funkcja naprezenia $cinaja--
cego, a 5(») — funkcja lepkosci dla przeptywu ustalonego. Podobne zaleznoéci obowig-
zuja réwniez dla moduléw dynamicznych i wielkosci charakteryzujgcych naprezenia
normalne (por. [28, 29]).

Jak wykazali JoNEs i WALTERS [30] wplyw matych oscylujacych zaburzen na charak-
terystyki przeplywu podstawowego moze byé w pewnych przypadkach do$¢ znaczny.
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Oznaczajac przez ¢ maly parametr okreslajacy stosunek szybko$ci zmiany amplitudy
réwnoleglego zaburzenia do szybko$ci ustalonego $cinania #x, otrzymamy

oo

f’(p(s,xz).s‘zds dla ¢ = const.
J ‘

lim ALT?) = %62%3

w—0

(5.19)

A zatem zmiana $redniego napreZenia $cinajacego (T'?) jest w granicy w — O proporcjo-
nalna do kwadratu parametru £2. Podobne zmiany wystgpuja dla naprezen normalnych
oraz w przypadku zaburzen prostopadiych. Doswiadczalnie zaobserwowano (por. [30])
przeszio 10% redukcje¢ $redniego momentu obrotowego dla roztworéw poliakryloamidu
badanych w reometrze Weissenberga z zaburzonym przeplywem obrotowym.
Przedstawiona w niniejszym punkcie klasa RNPHD obejmuje wszystkie poprzednio
omowione klasy przeplywéw jako przypadki szczegdlne. Na rys. 2 podano schemat kla-
syfikacji ulatwiajacy zrozumienie relacji miedzy réznymi klasami przeptywow.

RNPHD
] e
[ ]
Male oscylacie
przeplyw ustalony RRPHD
——
1 R ]
Zaburzone Zaburzone Nieustalone Nieustalone Nieustalone
PR rw Pw PR inne
| T
| | :
| [ ASHD
L—— l -
71 r‘b‘
| B 1
Ustalone Ustatone Ustatone Ustalone
R rw oW inne
Rys. 2

Na zakoniczenie krétkiego przegladu zagadnien, poswigconych kinematycznej analizie
przepltywdw cieczy lepkosprezystych, nalezy jeszcze raz podkresli¢ ogdlny charakter ta-
kiego podej§cia. Znajomo$é kinematyki danego przeptywu, nalezacego do okreslonej
klasy, pozwala na wykorzystanie wlasciwych réwnan konstytutywnych bez zadnych do-
datkowych zalozen modelowych. Stwarza to z kolei mozliwo$¢ pordwnywania przeplywoéw
nalezacych do tej samej klasy lub podklasy. Nalezy jednak pamigtac, ze stosowanie analizy
kinematycznej do rozwiazania réznych zagadnien brzegowych jest procesem typowo ite-
racyjnym. Zalozenie okreSlonej kinematyki przeplywu, a nastgpnie stosowanie uprosz-
czonych réwnan konstytutywnych wymaga ponownego sprawdzenia warunkéw przeplywu
tacznie z warunkami brzegowymi. Réwniez rola badan do§wiadczalnych, pozwalajacych
na okreflenie odpowiednich funkcji lub parametréw materiatowych charakterystycznych
dla danej klasy przeptywdw, jest w dalszym ciagu bardzo istotna.
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Pesome

KNHEMATUUYECKHN AHAJIN3 TEUEHUSA HEJMHENHO-BSI3KO-VIIPYTON
AKHUOKOCTH

B coppemenHoil peonormi BASKO-YIPYTHX >KHIOKOCTEH MOM(HO BBINENIMTH TPH OOLIMX HOAXOHA:

. 1) ommupnueckuit moaxon, 2) aCHMITOTHUECKHI IOAX0N — NPHUMEHAEMBI [UIsT MeUIEHHBIX WM OMa3abl-

BaIOLMX TEYEHHIT, 3) KHHEMATHUYECKHIT TOAX0X, B KOTOPOM BBLIBOIASTCA YNPOLIEHHbIe (GH3UUECKHE YpaB-
HEHUA A7 OTAENIBHBIX CJY4aeB HCTOPUM Ne(hOPMUPOBAHMSA, TEOMETPHUU TEUEHHA H T. I.

B paGoTe mpencraBneH KHHEMAaTHYECKHil NOAXOX, Ha OCHOBAaHMH KOTOPOTO KOPOTIKO OTOBOPEHBI
CBOHMCTBA BHCKO3HMETPHUYECKHX TEUEHHH, TEUEHHH ¢ MOCTOSAHHBIMH H MPOIIOPLHOHANBHBIMH HCTOPHAMK
nepopMUpoBaHUST a TaloKe ApPYrux, Gojlee CIOMKHBIX TEUEHHH, BKIIOYAd TEUEHHsS! ¢ HaKJafbIBaeMoil
NPONMOPUHOHANBHOM HeTopHel nedopmupoBanusi. Psaa BoIGpaHHBIX ClIy4yaeB Teuellust paccmorpeH Gonee
HeTanbHO.

Summary

KINEMATICAL FLOW ANALYSIS OF NON-LINEAR VISCOELASTIC FLUIDS’

In the modern rheology of viscoelastic fiuids three general ways of approach can be distinguished:
1) an empirical approach, 2) an asymtotic approach applied for slow or retarded motions, 3) a kinematical
classification approach for which certain simplified constitutive equations are derived for particular defor-
mation histories, flow geometries etc.

According to the kinematical approach we briefly discuss properties of viscometric flows, flows with
constant and proportional stretch histories as well as other more complex flows, including flows with
superposed proportional stretch histories. Certain examples of particular classes of flows are discussed
in greater detail.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 maja 1975 r.



