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1 Wstep

Tematem pracy jest problem istnienia funkcjonalnego zwigzku miedzy $rednim na-
pr¢zeniem a $rednim odksztalceniem w stochastycznym o$rodku wieloskiadnikowym
(nazywanym tez o$rodkiem wielofazowym)."

W teorii stochastycznych osrodkéw z gltadkim rozktadem niejednorodnoéci dawno
znany jest formalny algorytm poszukiwania postaci funkcjonalnego zwigzku miedzy
$rednim napr¢zeniem a $rednim odksztalceniem (np. [4, 5]). Nie znano jednak dotychczas
matematycznych warunkéw poprawnofci tego algorytmu, a o wzorach uzyskanych ta
droga zakladano, ze obowiazuja réwniez w przypadku stochastycznych osrodkéw wielo-
sktadnikowych. W pracy podano warunki dostateczne stosowalno$ci wyzej wymienionego
algorytmu w przypadku oS$rodkow wielosktadnikowych; uzyskane wyniki obowigzuja
réwniez dla osrodkéw z gladkim rozkladem niejednorodnosci. Zaadaptowanie wspomnia-
nego algorytmu do przypadku skokowej niejednorodnosci wymagalo uprzedniego sfor-
mutowania deterministycznych warunkéw dla rozwazanych losowych pdl opisujacych
ofrodek wielosktadnikowy. W rozdz. 2 pracy podano szkic rozumowania prowadzacy
do sformutowania tych warunkdéw (§cisle ich sformutowanie podane jest w pracy [1]).

Do pracy dotagczono «Dodatek», w ktérym skonstruowano podstawowg w rozwaza-
niach funkcyjng przestrzen L,(£2x G;») oraz podano oznaczenia stosowane w pracy.

2. Diaspr¢zysty opis ciala skokowo-niejednorodnego

Rozwazmy ciato niejednorodne, nieograniczone o rozktadzie wspdtczynnikéw spre-
zystosci danym gladka funkcja e(x), x € R® i znajdujace si¢. w stanie réwnowagi:

(1) Le(x) = k(x), xeR?,

gdzie oznaczono?
Le(x) = —div[e(x) e(x)], e(x) = %(Vu+Vu') (x).

W teorii osrodkéw wielofazowych interesuje nas porownanie napr¢Zzenia T(x) = e(x) -
- g(x) w ciele niejednorodnym, z naprgzeniem Ty(x) = ¢, - 2(x) w pewnym ciele jedno-

1 «Oérodkiem wiceloskladnikowym» nazywamy klase cial skokowo niejednorodnych o takim samym
typie nicjednorodnosci.

2 Symbol ,.-” oznacza pelne nasuniecie tensora.
p .
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rodnym o wspofczynnikach sprezystosci ¢,. Np. moZzemy mie¢ do czynienia z sytuacjg,
kiedy dla tensora fluktuacji wspotczynnikdw sprezystosci wokot poziomu ¢,

c'(x) = e(x)—c¢o
istnieje pewna miara ¢ malosci odchylek taka, ze

¢(c”) < 1.
Oznaczmy
T(x) = ¢"(x) " &(x),
X(x) = divt(x),
Le(x) = —div[cy - &(x)].
W tych oznaczeniach rownanie (1) jest rownowazne réwnaniu
) Le(x) = X(x) +k(x), xeR.

W ten sposéb przedstawiliSmy niejednorodnosé przez wprowadzenie dodatkowych sif
objetoéciowych X(x) w pewnym o$rodku jednorodnym. To formalne postepowanie moz-
na zinterpretowa¢ w ramach teorii defektow. Zaldzmy mianowicie, ze noénik tensora
fluktuacji ¢”

suppc”’ = {x e R®:¢""(x) = 0}
jest zbiorem zwartym (tj. domknigtym i ograniczonym). Wtedy mozemy X(x) reprezento-
waé przez funkcjonal (dystrybucje)
3) X() = [ () Vo ,dy,

sup-p ¢’

gdzie o0, — delta Diraca. V — gradient przy rdzniczkowaniu po zmiennych x =
X

= (X, X5, X3). Calki typu X(x) rozwazane sa w teorii defektdw.® Z uwagi na symetri¢
tensora t:t(x) = 7(x)' — pole X(x), x € R® moze by¢, w jezyku teorii defektéw, inter-
pretowane jako objgtosciowy rozkiad (o gestosci t i skoncentrowany w zbiorze suppc’)
podwdjnych sit bez momentu. W ten sposdb mozemy wigc interpretowaé niejednorodno$é
jako defekt jednorodnosci. Sprezyste ciato niejednorodne z tak reprezentowana niejedno-
rodnoscia nazywane jest cialem diasprezystym [9]; tensorowa funkcja T bywa nazywana
tensorem polaryzacji [4].
Réwnanie (2) z X(x) okre$lonym formutg (3) ma rozwiazanie postaci:

@) e =Lt + [ Ulx, X)-1(x)dx’ + go(x),

R3

gdzie oznaczono L = [ Ve(z)®n(z)dS(z), S(0,1)—sfera o érodku 0 = (0, 0, 0)
S0. 1)

i promieniu R = 1, e(z) — rozwiazanie podstawowe dla operatora Lamé’go materiatu-
o statych sprezystosci ¢o, n(z) — wersor normali.

U(x, x') = VVe(x—x'), & = »;-—(Vuo-f-Vu{)), o(x) = fe(x—x')-k(x’)a’x',
R3

» Symbol A oznacza, ze bierzemy domknigcie zbioru A.
4 O ich matematycznym sensie — patrz [1, 2].
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gdzie fjest symbolem caltki w sensie wartodci giéwnej Cauchy’ego. A wiec tensor pola-
R}

ryzacji spefnia réwnanie catkowe

(5) t(x) = L(x). t(x) + f G(x, x)- 1(x)dx"+a4(x),
R3

gdzie oznaczono: L(x) = ¢”(x):L, G(x,x’) = ¢"(x):U(x, x'), ao(x) = ¢""(x)* go(x).>
Zauwazmy, ze o ile dla &(x) bedacego rozwiazaniem (1) funkcja = powinna by¢ klasy C?,
to réwnania catkowe (4) i (5) dopuszczajg nawet nieciggle tensory polaryzacji (np. kiasy
L,(G), G < R® obszar, ktérego domknigcie G jest zwarte). Mozna wigc spodziewaé sig,
ze réwnania (4) i (5) bedg obowigzywac¢ réwniez w przypadku liniowo-sprezystego ciata
ze skokowym rozkiadem niejednorodnosci, tj. opisywanym przez funkcje prosta

N
N
() = D tucta,
a=0

gdzie ¢, jest tensorem wspdlczynnikéw sprezystosci, w nieskonczonym osrodku, w ktérym
w obszarach G, (« = 1 ... N) znajdujg si¢ inkluzje o stalych sprezystosci ¢,; ¥, jest funk-
N .

¢ja charakterystyczng obszaru G, oraz G, = R3/ U G,.

a=1
Nazwijmy «odksztalceniem osrodka skokowo-niejednorodnego» symetryczna tenso-
rowa funkcje &(x) walencji 2 i klasy L,(R?) taka, Ze spelniona jest «zasada prac wirtual-
nych» dla dowolnej wektorowej funkeji v e Co(R*)®

6) fe(x)-c(x)-a(v)(x)dx = fk(x)-v(x)dx,

R3 R}

. 1 - .
gdzie oznaczono &(v) = 7(Vv+Vv‘). Definicja ta dopuszcza mozliwoéé, ze pole od-

ksztalcen 8 spetniajace (6) jest postaci
|
M e = g(u) = »2—(Vu+Vu‘),

gdzie u:R* - R® jest funkcja klasy L,(R?), ciagla, dla ktorej jest okreSlony gradient
w sensie SOBOLEWA Vu € L,(R3).

Pytamy sig, czy tak zdefiniowane odksztalcenie o$rodka skokowo-niejednorodnego
spetnia réwnanie (4) [a zatem i (5)].

W pracy [1] rozwazano ten problem w przypadku, gdy ciato zajmuje nie calg przestrzen

R3, ale ograniczony podobszar GcR® (0 < volG < ), ktérego domkniecie G jest
N

postaci G = U G,, przy czym G, n Gp = ¢ dla a % Boraz jezeli I' jest brzegiem obszaru
a=0

G, to I'nG, = ¢ dla « = 1... N. Rozklad niejednorodnosci w tym obszarze opisywany
Jest przez ograniczong funkcje tensorowg e(x)(x € G) taka, ze ¢(x) = ¢, dla x € G,. Z za-
tozen o podziale obszaru G na podobszary G, wynika wigc, Ze rozwazane sa ciata skoko-
wo-niejednorodne, jednorodne przy brzegu I" obszaru G.

® Symbol ,,:” oznacza nasuwanie tensorowe po dwu sgsiednich wskaznikach.
® Co(R?) jest zbiorem funkcji klasy C® o zwartych noénikach.
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Przy dodatkowych zalozZeniach o gladkosci brzegéw inkluzji G,, « = 1, ..., N, oraz
brzegu I, pole odksztalcen &(x)(x € G) klasy L*(G), postaci (7) i spelniajace odpowiednia
zasad¢ prac wirtualnych (uogdlniona na funkcje rézniczkowalne w sensie Sobolewa)”,
spelnia takze réwnanie catkowe [1]:

g(x) = L-1(x) + fU(x, XY (X ) dx'+ go(x),
® G

t(x) = ¢"(x) &(x) - ¢"(x)c"(2) = c(x)—c¢,.

Tensor 1. zostal podany w omdwieniu wzoru (4); U(x, x') jest tensorowa funkcja wa-
lencji 4 o osobliwosci rzedu r =3, r = ||x—x'|]; £,(x) jest odksztalceniem ciala jednorodne-
go o stalych sprezystosci ¢, zajmujacego obszar G i obcigZonego tymi samymi silami
zewngtrznymi, co rozwazane cialo niejednorodne.

Sity powierzchniowe w ciele skokowo-niejednorodnym opisywane sg symetryczng
funkcja tensorowa walencji 2, klasy L,(G) i postaci

) T(x) = e(x) - &(x),

gdzie c(x) jest funkcja rozktadu niejednorodnosci, a &(x) dane jest rownaniem (8).

3. Stochastyczny opis o$rodka wielosktadnikowego

W pracy rozwazany jest o§rodek wieloskladnikowy skladajacy si¢ z cial skokowo-
niejednorodnych [por. |, odno$nik 1)], ktérych stan opisywany jest réwnaniami (8) i (9).
Oérodek wielosktadnikowy posiada stochastyczng strukture speiniajaca nastepujace za-
fozenia: :

A. Kazde cialo niejednorodne zajmuje taki sam obszar G < R> oraz sklada sie z tych
samych liniowo-sprezystych materiatow o stalych sprezystosci ¢,, @ = 0,1, ..., N. Material
o statych sprezystoéci ¢, zajmuje podobszar G, < G, ale rozmieszczenie, ksztalt i wiel-
koSci obszaréw G, sa zmiennymi losowymi. Przy brzegu obszaru G zawsze wystepuje
materiat o stalych c,.

B. Jedyna przyczyng losowosci funkcji tensorowych opisujacych cialo lub jego stan
jest wymieniona wyzej losowo§¢ geometrii rozkiadu niejednorodnoéci w obszarze G.
Oznacza to, ze wszystkie losowe funkcje tensorowe rozpatrywaé bedziemy jako odwzo-
rowania

A:Q%xG - T,,

gdzie (£2, %, P) jest pewng ustalona przestrzenia probabilistyczna, a T, — przestrzenia
euklidesowych tensoréw walencji p nad R>. W ten sposéb eliminujemy z rozwazan
np. przypadek losowych warunkéw na brzegu obszaru G. )

C. Funkcja opisujaca rozktad sit objetosciowych w oérodku jest deterministyczna. Za-
lozenie to jest idealizacja pominigcia wplywu fluktuacji sil objeto$ciowych na odksztal-
cenie i jest doktadnie spelnione, gdy oérodki skladowe majg taki sam cigzar objetosciowy.

" W przypadku ograniczonego obszaru G zamiast wzoru (6) nalezy rozwazyé zasade prac wirtualnych
dla odpowiedniego problemu brzegowego [I]. ’
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D. Rozwazany osrodek wiclofazowy jest jednorodny statystycznie, tj. jesli
¢2xG—-T,

jest losowq'funkch rozkladu niejednorodnosci, to istnieje taki tensor C e 7,, Zz2¢ w do-
wolnym punkcie x € G warto$cig oczekiwana c jest

(Ec)(x) = C.

E. Wszystkie rozwazane losowe funkcje tensorowe sa klasy L,(2xG;») (por. Do-
datek, 2).

Jezeli w € 2 jest ustalonym zdarzeniem losowym oraz ¢ = ¢(w, x) funkcjg rozktadu
niejednorodno$ci odpowiadajgcg temu zdarzeniu (por. zaloZenia A i B), to przez ¢ =
= g¢(w,x) i T = T(w, x) oznaczamy odksztalcenie i napre¢Zenie zdefiniowane wzorami
(8) i (9) 1 odpowiadajgce funkcji ¢(w, x), x € G. Przy dowolnych w € 21 x € G otrzymuje-
my losowe funkcje tensorowe zwane «odksztalceniem» oraz «naprezeniem» w osrodku
wielofazowym

e, T:2xG - T,.

Dla uproszczenia oznaczen bedziemy losowe funkcje tensorowe A = A(w, x), (w, x) € 2 x
x G oznaczali rdwniez symbolem A = A(x), x € G.

4. Losowe odksztalcenia

Roéwnanie (8) zapisa¢ mozemy w postaci
(10) &(x) = Z(x, x') % 7(x") + £0(¥),

gdzie przyjeto oznaczenia

an Z(x,x)=1(x") = f Z(x,x)-t(x)dx = L-t(x)+ fU(x, x)-1(x)dx’.
‘ é é

Z(x,x") = Lé(x—x")+U(x, x')

oraz d(x—x') jest delta Diraca interpretowana jako jadro toZzsamo$ciowego operatora
catkowego [2].
Rozwazmy liniowe operacje:

Z:L,(G) = Ly(G),
Z(Dx) = Z(x, x) *1(x),
(12) ‘ S, A:L,(2xG,v) = L,(2%xG;v),
S(e) =" ¢,
A=U—-E)oZoS,

gdzie F — operator wartoéci oczekiwanej (Dodatek, 2), I — operator toZsamosciowy.
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Wiadomo, Zze: ||Z]| = M < o (np. [3]), ||E|l € | (Dodatek, 2). Zbadajmy, przy jakich
zaloZeniach operacja S bedzie ograniczona. Przeprowadzmy formalny rachunek:

1S (&)l = E||S(e)|]? = E J'(c”(x):(_c"(x))-(s(x)® s(x))dx <
< E [ 7" (lall e(O®e(olladx < B21]1el]]2

W powyzszych przeksztalceniach skorzystano z oszacowania przeprowadzonego w Do-
datku, p. 4 oraz zalozono istnienie liczby § zdefiniowanej w (13):

B = supessa(x) > 0,
xeG

(13) a(x) = sup{a:P(m(x) > a) > 0},

m(x) = |l¢”(x): " ().

Jezeli wigc istnieje liczba § > 0, to powyzsze rachunki sa poprawne oraz S jest linio-
wym ograniczonym operatorem z ||S|] < f; wtedy liniowym ograniczonym operatorem
Jest tez A oraz [por. (12)]

(14) 4]l < MBIII-E|| < 2MB.

Uwa ga. Rozwazmy losowa funkcj¢ tensorowa m(x) = é)c”(x).
Poniewaz l
m“(x) = m(x)'l’jklklmmnnpqpqij:
wige (13) mozna interpretowaé jako warunek naktadany na losowa funkcje m(x).
Roéwnanie (10) moze byé, w przestrzeni L, ({2 x G; v), napisane w postaci:
g(w, x) = Z(x, x):¢ (v, x)* g(w, x)+ go(X),
g(w, x) = (Z-S)(&)(w, x)+ go(x).
Stad otrzymujemy réwnanie
(15) g(x) = &(w, x)—A(&)(w, X),

gdzie A jest operatorem zdefiniowanym w (12) oraz oznaczono & = Ee. Jezeli spelniony
jest warunek (13) oraz dodatkowo

(16) 2MB < 1,
to ze wzoru (14) wynika, Ze réwnanie (15) ma rozwigzanie w postaci szeregu Neumanna

(17 e=(r+ jA")(é).‘”
nel

Uwaga. Jezeli spelnione sa warunki (13) i (15) oraz przez &' = (I—E)g oznaczymy
fluktuacje losowego odksztalcenia, to z wzoru (14)

E|lg'||* < 4M?BE|| el

8 Poréwnaj np. [4], [5]. Dotychczas nie znano jedhak warunkéw poprawnosci tego rodzaju przedsta-
wienia losowych odksztalcen.
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Poniewaz
3
3
ENAIR = Y [ E(4,)%(x)dx,
ij=1G

to warunek (14) narzuca zwiagzek migdzy momentami rzgdu 2(E(s,~j)2), a momentami
centralnymi rzedu 2(E(&;;)*) — losowego odksztalcenia e.

" 5, Srednie naprezenia

Jezeli losowe odksztalcenie mozna przedstawi¢ wzorem (17), to

o
r= c”-8= cll-’é+ ZCII.A"(E).
n=1

Poniewaz [|S-A"| < ||S]] [|[AI]" < BIIA|I" i ||A]l < 1, wiec ze zbieZnosci szeregu Z [|A]|"

n=1
o
wynika zbieznos¢ szeregu D ||S< A"|| i
n=1

@

EZ: ¢ AYE) = %; E(c"- A"®)),

skad

(18) T = ET = C-3+ ) E(¢"- A4"(®).

n=1
Zbadajmy postaé wyrazéw szeregu we wzorze (18); oznaczmy I' = I— E,
A(®)(w, x) = Z(x, x ) I'[¢" (w0, x1)-8(x;)] = Z(x, x): I'¢"(w, x1)ye(x,) =

= A(w)(x, X (x1),
A2@)(w, X) = Z(x, x)LITe" (@, x1): Z(x1, x2)3¢" (@, ;) -El(xz) =

= Z(x, x): I'[¢"(w, x1):Z(xy, x3): ¢ (w, x)]2e(x;) = Az(w)(x, X1, X)ke(xy),
A*(@)(w, x) = Z(x, x;): [ (0, x1): Z(xy, x;):1'(¢”" (@, x3): Z(x3, X3):

1 1'¢(w, x3))]3e(xs) = As(w)(x, X1, Xz, X3)58(X3)
etc.

A"@)(w, x) = A(w)(x, X2, ..., x,)58(x,) = fA,,(w)(x, Xiy oeey Xn)-8(x)dxy, ... dx,.
XG
1

Oznaczmy

(19) Z.(x, X1, .00, X)) = ® Z(xi_1, X)), Xo =X,
=1

Cn(w7 X1y woes x,,) = I, c”(w, xl)®1, (C”(w, x2)®11("' ®1’(C”(w, xn—l)®11c” X

x(w,x,,))...)]),

7 Mechanika teoretyczna
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WprowadZmy dziatanie tensorowe
0! T4n®Totnay = T,
zdefiniowane przepisem

(20) AeTy, BeTymi,=A-B=0cx(AQB),

15

gdzie znak ,,x ’ oznacza operacj¢ kolejnego zwezania iloczynu tensorowego A®B po
ukladzie o wskaznikow:

o= {(1,4n+3); (2,4n+4); ...; (4n—3,8n—1); (4n—2, 8n); (4n—1, 8n+1);

(4n, 8n+2)}.
Wtedy

E[C”((O’ x):A,,(a))(x, Xy erey x,,)] = E[Z,,(X, Xys oeey X")O(C’I(w, x)®C”(a)’ Xy veny ,,\’"))] =
= Zn(x7 Xis vens xn)°Kn(x) Xy eens xn)’

- gdzie oznaczono

©2)) K,(x, x, ..., xy) = E[¢"(w, X)®C,(w, X1, ..., x,)].

Funkcja K, jest tensorowa funkcja

n+1
Kn:XG - T4(n+1)
1

bedaca kombinacja liniowa funkcji korelacyjnych rzgdu < n losowej funkcji rozktadu
_ niejednorodnosci ¢(w, x), (w, x) € 2xG.
Ostatecznie mozemy wypowiedzie¢ nastgpujace Twierdzenie:®’
Jezeli o$rodek wielofazowy posiada wiasnoéci A-E (rozdz. 3) oraz spelnione sa warunki
(13) i (16) (rozdz. 4), to istnieje funkcjonalny zwigzek migdzy $rednim napre¢Zeniem T
a $rednim odksztalceniem e:
T(x) = Fe(x),

gdzie F jest liniowym ograniczonym operatorem w L,(G) zdefiniowanym w nastgpujgcy
sposéb:

Fa(x) = C-a(0)+ 3 Fy(x, %) x 3(x),

n=1

F,(o 50+ 806) = | Fi(r, ) 8(x)dx,
_ G

Fn(x; xn) = f Z,,(X, X1y ovrs Xno1s xn)°Kn(x7 X1y oo Xn—1> xn)dxl dxn—l’
"G
1
C = Ee(x).
Pozostale oznaczenia podane sa we wzorach (11), (19)- (2D); f_jest symbolem catki
H X

w sensie wartoéci gtéwnej.

2 Twierdzenie to obowiazuje oczywiscie réwniez w przypadku gladkiego rozkladu niejednorodnosci.
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Dodatek

1.
R?® — euklidesowa przestrzen wektorowa (réjek liczb. Przestrzen ta rozwazana jest wraz
z ustalong baza e; = (d;y, 9i», 0;3); i = 1,2, 3 (6;; — symbol Kroneckera).

P
T, = @R®> — euklidesowa przestrzeft tensoréw walencji p nad R®. Przestrzen ta rozwa-
1

14
zana jest wraz z ustalona baza ®e,, i,e{l,2,3}. Dla AeT,, A=
1

= Ay uei®e® ... ®e,®e; (zapis w konwencji sumacyjnej Einsteina) oznaczmy
Alj.u=A4;j u DlaAeT, BeT, przez A-BeT,_, oznaczamy pelne nasu-
nigcie tensorowe; np. dla p =4, g =2: A-B|;; = Al juBlu; B- Al = BljAlju-
W przestrzeni T, rozwazamy iloczyn skalarny A-B = Al;;  uBli;. . i norme
IAll, = (A~ A2
Funkcje A:G —» T,, G c R* rozwazane beda jako odwzorowania postaci A(x) =
= A ux)e®e® ... @ey®e;, A;; :G — R. Jezeli M jest pewna przestrzenia funk-
cji skalarnych okreslonych na zbiorze G i A;; € M, to pisa¢ bedziemy tez Ae M.
W przestrzeni tensorowych funkcji klasy L,(G) przyjmowa¢ bgdziemy norme

A= ([ AG)-AG)dx) "

G
2,

Niech (2, 4, P) bedzie pewna przestrzenia probabilistyczng oraz G < R? ograniczo-
nym obszarem. Oznaczmy przez /; miar¢ Lebesgue’a w R*, a przez v = Px/; miar¢ na
£2 x G bedaca iloczynem kartezjanskim miar P i/ (np. [6]).

RozwazZzmy przestrzen tensorowych funkgji

ARxG - T,

klasy L,(2x G;v). Za norme A € L,(2 x G; ») przyjmiemy liczbe

1Al = ( | A, »-A@, Do, )"

QxG
Z twierdzenia FUBINIEGO [6]

IIAIII2 = ENlAIIZ = [ 1|AlI*(0)dP(w),
2
gdzie oznaczono

AIR@) = [ A@, )-Aw, )dly(x).
G

Ogolnie biorac funkcja w — [|A]|?(w) jest okre$lona prawie wszedzie dla w € £2; w pra-
cy rozwazane beda funkcje A € L, (2% G; ») takie, ze dla dowolnego w € 2 liczba ||A]|*(w)
jest okreélona, tj. takie losowe funkcje tensorowe, Ze ich realizacje A,(x) = A(w, x)(x € G)
sa funkcjami klasy L, (G).

Dia A € L,(£2x G;v) oznaczmy

EA) = [ A, x)dP(w).
2

7%
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Funkcja x —» EA(x) nazywana jest warto$cia oczekiwana losowej funkcji A. Operacja
E:A - EA
ma wiasnoéci:
a) EA € L,(G) istnieje dla dowolnego A € L,(2 x G; »),
b) E jest liniowym ograniczonym operatorem i ||E|| < |
Zauwazmy, ze poniewaz dla A, € L,(G), A(w, x) = Ay(x) mamy [||A]l] = ||A,l], wiec
przestrzen L,(G) mozna izometrycznie zanurzy¢é w przestrzeni L, ({2 x G; »). Odpowiednio
do tego zanurzenia mozZemy operator E rozpatrywaé jako dzialajacy w przestrzeni
L,($2 x G; ). Operator E zdefiniowany wyZej i traktowany jako dzialajacy w L,(£2x G;»)
nazywa¢ bedziemy operatorem wartosci oczekiwanej.

3.

Niech (2, #, P) bedzie probabilistyczng przestrzenia. Dla skalarnej (rzeczywistej)
zmiennej losowej X = X(w), w € £2 oznaczamy:

EX = [ X(0)dP(),
2

(ElX|Hy®  1<p < oo,
sup{a: P(1X| > a) > 0}.
acR

1X1,

Ry

Liczba | X],, 1 < p < o ma (mig¢dzy innymi) whasno$¢ [7]
XYl < XL 1YL

dla dowolnych liczb naturalnych 1 < p, g, r < oo takich, ze

11 1 (1 ) )
= = .
p q I o0

W szczegSInodci, jezeli r = g = 2, to liczba |XY], moze byé oszacowana przez

XY, < XL Y-

I

Rozwazmy catke

I=E [X,x)Yw,0dy, GcR,
G

X(w, x) = ||e"(w, x):¢” (@, X)||a,
Y(w, x) = |l&(w, )@ &(w, )/3"? = |[s(w, D2,

gdzie || *]|, jest norma w euklidesowej przestrzeni wektorowej tensoréw walencji p. Oznacz-
my dla x € G ustalonego oraz w € 2 dowolnego:

X Xx(w) = X(w, x))
Yy = Yi(w) = Y(w, x).

W tych oznaczeniach i w oznaczeniach z Dodatku 3:

EX.Y) = E(yVX: Yo[) = [V X vibs < 2@ Y:Es
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gdzie
a() = |y Xl
A wigc:
= [EX,Y)dx < [@?WE(YDdy = E [ 02(x) Yo, )dx =
G G G _

AN

=F floz(x)}’(w, xp)|%dx.
G

Oznaczajac przez f istotny kres gérnej funkcji a(x), x € G ([8]):

B = supessa(x)
xeG

oraz oznaczajac dla w e 2 ustalonego, a x € G dowolnego:
Y, = Yuo(x) = Y(w, x)

mamy

J 100 Y, 0)12dx = [laX|I> < f2IYall? = 2 [ Y2(w, x)dx,
G G

gdzie || || jest norma w przestrzeni L,(G), przy czym skorzystano z oszacowania ([8])

llaYull < BlYoll.

Ostatecznie

< BE fY2(w,x)dx = f2llelll*.
G
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Pesome
N

CPEIHEE HAMNPSDKEHHUE B CTOXACTHUYECKHW HEOIHOPOIHOI CPELE

B pabote paccmMoTpeHsl Cpeabl CoAepIKallie Cy4ailiio pacnpefe/eHHble CKauKkooBpa3Hble HEOLHO-
poaHocty, HalieHsl gocTaTouHble YCIOBHA CYLIECTBOBAHHMSA (HYHKUHOHANBHOTO COOTHOLUEHHS MEMNKIY
CPEXHUMU HAMPSHKEHUAMH H Cpeddelt Aedopmauueil; onpeaesien BU 3TOrO COOTHOLLCHHA,
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Summary

MEAN STRESS IN A MULTI-COMPONENT STOCHASTIC MEDIUM

Media with random distribution of jump-inhomogenzities are considered. The sufficient conditions
for the existence of the functional relation between the mean stress and thc mean strain are found; the
form of this relation is presented.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlpzona w Redakcji dnia 16 stycznia 1976 r.



