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1. Wstep

W pracy [2] rozpatrzono poprzeczne drgania ukiadu zloZonego z dwéch réwnoleglych
belek pryzmatycznych pofaczonych niewazkim liniowym elementem sprezystym. W przy-
padku, gdy masa elementu nie jest pomijalnie mala w poréwnaniu z masami belek nie
mozna zaniedba¢ wplywu bezwladnoéci elementu sprezystego na drgania uktadu.

SaiTo i CHONAN [3] jako pierwsi rozwazyli problem drgan belek z uwzglgdnieniem
masy elementu sprezystego, przy czym element ten zostat zastapiony zespotem niezaleznych
sprezyn (pretéw sprezystych). W swoim opracowaniu ograniczyli si¢ jednak tylko do
analizy drgan dwdéch jednakowych belek.
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W niniejszej pracy rozpatrzone beda drgania poprzeczné ukladu dwdéch réwnolegtych
belek pryzmatycznych (rys. 1) rézniacych si¢ geometria i wtasnosciami fizycznymi. Uwzgled-
niony tez zo§tanie wplyw bezwladno$ci elementu sprezystego na-drgania belek.

2. Réiniczkowe réwnania ruchu ukladu. Drgania swobodne

Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

a) ukiad nie jest ttumiony,

b) belki i element sprezysty sa cialami jednorodnymi,

©) element sprezysty zastepuje sie zespolem niezaleznych pretéw sprezystych rozio
ionyc|h wzdtuz belek. '
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Oznaczenia dotyczace belek:
w, = w,(x,t) przemieszczenie przekrojéw gérnej belki,
w, = w,(x, t) przemieszczenie przekrojéw dolnej belki,
x wspolrzedna okre§lajaca potoZenie danego przekroju,
t czas,
! dlugo$é belki,
F,,F,,J,,J, przekroje poprzeczne i momenty bezwiadnoéci,
0;,0, masy wiasciwe,
E,, E, moduly Younga.
Oznaczenia dotyczace elementu sprgZystego:
u = u(x, y,t) przemieszczenie przekrojow preta,
y wspolrzedna okreslajaca poloZenie danego przekroju preta,
h wysoko§¢,

[

b szeroko$é,
o masa wiadciwa,
E modut Younga,
¢ = % modul podatnoéci,
E . . .
k=bc= 7b wspotczynnik sprezystosci.

Model ukiadu drgajacego przedstawiony na rys. 1 sktada si¢ z dwdch belek potaczonych
zespolem pretéw sprezystych roziozonych w sposob ciagly wzdluz belek. Prety sprezyste
wykonuja drgania podiuzne wywolane drganiami poprzecznymi belek, przy czym pomijamy
wzajemne oddzialywanie pretéw na siebie.

Rézniczkowe réwnania ruchu uktadu (rys. 1) maja nastepujgca postac:

M Ea O o r DM g =0,

@ Eszi;:TzwLeze%—pz 0,

P £,

gdzie

@) Cpnt) = —khg—;l(x'o")’ pa(x, 1) = —khg—;(x'h,’)

okreslaja reakcje jednostkowe preta dzialajace w danym przekroju x odpowiednio na
gbrng i dolng belke.
Geometryczne warunki brzegowe dla réwnania (3):

(5) U, 1, D] gagy = wi(x, 1), 4052 Dl = wax, 1)

Réwnania (1), (2) opisuja poprzeczne drgania belek, natomiast réwnanie (3) — drgania
podtuzne preta sprezystego. Aby rozwigzania tego ukladu réwnan mialy charakter ogdlny,
nie precyzujemy warunkéw brzegowych dla réwnan (1), (2).
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Drgania harmoniczne ukfadu przewidujemy w postaci:

6 wi(x, 1) = X, ()T(), wailx, 1) = X,(0)T(),
Q) u(x, y, 1) = Y(x, pT(1),

gdzie

®) T(t) = Ccoswt+ Dsinwt.

Podstawiajac (7) i (8) do réwnania (3) otrzymujemy

©) ‘;22 +a’Y =0, gdzie a? = -”’;0 :
Rozwiagzanie réwnania (9) ma postac
(10) Y(x, y) = A(x)sin(ay)+ B(x)cos(ay).

Z uwagi na (7) warunki brzegowe (5) przyjmujq forme:
(11) Y(x, D) ygy = X1 (X)s Y D) |(ymy = X, ().
W oparciu o (11) wyznaczamy funkcje A(x) i B(x):
(12) A(x) = X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah),

B(x) = X,(x).

Wobec tego
(13) Y(x, y) = [X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah)]sin(ay)+ X, (x)cos(ay),
za$

(14)  u(x, py, 1) = Y(x, T(t) = {[X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah)]sin(ay) +

+X, (x)cos(ay) }(Ccoswt + Dsinwt).
Poniewaz
ou
oy
’ wigc na podstawie wzoréw (4) reakcje jednostkowe preta na belki:
Pi(x, t) = —kah[X,(x)cosee(ah)— X, (x)ctglah)]T(t),
pa(x, 1) = —kah[X,(x)ctglah) — X, (x)cosec(ah)]T(t).
Podstawiajac (6) i (16) do réwnan (1), (2) otrzymujemy
E,J, XY + [kahctg(ah)—w? o, F\]X, —kahcosec(ah) X, = 0,
E, LX{V 4 [kahctg(ah) — w?p, F,) X, —kahcosec(ah) X, = 0.

(15) = a{[X,cosec(ah) — X, ctg(ah)]cos(ay) — X sin(ay) } T(t),

(16)

(7
Rozwigzah ukfadu réwnan (17) poszukujemy w postaci

(18) X, = A€, X, = A,e”.
Wprowadzajac (18) do réwnan (17) mamy

A, [ElJ r+ (kah)ctg(ah)—w?o, F\]1— A,(kah)cosec(ah) = 0,
— A, (kah)cosec(ah) + A, [E, Jor +(kah)ctg(ah) w20, F,] = 0.

/

(19)

6*
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Na podstawie (19) otrzymujemy nastepujace réwnanie charakterystyczne:

EJ,E, J,r8+ {E  J,[(kah)ctg(ah) — w? 0, F,]+ E,J, [(kah)ctg(ah) —
" (20 —w?o  Fil}r*+ [(kah)ctg(ah) —w? o, Fy][(kah)ctg(ah) —w?0, Fr]—

— (kah)f?cosec®(ah) = 0,
gdzie

Réwnanie (20) jest rOwnaniem kwadratowym wzgledem r

@D rt, = % (m=+ ]/m2—4n),
gdzie
— 2 01 F, 0:F, wk _( 1 ) t I/E
m @ (El‘ll + E2J2) hV El‘ll E2J2 Cg wh E ’
n=__ 9 w20, Fy 90, F,—wkh :(g Fi+e F)ctg(wh E w2l
E1J1E2J2 141¢24 2 141 242 E E
JeZeli
(22) n>0,
to
r{ >r3>0.

Réwnanie (20) ma w tym przypadku osiem nast¢pujacych pierwiastkow:
(23) r‘ = +k1: —kl: +ik1 —lkl +k2 —k +lk2 —ik2,
gdzie i = /-1,

4 .
4 ki, = ]/—;—[mi Vm? =4n].
A zatem catkami réwnan (17) sa funkcje:
X, = Cyshik x)+Cych(k, x)+ Cysin(k,x)+ Cycos(k, x)+
‘ + Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C;sin(k, x)+ Cgcos(k, x),
X, = Dy sh(k, x)+ D,ch(k, x)+ Dssin(k, x)+ Dycos(k, x)+
+ Dssh(k, x)+ D ch(k, x)+ D4sin(k, x) + Dg cos(k, x) ,

(25)

przy czym stale C;, D,(i = 1,2, ..., 8) sa zwiazane zaleZzno§ciami wynikajacymi z rownap

(19):
D, EJ, ( ]/ ) g2 ) .
— = + +—1=a >0, 1= 19.-"14’
o q P p EJ,E,J, '

D, Elll( ]/ ) s ) ; \
—_— = " |p—- +———— )= —a <0, =5,...,8,
of q P P E\JyE;J, : /

(26)



SWOBODNE DRGANIA POPRZECZNE UKLADU BELEK 277

o I 1 3 ;[ 01F, 0. F5 ).
= e t h 2 _ B2t
p kwh]/E(Elll Ez-’z)cg(w I/E) —w (El‘ll AL

q = 2kwh ]/%cosec (a;/z]/-%),

przy czym o > o,.
Poniewaz D; = 0,C; (i=1,...,4), D; = —a,C; (j =5, ..., 8), wiec w wyrazeniach
(25) mamy tylko osiem dowolnych stalych rzeczywistych C,(i = 1, ..., 8)
X, = Cysh(k,;x)+ C,ch(k, x)+ C;sin(k, x)+ C,cos(k, x)+
+ Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C,sin(k, x) + Cgcos(k, x),
X, = [C,sh{k,x)+C,ch(k, x)+ C;sin(k, x)+ C,cos(k, x)]o, +
— [Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C,sin(k, x) + Cycos(k, x)]a, .
Stale C; wyznaczamy wprowadzajac wyrazenia (27) do przyjetych warunkéw brzego-
wych wynikajacych ze sposobéw podparcia koricow belek. Na podstawie o§miu warunkdéw
brzegowych otrzymamy jednorodny uklad o§miu réwnan algebraicznych na poszukiwane
state. Przyréwnujac do zera wyznacznik utworzony ze wspdiczynnikéw stojacych przy
niewiadomych (warunek istnienia niezerowych rozwigzan ukiadu réwnan jednorodnych)
dochodzimy do réwnania czgstodci, z ktdrego uzyskamy ni¢skonczony przeliczalny cigg
rozwiazan na czgstosci drgan wiasnych ukladu w,. Dla kazdej czgsto$ci znajdujemy od-
powiednie stale C,, (i = 1, 2,..., 8) w funkgji jednej ze stalych. Z (24) obliczamy ciagi
wartoséci wlasnych &, 1 k,, oraz z (26) wspotczynniki o, (przy ky = ky,) 1 ay, (przy k, = k,).
Tym samym z (27) okreS§limy postacie drgan wlasnych (gléwnych) belek X,, i X,,, za$
z (8) funkcje czasu T,
Ostatecznie rozwiazania (6), (7) rozpatrywanego problemu mozna przedstawié w na-
stepujacej postaci:

gdzie

@7)

wi(x, 1) = VXI,,(x)T ) = Z[Zl,,(x)+22,,(x)] [Cacos(wat)+ D,sin(w,?)],
n=-l n=

(28)

w06, 1) = ) XonOTut) = D) [0 Z1a(6) = 230 Z2n (X)) [Cac08(wp 1) + Dasin(eo, 1),
n=1 n=1]
u(x, y7 I) = Z Yn(x: y)Tn(t) = Z { [Zln(x)+22n(x)]cos(any)+
(29) n=1 n=1
+([‘x1nzln(x) aZnZZn(x)] cosec(a,,/z)+
[Zl,,(x)+ZZ,.(x)]ctg(a,,/z))sm(a,, y)}[C cos(w,?) + D, sin(w,?)],
gdzie

Z(x) = sh(ky,x)+ A uchlkynx)+ Agusin(k,, x) + Az cos(k p x),
Zu(X) = AguSh(ky,X)+ AsnCh(konx)+ Agnsin(k,, x) + A5 c08(k,, %),

—w1/ 2
an_wnl/E’

Ap(i =1, ..., 7) stale otrzymane w wyniku przeksztalcen statych C,,.
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Stale C,, D, okre$limy na podstawie warunkdw poczatkowych wykorzystujac wlasno$¢
ortogonalnosci postaci drgan giéwnych. Warunek ortogonalnoéci tworzymy w oparciu
o réwnania (9) i (17).

Funkcje wilasne X;, X,;, X,;, X5, spelniaja odpowiednio uklady réwnan

ElJIX(lIiV)+(gi_wizelFl)Xli_ﬁXZi =0,

30
(30) E2J2X§1iv)+(g,-—w,-ZQZFZ)XZi—f,-X“- =0,
31) E J, X{{ = —(gj—wfexFl)Xxﬁf,-ij,
E2~12X(2[jv) = —(gj_wj‘z92F2)X2j+ij1j,

gdzie

gi = kw,'h V—% Ctg (CU,'/I V—QET) ,

g = kw;h ]/% ctg (w,-/z l/_@b:) ,
(32)

Ji = koih E cosec (w-/z /E)
i t E t V E k]

3 0
Ji = kwh ]/f cosec (cu,-/z l/f)

Pierwsze z réwnan (30) mnozymy przez X, ;, drugie za$ odpowiednio przez X,; i catku-
jemy po dtugosci belek
! ! ! !
(@i—w?or F) [ Xy Xoydo—fi [ X, Xpdx = —EJ, [ X00X,jdx = —E U, [ X, X(0dx,
0 0 0 0

/ l / 1
(gi—wfngz)fXZ,ijdx—f,-fX“ijdx = —EszfXél,")ijdx = —Eszsz,ng)dx.
0 0 0 0

Po wprowadzeniu (31) do powyzszych wyrazen, a nast¢pnie ich zsumowaniu otrzymu-
Jemy

I
(@ =) [ (01 Fy X1: X+ 03 Fy Xy Xoj)dx—
0
(33) , ,
—(gl—gj)f(XliX1j+X2iX2,l)dx_(ﬁ_f:i)f(XliX2j+X1szi>dx = 0.
0 0

Postacie drgan Y;, Y; spetniaja nastgpujace réwnania:
(34) YW tatY, =0, gdzie af = wf%,

(35) YO = —atY;, gdzie af = wfi.
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Ve
Mnozgc réwnanie (34) przez Y; i catkujgc po wysokosci preta sprezystego mamy

13 I h
at [YYdy = — [Y®Oydy = —(x0Y,-v Y@~ [ vydy.
] V] V]
Podstawiajgc teraz YV z (35) otrzymujemy
h
(36) @ —ap) [ Vi¥dy = —(Y®v;- vy®)|;.
. V]

Prawg strong wyrazenia (36) obliczamy na podstawie (13)

h 1
Y&PY;=Y; Y}l))!o = GE [(gi—85) (X1:1X1j+ X2 X))+ (fi =) (X1 X2+ X X20)],

wiec
f’
(37 ((Uiz_'wlz)(’bj Y Y;dy = _(gi_gj)(XliX11+X2iX2j)_(fi“f:i)(XUij'*'leXzi)-
0
Z uwagi na (37) zalezno$¢ (33) przyjmuje postaé
{ N ]

(wP—}) [ (01 Fy X1iXij+ 0, FX:X,)) + 0b [ YiY;dyldx = 0.
0 0

Ostatecznie otrzymujemy nastgpujacy warunek ortogonalnosci:

! . h 0 dla i #j
(38) of [(91F1X11X11+Q2F2X2inj)+Qb0f YiYidyldx = y}  dlai=j,
gdzie

{ h
(39) v} = [ o) F X}+0y FoX3) +ob [ YPdyldx,
0 0
przy czym
13
h 1
(40) fY,?dy=~—_[7(ﬂjcoseczﬂl—ctgﬂj)(ijj}-Xf,-)—(ﬁjctgﬂj—1)cosecﬂj-X“--ij],
0 J . -

o
ﬂj =w; th '

Warunki poézqtkowe przyjmujemy w postaci
w,(x,0) = wo(x), w,(x, 0) = w,o(x),

(41 ow,
ot

d
= 9,0(%), ;;2 = 0,0(X),

(x.0)

(x.0)

(5,2, 0) = uo(x, 1) = wi0() + - 20(0) 1oL,
@) .
U

= (5, 0) = 01000 + - Pao() =i

(x,y,0)
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Podstawiajac (28), (29) do (41), (42) mamy

wJO(x) = __): CnXJn(x), le(x) = ZC(),,D,,X,,,(X),
3) W20 = D CaXon®),  020(x) = Y 0, D, Xp0(),
n=1 n=1

) )
3
uo(x’ y) = 2 CnYn(x’ y)’ vO(x> y) = 2 w,,D,,Y,,(x, )’)
n=1 n=1

Wykonujac odpowiednie transformacje catkowe doprowadzamy wyrazenia (43) do
postaci:

] i

2Cllf(QlFJXInXJk+Q2F2X2nX2I¢+Qbf Y, ka)’)d

n=1 0
h
= f(QIFlw10X1k+02F2w20X2k+Qbf qukdy)dx,
0

(44)

o0

anD f(01F1X1nX1k+02F2X2nX2k+Qbf Yka}’)d
n=1]

h

= f(@1F1v10X1k+02F2v20X2k+@bf Yo kay)dx

Uwzgledniajgc warunek ortogonalnosci (38) otrzymujemy z (44) wyrazenia na poszuki-
wane stale:
1

1
G = )2 f(@lFl W10X1n+02F2W20X2n+@bfu0Y d}’)
45) : 1 .
D, = on 2 f(@lF1vloX1n+02F27)20X2n+Qbf'voYnd)’)dx-
n;/n o )

h h
Po obliczeniu catek: [ uo(x, y) Y, (X, y)dy, f o (x, Y)Y, (x, Y)dy mozna wzory (45)
0 0

przedstawi¢ w nastepujacej formie:

1
1
Cy = yE f {(91 Fywyo+0bh[w, (67— anctgﬂ")—wzo(éﬁ—6"COSCCﬂ")])X1n+
"%

(46) + (02 F, w0+ 0bh[w,0(07 — 6, ctgﬂ,,)—wlo(éz——é cosecﬂ,,)])Xz,,]dx;;

D, = f (o1 F1o10+0bh[o10(57 — ducte ) —20(97 — dycosec f)]) Xin +

WnYa

+ (@2 F,0504 0bh[0,0(87 — d,ctg fa) —010 (07 — 0n cosecﬂ,,)])Xz,,}dx,
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gdzie z (39), (40)

an  7h = S les it obh(cosect, = 8,18 B)IX .= 0bh(ctgy — 800050 s Xin Xont
0
+ [0, F, + obh(cosec? B, — 6, ctg B)] X3,} dx,
przy czym

'h, ﬂnén = L

try|ro |

Ba = w, l/—v

3. Podsumowanie

A. Okredlone w pracy rozwigzania drgan swobodnych ukladu maja charakter uni-
wersalny, poniewaz zostaly otrzymane bez wprowadzenia warunkdw brzegowych dla
belek. Uzyskanie rozwigzan szczegdélnych (dla przyjetych warunkéw brzegowych) nie
sprawia trudno$ci metodycznych. OczywiScie pomoc maszyny cyfrowej jest niezbedna.

B. Warungk (22) ogranicza rozwazania wylacznie do drgan harmonicznych calego
ukiadu.

C. Przedstawiona praca jest w pewnym sensie uogélnieniem zagadnienia analizowanego
w pracy [2]. Przy zaloZeniu, Ze masa elementu sprezystego jest pomijalnie mata mamy

pi(xt) = —Ligio{ [Xz(x) sm(zh) — X, (x )Sm( 7 COS(ah)]T(t)} = —k[Xz(X)—

(a—0)

X (IT() = —k(w,—w,),
Pa(x, 1) = +k(w,—wy).
wtedy rézniczkowe réwnania ruchu opisujgce drgania belek przyjmuja postaé

0*w 0%w

Ex-hW‘;l +o.F, —aT —k(wy,—w;) =0,
0*w 0*w

E2J2 a 4 + QZFZ a 2 +k(W2 Wl) = 0

1 otrzymujemy przypadek rozpatrzony we wspomnianym artykule.

Warto w tym miejscu’ zwrdcié uwage na fakt, ze jakkolwiek uwzglednienie masy ele-
mentu sprezystego wplywa na obniZenie czgsto$ci i amplitud drgan belek, to jednak sama
forma postaci drgan wiasnych (gléwnych) nie ulega zmianie.

D. Szczegblnym przypadkiem rozwazonego zagadnienia jest belka drgajaca na inercyj-
nym podloZzu sprezystym. Traktujac dolna belke jako ciato sztywne (unieruchomione)
otrzymujemy nastepujace réwnanie ruchu belki gérnej

o*w *w

EJ, % 41 +o0Fi—= FTE

Drgania poprzeczne belki na sprezystym poditozu mozna okredli¢ na podstawie w,(x, f)
z (28) przy E,J, - . ,

E. Wydaje sie, ze przedstawiony w pracy sposéb postgpowania mozna z powodzeniem

zastosowaé do okre§lenia drgani poprzecznych ukiadéw tréjwarstwowych (wielowarstwo-

wych), w ktérych warstwa $rodkowa charakteryzuje si¢ matg sztywnoécia na zginanie.

!t kahctg(ah)w, = 0.
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Peaome

CBOBOIOHBIE ITOITEPEUYHBIE KOJIEBAHMSA CUCTEMBI IBYX BAJIOK
CBA3AHHBIX MHEPHMOHHBIM VYIIPYTHM DJIEMEHTOM

B pafore paccMaTpHBAIOTCA IONEPEUHbIe KOJeGaHMsA CHCTEMbI, COCTOAUIEN M3 NBYX mapasiiefibHbIX
IPU3MAaTHUECKHX 0a/I0K, COEAHHENHBIX YIPYTHM JJIEMEHTOM. YTIPYTHIl 3JIEMEHT MOJAEIHPYETCA CHCTEMOMH
HEe3aBUCUMbIX cTepricHeit. IIpnmeneHue Takoit Momeny [ejlaeT BO3MOMKHBIM YUET BJIMAHMHA MacChl dJle-
MeHTa Ha KonebGanusa Oanox.

B craThe npuBeneHs! nudbepenunanbHble YypaBHEHHA IBIYKEHHA CHCTEMbI, @ Taloke HaHaeHbI pe-

LIEHHs CBOGOAHBLIX KONeGaHuit,
L

Summary

FREE TRANSVERSE VIBRATIONS OF AN ELASTICALLY CONNECTED DOUBLE-BEAM
SYSTEM

This paper deals with an analysis of free transverse vibrations of two parallel prismatic beams which
are coupled by means of an inertial elastic element. The elastic element is represented by a system of in-
dependent bars. Application of such a model makes it possible to take into consideration the effect of the
mass of the element on the vibration of beams.

In this report differential equations of motion of the system are derlved and the solution of free
vibrations is given.
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