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1. Wstep

Zagadnienia teorii drgan ukladéw sprezystych kontaktujacych sie z uktadami ciektymi
sa przedmiotem badan hydrosprezystosci. J. WiECKOwSKI podaje nastepujace okreSlenie:
»Przez zagadnienia hydrosprezysto$ci rozumiemy problemy pograniczne mechaniki cieczy
i mechaniki cial odksztalcalnych. Odrézniamy je zwykle od problemdw aerosprezystosci
obecnosciq powierzchni swobodnej i zalozeniem przemiany izotermicznej” [10]. Hydrospre-
zysto$¢ jest dyscypling stosunkowo mioda, podczas gdy aerosprezysto$é posiada swoje
tradycje i doczekala si¢ szeregu opracowan monograficznych, np. [2]. Metody stosowane
w aerosprezysto$ci moga by¢ przeniesione na teren hydrosprezystosci, co szczegdlnie do-
tyczy zagadnien falowych w o$rodkach $cisliwych, jednakze wystepuja pewne osobliwe
cechy, ktére powodujg konieczno§é rozgraniczenia tych dwodch dyscyplin. Hydrospre-
zysto$¢ wyrézniaja niskie predkosci, wysoka gesto§é i mata Scisliwo$é osrodka cieklego. Wo- -

~bec powyzszego duze znaczenie posiadaja tutaj zagadnienia wyznaczenia mas towarzy-
szacych cieczy oraz rozwigzanie problemdéw drgan swobodnych i wymuszonych ciala
sprezystego bedacego w kontakcie z ciecza. Kryterium klasyfikacji zagadnienia jako zada-
nia hydrosprezystosci stanowi wystepowanie dodatkowych sit hydrodynamicznych spo-
wodowanych przez sprezyste deformacje konstrukcji. Mamy wigc do czynienia z trzema
rodzajami sit: sprezystosci, hydrodynamicznymi i bezwladnoéci.

Z punktu widzenia teorii mozemy wyodrebni¢ dwie grupy zagadnien hydrosprgzy-
stoéci. Stanowig je zagadnienia niesprzgzone i sprzezone. Zagadnienia niesprzeZone mozna
sprowadzi¢ do zagadnien hydrodynamiki przez zaloZenie na powierzchni zwilzenia okre- .
$lonego rozkladu predkosei tak, Zze ruch uktadu sprezystego stanowi warunek brzegowy
dla zagadnienia hydrodynamiki. Przyklady zagadnien tego typu przedstawiono w pracy [9].
Zagadnienie sprzezone charakteryzuje siec wzajemnym oddziatywaniem na siebie obu
osrodkéw poprzez warunki brzegowe na powierzchni kontaktu. Na uwage zastuguja
tutaj zagadnienia drgan plyt i powlok sprzezonych z ciecza.

Hydrosprezysto$¢ powlok jest przedmiotem stosunkowo duzej iloéci publikacji (praca
przegladowa [17]), a nawet monografii [15, 16]. Zagadnienia hydrosprezystoéci ptyt nie
posiadaja tak bogatej literatury jak hydrosprezysto$¢ powlok. Z punktu widzenia zasto-
sowan wyrézni¢ mozna prace dotyczace mechaniki kry lodowej [3), dynamiki przekryé¢
zbiornikéw na ciecze [8, _13], drgan poszycia okretdéw [4], drgan przegréd hydrotechnicz-
nych i fragmentéw konstrukcji portowych [11, 14, 18] itp. Oprécz prac o charakterze
stosowanym istnieje niewielka liczba prac podstawowych, przykiadowo wymienimy prace
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AFANASIEWA [12] i SOLECKIEGO [5, 6], ktéry podat rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
rozchodzenia si¢ fal w plycie ptywajacej na pSlprzestrzeni wypelnionej cieczg §ci§liwa, przy
dzialaniu impulsu punktowego i impulsu rozloZonego na prostej.

W niniejszym opracowaniu zajmiemy si¢ sprzezonymi drganiami ukfadu: ptyta-ciecz,
w ramach liniowej teorii sprezystosci i liniowej teorii falowania cieczy idealnej, zachodza-
cego pod wplywem sit cigzkoéci. Plyta spoczywa na swobodnej powierzchni cieczy, ktéra
wypelnia pewien obszar przestrzeni ograniczony sztywnag powierzchnig. Badany model
obejmuje pewng klas¢ zadan hydrosprezystosci plyt, ktérym w naturze moga odpowiadaé
sztuczne lub naturalne zbiorniki wypelnione cieczg, na powierzchni ktérej spoczywa ela-
styczna plyta. Przedstawiono ogdlna metode rozwiazania zagadnienia przy wykorzystaniu
funkeji wlasnych swobodnego falowania cieczy. Metode zilustrowano analiza dynamicz-
pa pasma plytowego sprz¢zonego z ciecza. Otrzymane wyniki nie byly dotychczas znane,
chociaz przedstawiona metoda znalazla zastosowanie w pracach autora [7, 8], przy roz-
wiazaniu zagadnienia drgan dachdw plywajacych.

2. Réwnania zagadnienia i metoda rozwigzania

Niech ciecz idealna wypelnia obszar £2 tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa ograni-
czony zamknigtg powierzchnia S. Zalozymy, Ze ciecz znajduje si¢ w potencjalnym polu sit
ciezkoéci i posiada swobodna powierzchni¢, na ktérej spoczywa plyta S, ograniczajaca
obszar £2 od géry. Dodatkowo przyjmiemy, Ze powierzchnia kontaktu jest stale zwilzona.
Pozostala cze§é obszaru 2 ograniczona jest nieruchoma i nieodksztalcalng powierzchnia
S,. Tak wigc S = S, +S,. Zalézmy ortokartezjanski uklad wspdtrzednych x, y, z taki,
e powierzchnia S, lezy w plaszczyZnie z = 0, 0§ z skierowana jest pionowo w dét (rys.
1). Zbadajmy dynamike przedstawionego ukiadu.

~ Rys. 1. Ukiad wsp6lrzgdnych

Réwnanie. ciggtosci dl.a ptynu niesci§liwego ma postaé
2.1) divv =0,

co oznacza hiezmienno$é objetosci i jest konsekwencja zasady zachowania masy. V jest
wektorem predkoséci czasteczek cieczy. W przypadku ruchu bezwirowego, gdy istnieje po-
tencjat predkosci @ spelniajacy zalezno$é

V = grad 9,
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réwnanie cigglosci przybiera postaé

2.2) div grad @ = 0.

Potencjal predkosci @ powinien spefniaé¢ na powierzchni S warunki brzegowe o postaci:
oD oD ow

(23) an S; ? K S =.W,

gdzie przez w oznaczono pionowe ugigcie plyty. Pierwszy warunek bznacza, Ze nie istnieje
predko$¢ normalna do powierzchni S,, drugi warunek oznacza zgodnoé¢ predkoéci prze-
mieszczen przylegajacych do siebie czasteczek plyty i cieczy. Ugiecie w powinno spelniaé
réwnanie ruchu

(2.4) DV*w-+ohiv = —P+0Q,

z odpowiednimi warunkami brzegowymi dla plyty. P oznacza parcie cieczy na plyte, Q
jest wzbudzeniem zewnetrznym. Parcie cieczy na plyte przyjmiemy z calki Cauchy La-
grange’a b@dqcej jednym z rozwiazan réwnan ruchu Eulera '

ov 1 1
2. 4 p2_ Sp =
2.5) 5 TV ezt 4 F(t),
gdzie g oznacza przyspieszenie grawitacyjne, y — gesto$¢ cieczy, p — ci§nienie, F(t) —
dowolng funkcje czasu, ktdra okre$la sie z warunkdéw poczgtkowych zagadnienia (dla
drgant ustalonych przyjmiemy F = 0). Dla malych predko$ci oscylacji cieczy mozemy
w wyraZzeniu (2.5) pominaé wielko§¢ V2/2 i wéwczas, podstawiajac z = w, otrzymamy
ciénienie na powierzchni kontaktu

o . 5D
2.6 = |2 _wl.
(2.6) P y[ = gw]
W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie operowaé, zamiast potencjalem predkosci @,
potencjalem przemieszczent y okre$lonym zaleznoscia
74

(2.7) = - W

‘Funkcja y jest funkcja harmoniczna
2.8) Vix =0
oraz powinna spelniaé nastgpujace warunki brzegowe: '

9%

0%
(2'9) A s -, aZ

on

Drugi z warunkéw (2.9) jest réwnaniem sprzezenia drgan. Ostatecznie parcie cxeczy na plyte
okrcéhmy wzorem

A 2 =0
(2.10) b= y[a X(x’yétzz =0; 1) +gw].

Réwnania (2.8), (2.9), (2.10) i (2.4) wraz z warunkami brzegowyml dla plyty opisuja badane
zagadmeme

= —W,
z2=0
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Metoda rozwiazania zagadnienia zaklada znajomo$¢ funkcji wlasnych ¢, opisujacych
swobodne falowanie cieczy wypelniajacej obszar ograniczony powierzchnig S,. Dla obsza-
réw geometrycznie prostych, ktére mozna opisa¢ znanymi ukladami wspdlrz¢dnych,
funkcje @, daja wyznaczyé si¢ w sposéb stosunkowo nieskomplikowany. Funkcje te
spelniaja réwnanie (2.2) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.3). Potencjat y przedsta-
wimy w postaci szeregu wedtug ukladu funkcji wlasnych @,

[s¢)
2.11) %=, Bun@rn;
n=1

woéwczas spelni on réwnanie (2.8) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.9). Drugi wa-
runek brzegowy postuzy nam do wyznaczenia wspdlczynnikéw B,,,, po wyznaczeniu calek
réwnania (2.4).

3. Drgania wlasne pasma plytowego

Rozpatrzmy przypadek drgan wlasnych pasma plytowego sprzg¢Zonego z ciecza idealna
wypelniajaca zbiornik o przekroju prostokatnym (rys. 2). Jest to zadanie plaskie, opisane
réwnaniem

o*w . 0? .
(3.1) DW+ghw = —y[ atzc +gw].
Dla drgan harmonicznych przyjmiemy
(3.2) w = e®'y(x).

Plyta

¥
L

Rys. 2. Pasmo plytowe sprzgzone z ciecza

Réwnanie (2.8) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.9) spetnione sq przéz funkcj¢ o po-
staci :

[s¢)
3.3 - fwa L o
(3.3) x=e 2 B,ch 13 (z— H)cos X

Drugi z warunkéw brzegowych (2.9) jest réwnaniem sprzg¢Zenia drgan

o0
34 — e Mg, 1T (ﬂ n
3.4) w=e _IB,, Lsh LHCOSL’x
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Wykorzystujac zalezno$é¢ (3.2) - (3.4) réwnanie ruchu (3.1) zapiszemy w postaci

d*v nw nw nw
(3.5) | DT—Qhw D=7y Z [w ch( H) —gTsh(TH)]cosTx.

Dla plyty nieograniczonej przyjmiemy catke szczegblng w postaci wynikajacej z potencjatu
przemieszczen. Przyréwnujac do siebie dwa szeregi Fouriera otrzymujemy

(3.§) Bn{[D(l’g-)4+yg] %sh (%H)—wz [Qh% sh (% H)+ych(%H)]} = 0.

Istnieja tutaj dwie mozliwosci: albo B, = 0, co oznacza, e nie ma drgai tej postaci, lub
tez wyraZzenie w nawiasie jest réwne zeru, skad otrzymujemy bezposrednio wzér na cze-
sto$¢

4
nm
D(T) 8

G.7) ‘ w? = .
Qh+ cth( )

W liczniku wyraZenia (3.7) wystepuja skladniki charakteryzujace sprezysto$§é ukladu

4 .
plyta-ciecz: D (%) pochodzi od plyty, yg przedstawia sobg cigzar wiasciwy cieczy, ktéry

mozna poréwna¢ do modutu podatnoéci podtoza winklerowskiego (gdyz skianik ygw,
wystgpujacy po prawej stronie réwnania ruchu przedstawia wypdr cieczy na jednostke
powierzchni plyty). Wyrazenia w mianowniku oznaczaja mas¢: oh jest masg plyty na
jednostke powierzchni, drugi za$ sktadnik jest masa towarzyszaca cieczy. Do przypad-
ku plyty nieograniczonej powrdcimy przy dyskusji calek réwnania ruchu.

Dla plyty o skonczonej szerokosci zadanie komplikuje si¢. Rozwigzanie réwnania
(3.5) mozna przedstawi¢ jako sume calki ogdlnej réwnania jednorodnego oraz catki
szczegdlnej rownama niejednorodnego

(38 o= Clsmnx+Czcosnx+Cgshnx+C4chnx+

. nm
h¥

4
n=1 D(T) —Qhwz

x* = phw?|D.

+y

nm (
B, cos (T x) ,

gdzie

4
Zatéimy, e D(—Lyz) —phw? # 0. PoniewaZz plyta spoczywa na nieéci§liwej cieczy,

$rednie ugiecie musi byé réwne zeru

i
o

‘ . L
(3.9 ; fvdx
C¢
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Warunek ten spetnia catka szczegblna, réwnieZ i catka ogdlna musi go spelnic¢ co oznacza,
Ze jezeli rozwiniemy ja w szereg cosinusowy to wyraz staty bedzie réwny zeru. Rozwijajac
funkcje argumentu xx wystgpujace w zaleznoéci (3.8) w szereg, wedlug ukladu funkcji

cos %x , otrzymujemy wyraZenie na amplitud¢ ugig¢cia v w postaci pojedynczego szeregu

Fouriera. Ugigcie to musi byé réwne wychyleniu powierzchni cieczy, okre$lonemu réw-
naniem (3.4). Przyréwnujac te szeregi do siebie otrzymuje si¢ wyraZenie na wspéiczynniki B,
w postaci:

2 2
B, = -8, [Cl (2—cosxLcosnn) (x2+ (ELE) ) + C,(sinxLcos nn) (x2+ (ﬂ) ) +
(3.10)

nn nr

+ Cs(chxLcosnm—1) (x2 - (—L—) ) + C,(shxLcosnm) (xz - (T) )] ,

2xD
" .
nn nn nn .2 nn nn_ nr
L[(D (T) +yg) I sh (_L H) w (@h—L sh (———L H) +ych (_L H))]

Podstawiajac (3.10) do (3.4) otrzymujemy ostatecznie:

- 2
v = Z R, [C1(2—costcosnn) (x2+ ("Ll) ) +
n=1

Sp =

2
3.11) ‘ + C,(sinxLcos nmw) (x2 + (%) ) +

2 2
+Cs(chxLcosnm—1)| %2 — Ll + C,(shxLcosnm) | %2 — il cos 2% x,
L L L

gdzie

(3.11a) R, =

ool o]

Mianownik w powyZszym szeregu bedzie réwny zeru, jezeli czgsto§¢ ukiadu bedzie sig
réwnala czestoSci plyty nieograniczonej (3.7). Ugiecie plyty ' dane szeregiem (3.11)
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spelnia réwnanie rézniczkowe zagadnienia. Stale C; obliczamy z warunkéw brzegowych.
Przyktadowo, dla plyty zamocowanej w §ciankach jest

(3.12) Wleoo = Wleoe = 20| 2OV
ox

I~

x=L

Zachodzi tutaj pytanie, czy wolno nam rézniczkowaé szeregi. Majoranta szeregu (3.11)
posiada wyrazy rzedu wielkoéci 1/n2, czyli szereg jest zbiezny. Po zrézniczkowaniu wzgle-
dem x otrzymujemy szereg o wyrazach rzedu 1/a. Stad wniosek, Ze szeregu (3.11) nie wolno
rozniczkowaé, gdyz w ogdlnoéci dostajemy szereg rozbiezny. Natomiast szereg wystgpu-
jacy we wzorze (3.8) mozna rézniczkowal czterokrotnie, w wyniku otrzymujac szereg
zbiezny, gdyz wspodlczynniki B, sa rzedu 1/a%, a wyrazy majoranty szeregu (3.8) sa rzedu
1/n®. Réwnanie czgstoci wlasnych otrzymamy przyréwnujac do zera wyznacznik ukiadu
réwnan (3.12):

(3.13)
|
| 2R, l(ch xLcosnm—1)-
ZR,sinxLcosnn (x2 + , 2ZR,shxLcosnm-
) -(xz—(—’%z) )—(2—cost- . [nm 2
(nn) ) \* T\
+ —_—
L 2
-cosnm)| x? + ﬂ) : '
L
det . =0.
Z‘R,,‘(cthcosnn— 1)-
2R, sinxLcos?nn (x2 + ZR,shxLcos’nn-
2
nm 2
) (xz_(__l:_) )—(2—cost- . xz_(n_n)
+ (ﬂ) ) i L
L 2
nn
-COsn7) (x2+ (——) )lcosn:rz
L
—sinxL —cosxL+chxL shxL

Réwnanie (3.13) ma posta¢ bardzo niedogodna do obliczen, wobec czego w celu wyzna-
czenia réwnania czgsto§ci pdjdziemy inna drogg. Calk¢ ogdlna réwnania rézniczkowego
jednorodnego obliczymy bezposrednio z postaci szeregu cosinusowego. Najpro$ciej mozna
to uczyni¢ za pomoca skoficzonej transformacji catkowej Fouriera. Wykonajmy transfor-
macje cosinusowa na réwnaniu (3.5)

(3.14) (D(L’Ll) '—ghwz)éA,,+D[v”’(L)(—1)"—v”'(0)—v’(L)(£LE) (—1y+

+v'(0)(1L”_) ] = éyB,, [wzch(%H) -gﬁL’ish (%H)]
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gdzie
L
A, = f v(x)cos%xdx.
0

Zgodnie z wyraZzeniem (3.4) jest

nmn nit
(3.15) A, = B,,~I‘J—sh (—L--H)

i wspélczynniki B, okre§lone sa wzorem
2 2
20{1/"(0)—@'"@)(—1)"—1;'(0)(%) +v'(L)(%) (—1)"}

R R o R e e Tl

Poréwnajmy powyZsza zalezno$¢ z wyrazeniem (3.10). Rozpisujac zalezno$ci wewnatrz

(3.16) B, =

2
nawiasu w wyrazeniu (3.10), grupujac wzglgdem (—1)", (%) , (%

2
) (—1)"i poréwnu-
jac z wyrazeniem (3.16) otrzymujemy:

v"'(0) = »*[C3—2C],

v"""(L) = 3%3[—C cosxL+C,sinxL+ CychxL+C,shxl],

3.17
A7 2/(0) = #[C,+2C)],
v (L) = #[C cosxL—C,sinxL+ Cychx L+ C,yshxl].
Tutaj wyraZenia typu cosxL, sinxL, ... sa liczbami, C; sa dowolnymi stalymi. Réwniez

wyraZenia po lewej stronie znaku réwnoéci sg liczbami. Tak wiec zalezno$ci (3.17) opisuja
przejécie od statych C; do statych 2"/, v'. Wynika stad wniosek, ze zaleznoéci (3.10) i (3.17)
s identyczne. Jezeli chcemy zbadaé drgania plyty utwierdzonej w $ciankach nalezy przyjaé

v'(0) = v'(L) = 0

i z zaleznosci (3.4) i (3.17) otrzymamy funkcje¢ ugiecia w postaci

_ sy on Rn nrw 1t Y‘ ‘R'l n nr
(3.18) V= —v (0)% . cos—L—x+v (L)A:_‘J (—1) COS——X.

14

Pozostate dwa‘warunki brzegowe
2(0) =v(L) =0

daja ukiad réwnan

vlu(o)ZRn_vIH(L)ZR"(_l)n — 0,
n=1 n=1

(3.19) - )
v"'(0) Y R(—1y'—v"(L) D R, =0,

n=1 n=1
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z ktdérego otrzymujemy réwnanie cz¢stosci wlasnych
.
(3.20) > R- D R =0
n=1,3,5... n=2,4,6...

Amplitudy drgan wlasnych okre§lone s3 z doktadnoscig do stalej przez zalezno$é

o0
0 G —_— n o0
= \ﬁG( 1)"cos % x— "gl Y N6, cos ™™
v T L TS = Ly T EOSTET
n=1 2 G" n=1
n=1
3.21
(3.21) !
Gn = V8 ¢ '
] Bl

Hm ni
g th (TH )

W przypadku plyty swobodnie podpartej o wiele wygodniej jest zastosowaé skonczona
transformacj¢ sinusowa. Wéwczas otrzymujemy nieskoriczony uklad réwnaf na wyzna-
czenie wspétczynnikow B,. Z wyznacznika tego ukladu dostaniemy réwnanie czestosci
wlasnych.

4. Drgania wymuszone

Zajmiemy si¢ przypadkiem wymuszonych drgan stacjonarnych, przy zalozeniu, ze
wzbudzenie zewnetrzne przedstawi¢ mozna w przedziale (O, L) szeregiem cosinusowym

— oI _”l
4.1 ; qg=ce ZQ,,cos X

a=1

W podobnej postaci przedstawimy potencjal przemieszczen y oraz funkcje ugiecia w

| ; 0?7 nmw nmw
— ,idt _
4.2) x=e _21 B,ch A (z—H)cos 7 %
o0 .
_ s NV p N7 nmn nmn
“4.3) w=e /—1 B, I sh(—L H) cos —— ¥,

gdzie ¢ oznacza czgsto$é wzbudzenia. Szeregi (4.1) = (4.3) sumujemy od wyrazu z indeksem
n =1, gdyz wyrazn = 0 odpowiada réwnomiernie rozlozonemu ci$nieniu, ktore jest catko-
wicie przejmowane przez ciecz, ze wzgledu na jej niesci§liwos¢ [8].

Roéwnanie drgain wymuszonych ma postaé

o]
d*v o % 2 1 N7 nm nm nm
@4 Do —ohv = y_/; B, [19 ch(—L— H)—gT sh (—L— H] cos " x +
Nl
+ (o cosﬂx.

L

n=1
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Po wykonaniu na réwnaniu (4.4) skonczonej transformacji Fouriera oraz postgpujac
w spos6b podany w rozdziale 3 otrzymujemy, dla przypadku ptyty utwierdzonej, wspét-
czynniki B,

2P o (L) (~ 1y 4o (0N -2,

’ 4
nmw nn nn 92 ni nmi ni
[D(—L ) +yg]——L sh(—L H) Vs [ych (—L H) +gh—L sh(—L H)]

oraz ugiecie plyty

(4.5 B, =

0

3 |2D . nw C nx
— I8t 11t oyt _ b3 % _ i9t *
4.6) w=e } {—L [v""(0)—v""(L)(—1) ]}R,.cos T X—e g Q,,R,.cos——L x,

n=1{ n=1
gdzie
1

4 .
nmw 2 L nw

[D( 2 ) +yg] Vs [Qh+yﬁcth(T H)]

Wykorzystanie warunkéw brzegowych v(0) = v(L) = 0 daje uklad réwnan na wyzna-

czenie stalych v"(0) i v""'(L):

v”'(O)ZR* —v"(L) Z( 1R = —LB 2 R.,
=1

n=1

7)"'(0)20011 (—1)"R*—v""(L) Z«)' R¥ = 2% 53 Q R.(-1),
n=1

n=1 n=1

RY =

@.7)

skad
L .
v(0) = 3577 | 3 QR (—13 3 (—1yRE= D R 3 0.R4],
11 L Y
@g) U0 =ap | DR Y QuRE-1y= X (-17RE 3 0aRE],
2 2
w= Yol - [Yr].
n n
Mianownik w wyrazeniach (4.8) jest identyczny z lewa strona réwnania czgsto$ci wiasnych
(3.20), skad wynika wniosek, Ze jezeli czesto§é wymuszenia ¢ bedzie réwna jednej z czg-

stosci wlasnych wystapi zjawisko rezonansu. Mozna wykazaé, ze dla tego przypadku am-
plitudy drgaf beda z czasem narastaly. W tym celu nalezy przyjaé

4.9) ' q = sm19t Z 0O, cos

n=1
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d .
.
(4.10) y = tcosd 2 B, ch(% H)cos% x

n=1

oraz zastosowaé znang juz procedure postgpowania. W wyniku otrzymuje si¢ prawo na-
rastania wychyled w czasie

8

0, ™ th (fz H)

! z
“ gh—L—th(L H)+y
5. Przyklad

Jako ilustracje przedstawionej metody rozwiazania zagadnienia sprzgzonych drgan
uktadu plyta—ciecz podaje si¢ wyniki obliczen czgstoéci drgan whasnych dla nastgpujacych
danych:

L=2m, h=05cm, H=1/10L, 1/4L, 1]2L, L,

o =78t/m3 E=21-10°kG/em?, y =1 t/m3.

W tablicy 1 przedstawiono pierwsze czgstosci drgan wlasnych pasma sprzg¢zonego
z ciecza, przy wykorzystaniu wzoru (3.20). W tablicy 2 dla poréwnania przedstawiono
czesto§ci drgan wlasnych samej ptyty obliczone wedlug wzoréw §cistych i z réwnania
(3.20), przy zatozeniu y = 0. W tablicy 3 podano czgstoci drgan wlasnych samej cieczy.
Na rys. 3 przedstawiono postacie drgan wlasnych odpowiednio dla ukladu sprzezonego,
samej plyty i samej cieczy. Przyklad stuzy jako weryfikacja metody rozwigzania zagadnienia

a) n=1
n=a
AN <

2 XN (/ ~Py

2 Py A \~Z
a /~7:.J?, ‘\i L 2

~ .’

b

Rys. 3. Postacie drgaf wiasnych: a) uklad sp’rzciouy, b) plyta bez cieczy, c) ciecz bez plyty
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Tablica 1. CzestoSci drgan wlasnych w,[s~'] pasma sprzezonego z cieczg. Gorne
liczby odpowiadaja 6 wyrazom réwnania czesto$ci, dolne 4 wyrazom

szeregu
" 1 | 2 3 4
H/L
1 18,8 62,295 139,631 244,45
10
19,736 65,35
1 26,925 76,418 154,874 328,951
4
27,532 79,235
1 30,315 78,358 157,293 157,293
2 31,225 81,414
31,346 78,358 157,293 331,699
1
32,229 81,414
Tablica 2. Czestosci drgan wlasnych plyty [s~']
n
T 0 1 2 3 4
\
Obliczenie wg 41,388 | 114,287 | 223,687 | 369,729 | 552,341
wzoréw Scistych
Obliczone ze wzoru
(3.20) przy zato- 107,768 | 208,208 381,87 557,689
zepiu y =0
Tablica 3. Czestosci drgan wlasnych cieczy [s7!]
" 1 2 3 4
HIL
—1— 2,164 4,142 5,831 7,236
10
% 3,178 5,315 6,736 7,833
1
7 3,758 5,539 6,797 7,849
1 3,915 5,55 6,797 7,849
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drgan plyty sprzezonej z ciecza. Na jego podstawie mozna wyciagnaé kilka ogélnych wnio-
skéw, ktdre ponadto wynikaja z analizy otrzymanych wynikédw ogélnych. Czestoséci drgan
wlasnych ukladu sprz¢zonego sg niZzsze od czgstosci drgan samej plyty, co mozna wythu-
maczy¢ wicksza bezwladnosécia ukladu. W obliczeniach inzynierskich czesto stosuje sie
przyblizony sposéb rozwigzania zagadnienia drgan ukladéw sprz¢zonych przez wyzna-
czenie masy towarzyszacej cieczy [14, 18].

Postacie drgan wlasnych charakteryzuja si¢ wystgpowaniem punktéw wezlowych,
ktdrych liczba jest rowna numerowi kolejnej postaci drgan. Ksztalt funkeji wlasnych jest
taki sam jak w przypadku samej plyty, przy czym ze wzgledu na nieécisliwo$é cieczy nie
wystepuje funkcja odpowiadajaca n = 0. Ponadto, funkcje wiasne ukiadu sprzezonego
(rys. 3a) musza spetnia¢ warunek (3.9), co powoduje pewna deformacj¢ ich ksztattu w sto-
sunku do funkcji wlasnych plyty (rys. 3b). Poprawnoé¢ otrzymanych wzoréw mozna
sprawdzi¢ przez poréwnanie czg¢sto$ci wlasnych samej plyty, otrzymanych' ze wzordw
$cistych i ze wzoru (3.20). Blad przyblizenia, spowodowany uwzglgdnieniem 6 wyrazéw
széregu, jest rzedu kilku procent.

6. Zakonczenie

W pracy przedstawiono rozwazania na temat sprz¢zonych drgan ukiadu plyta—ciecz.
W pierwszej kolejnosci otrzymano rozwiazanie dla plyty nieskonczonej. Jezeli zalozymy,
ze nie ma plyty (D = ph = 0) wéweczas z zaleznoéci (3.7) otrzymamy czgstoé¢ swobodnego
falowania cieczy. Przy zaloZeniu, Ze nie ma cieczy (y = 0) otrzymujemy wzér na czgsto§é

4
o(7)
2

©.1) w? = o
rownoznaczny z zaleznoscig »* = (nm/L)*. Dla tego przypadku rozwiazanie szczegdlne
réwnania ruchu (3.5) mozna otrzymaé¢ metoda uzmienniania stalych, ktéra jest jednak
mato efektywna ze wzgledu na catkows postaé funkcji ugiecia i uniemozliwia interpretacje
fizyczng przypadku = = nm/L. Badajac plyte nieograniczong otrzymujemy te interpre-
tacje natychmiast, mianowicie przypadek » = nz/L oznacza, Ze plyta drga niezaleznie
od cieczy jedna z jej postaci wlasnych (nie ma sprzezenia drgan). W przypadku plyty o skon-
czonej szerokosci problem ten nie wystapi ze wzgledu na zaburzenia brzegowe. W przy-
padku, gdy w réwnoéci (3.7) pominiemy masg¢ towarzyszaca cieczy otrzymamy czesto§¢
drgan wlasnych plyty na podtozu typu Winklera o module podatnosci yg.

W poszukiwaniu rozwigzania dla plyty o skornczonej szeroko$ci mozna p6jéé dwiema
drogami. Sposéb pierwszy polega na przedstawieniu rozwigzania w postaci liniowej
kombinacji (3.8) niezaleznych rozwiazan jednorodnego réwnania ruchu i calki szczegdlnej
réwnania niejednorodnego. Po wyznaczeniu wspélczynnikéw B, otrzymano wyrazenie
na ugiecie w postaci szeregu zbieznego (3.11), ktdrego jednakze nie wolno bylo réznicz-
kowaé, gdyz w wyniku otrzymywano szereg rozbiezny. Tak wigc zamiast réZniczkowaé
wyrazenie (3.11) rézniczkowano zalezno§¢ (3.8). Otrzymane tym sposobem réwnanie
czgstosci posiada zlozong postaé, niedogodna do obliczenn numerycznych. Drugi sposéb
rozwigzania réwnan zagadnienia polegal na zastosowaniu catkowych transformacji Fou--
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riera, ktére w prosty sposéb pozwolity otrzyma¢ wyniki dogodne do obliczenn numerycz-
nych. Poprawno$¢ przedstawionej metody rozwiazania zagadnienia potwierdzit przykfad
liczbowy.

W zagadnieniach teorii drgan wazng rolg¢ odgrywaja problemy ttumienia. W hydro-
sprezysto§ci moze wystapi¢ tlumienie dwojakiego rodzaju: zwiazane ze struktura wew-
netrzna uktadu sprezystego i lebkos’ciq cieczy oraz thumienie hydrodynamiczne zwigzane
z rozpraszaniem energii, ktéra zostaje zamiecniona na energi¢ fal powierzchniowych.
W analizowanym przypadku badano ciecz idealna i plyte idealnie sprezysta, wobec czego
tlumienie wewnetrzne nie wystapilo. Podobnie z ttumieniem hydrodynamicznym, ktére ma
znaczenie w przypadku nieograniczonych ukladéw cieklych i fal progresywnych (w bada-
nym zagadnieniu drgania majg charakter fal stojacych).

Literatura cytowana w tekscie

1. A. H. FLAX, Aero and hydro-elasticity, Proc. of the Ist Symposium on Naval Structural Mechanics,
Pergamon Press, 1960.

2. Y. C. FUNG, An introduction to the theory of aeroelasticity (przeklad rosyjski, Moskwa 1959).

3. A.D. Kerr, W.T. PALMER, The deformation and stresses in floating ice plates, Acta Mechanica,
15 (1972).

4. W. Kurskl, Drgania stacjonarne plyt poszycia okretu (praca doktorska), Politechnika Gdanska, 1960
(nie publikowana).

5.-R. SoLeckl1, Vibrations of a floating plate I, Bull. Ac. Pol. Sc., Serie Sc. Techn., 11 - 12,XIV, (1966).

6. R. SoLeck1, Vibration of a floating plate II, Bull. Ac. Pol. Sc., Serie Sc. Techn., 1, XV (1967).

7. A. SAWICKI, Osiowosymetryczne drgania swobodne dachu plywajgcego, Zeszyty Naukowe Politechniki
Gdanskiej, Budownictwo Ladowe, XXV, 204 (1974).

8. A. Sawickl, Dynamika dachéw plywajgcych, Rozpr. Inz., 2 (1975).

9. J. Wieckowskl, Réwnania drgar gietnych kadluba statku, Bibl. Mech. Stos., Warszawa 1957,

10. J. WigckowsKl, Hydrospresysto$é i mechanika plywania, referat na II Kongres Nauki Polskiej, 1972.

11. YI-Kwer WEN, MASANOBU SHINOZUKA, Analysis of floating plate under ocean waves, Journal of Wa-
terways and Harbors Division, May 1972.

12. 9. . Aoanaces, IIpm. Mar. Mex., 28, 5 (1964).

13. JI. B. Hoxvuaes, O rosebanuax pesepgyapa ¢ scudKocmsio, Ha c60600HOd nosepxnocmu Komopoi pac-
nosoxcena membpana, CTPOHUTENIbHAA MEXAHMKA M pacyeT coopyiceHuit, 1 (1972).

14. I1. IT. Kynemau, I'udpodunamuxa eudpomexnuueckux coopyrcenusi, AH CCCP, Mocksa 1963.

15. YI. M. Panonorr, Juramuxa ynpy:0:0 meaa, 4acmuuno 3anoaxenHozo owudxocmsro, Mocksa 1966.

16. M. A. Kuneuescxuit, Mexanuxa cucmen oboaouxa—orcudxocme—rnazpembiii 2a3, HayxoBa Ilymka,
Kues 1970.

17. 3. H. Teuromox, IIpobaens: s3aumnodeticmeusn oboaouex ¢ scudkocmsro, Tpynsr VII Kond. no reopun
ILTaCTHHOK M ofonouex, Mocksa 1970.

18. C.T'. Ulyneman, Hexomopsie cayuau c80600K bIX KOAOAHUL NAGCHIUN U YUAUHOPUNECKUX 0b60.10ueK,
conpuxacaromyuxca ¢ sncuokocmsto, Tpyabt VI koHd. no TeopHu NuacTHHOK U 06osouex.

Peswome

HEKOTOPBIE BOITPOCBI TUIPOVIIPYT'OCTH ITJIUT

B paBote paccMaTpHBAIOTCA CTaLMOHAPHLIE CONMPSOKEHHDbIE KONeGAHMA CHCTEMBI IUIHTaA—>KUIKOCTD,
IInacrmHa NOKOMTCA Ha CBOCOAHON MOBEPXHOCTH YXUAKOCTH 3aNOJHAIONIEN OrPaHHYEHHYIO YKECTKOH I10~
BEPXHOCTRIO OGNACTh MPOCTPaHCTBA. KIcceqyemas MOLeNb OXBATLIBAET HEKOTOPHIA Kiacc 3ajay THAPO-
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OpPYrOCTH TUINT, KOTOPBIM B ACHCTBHUTENLHOCTH MOIYT COOTBETCTBOBATh HATYDAJIBHBIE MIIM MCKYCCTBEH-
Hyble, HAMOJHEHHBIE MMIKOCTHIO EMKOCTH, Ha MOBEPXHOCTH KOTODPBIX NMOKOMTCS yIpyras rumra. Ilpem-
CTaBJIeH OOUIMIT METOM PELLIEHUA C UCHOIb30BaHHEM CODCTBEHHBIX (QYHKUMI CBOGOLHOrO BOTHEHHA UIe-
aNbHOM YKMIKOCTH. MeToa MIOCTPHPYETCA NHUHAMHUYECKHM aHAJIM30OM CONMPSDKEHHOW € SKHUIKOCTBHIO
MOJIOCHI.

Summary

CERTAIN PROELEMS OF HYDROELASTICITY OF PLATES

The paper deals with considerations of stationary, coupled vibrations of the system: plate-ideal liquid®
The plate lies on a free surface of liquid filling the space being bounded by a rigid surface.

The model investigated describes a certain class of hydroelasticity problems of artificial or natural
liquid reservoires with elastic plates resting on their surface.

The general method of solution is based on the application of eigenfunctions of free oscillations of
liquid. The method is illustrated by dynamic analysis of a plate strip coupled with liquid.
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