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W  pracy zbadano wpływ  zaburzeń przypadkowych  na amplitudę  i czę stość drgań samo-
wzbudnych ukł adów o jednym  stopniu swobody. Rozpatrzono równania typu van der Pola
i  Rayleigha  z nieliniowymi  sił ami  sprę ż ystoś ci  i  tł umienia.  Założ ono  przy  tym, że  wymu-
szenie  zewnę trzne  jest  stacjonarnym,  normalnym  procesem  stochastycznym  o  wartoś ci
ś redniej  równej  zeru  typu  „biał y  szum".

Analizowane  w  pracy  równania  mogą   opisywać  zachowanie  się   znanych  klasycznych
ukł adów  samowzbudnych,  ale  o  bardziej  złoż onej  strukturze.

Sposób  rozwią zania  zagadnienia  oparty  jest  na  przybliż onej  metodzie,  przedstawionej
w  pracy  PISZCZKA  [1]  i  polega  na  stosowaniu  do  równania  róż niczkowego,  opisują cego
drgania  ukł adu,  kolejno  linearyzacji  harmonicznej  i  statystycznej.  Podobne podejś cie  do
zagadnienia  drgań  samowzbudnych  moż na  znaleźć  w  pracach  CATJGHEYA  [2]  i  PopoWA,
PALTOWA  [3]. Idea linearyzacji  statystycznej  została przedstawiona w pracy  KAZAKOWA  [4].,

1.  Równanie  typu  van der Pola

Rozważ my  nastę pują ce  równanie  róż niczkowe

przy  czym  Sf(a>) =   So  jest  stałą   gę stoś cią   widmową   wymuszenia.  Równanie  to  moż na
sprowadzić  do  postaci  bezwymiarowej  przez  podstawienie

z(f)  = ~r- x{t),  T = wo7.

Otrzymamy

a / \   An __  o (\   __  v*   //  v^ '̂ V  - 4-   v  ^— n ft"}

•  *• /   (Ą < ^^  O l i ,  ^^ ^  jŁŁA  |tA> T^ .A-   —  i/ 1  (. J y

gdzie oznaczono

fl3V  F - U l  u- "2*

gę stość zaś widmowa  procesu j?(r) jest zwią zana  z gę stoś cią   <S/(<a) nastę pują cą   zależ noś cią:

(1- 4)  .  Sp(a>) =  Śo  =   ^- rS0.
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Rozwią zanie  równania  (1.2)  przyjmiemy  w postaci

(1.5)  X = xp  + As'mar,  a = —: ,
d)0

gdzie xp  oznacza skł adową przypadkową  rozwią zania, zależ ną  od wymuszenia  zewnę trznego
p(r).

Jako wynik  linearyzacji  harmonicznej otrzymamy ukł ad  równań na amplitudę i czę stość
drgań,  który  po odrzuceniu  rozwią zania  trywialnego  ma postać

a2  =   l+2e(xp+2fiXp)kp+3s/ j,XpXpA2

oraz  równanie  róż niczkowe  okreś lają ce  xp{r):

x„- e{\  - Xp- fiXp)xp+Xp+  - —e(l+6/ uxp)xpA
2  +  - ^- F./ AXPA

4  —  p(r).

Pierwsze  z  tych  równań  okreś la  amplitudę  drgań.  Rozwią zanie  stabilne  otrzymamy dla

wartoś ci  amplitudy  równej

Zakł adając  ft  <̂  1 i  rozwijając  A2(/ u)  w szereg  Taylora  dostaniemy  w  pierwszym  przy-
bliż eniu

A2  x  4(1  -

a2  «

oraz

(1  71 x  ~f* £1(1 ~\ ~ 2/y  i ~~" 11  "4~ 4/ / 1 x ~\ ~ u  yt  1 v  - 4-  ~y  ^^ D(T\

Przeprowadzając  teraz  linearyzację  statystyczną  równania  (1.7)  otrzymamy  równanie
liniowe

(1.8)  xp+kxp+Q2Xp=p(r),

gdzie

zaś  (xp}  = 0.

W  przypadku  «biał ego  szumu»  z  równania  (1.8) mamy

(1  10)  SY2\   -   nS°

Z  równań  (1.9) i  (1.10)  otrzymamy z dokł adnoś cią do p, równanie  algebraiczne  3 stopnia
na  dyspercję  (Xp}

s
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które  moż na  rozwią zać  w  sposób  przybliż ony  metodą   małego  parametru  przyjmując

(1.12)  <x2

p> =   <So>+fi<xiy+fi 2(x2

2y+  ....

Przy  ograniczeniu  się   do  pierwszego  przybliż enia  dostaniemy

(1.13)
. - 2< xg>

/ V2\   _  nr  M
\X0)  —  U,D  1  —

Rys.  1

Wartoś ci ś rednie (a2}  lub <«o2) i (.A2}  są  równe odpowiednio:  (a2)  =  1,  skąd  <o>2> =  ca2,

(1.14)  <^(2> =   (A\

przy  czym

( 1- 2  < *§»( !- < *§»

przedstawia  zależ ność  amplitudy  drgań  od zaburzenia  zewnę trznego  w przypadku  oscyla-
tora  van  der  Pola  (p  = 0).

N a  rys.  1  przedstawiono  zależ ność  wartoś ci  ś redniej  kwadratu  amplitudy  od  <xo>
przy  ustalonych  wartoś ciach  / u. Wartość  <XQ>  może  być  tu  miarą   wielkoś ci  zaburzenia
[ze wzoru  (1.13)  wynika,  że  <A'O> roś nie  ze  wzrostem  gę stoś ci  widmowej  So  zaburzenia].
Wykres ilustruje  wzór  (1.14) w niecałym zakresie zmian <Xo>. Wartoś ci  (A2}  są  wyznaczone
mniej dokł adnie dla wię kszych wartoś ci <xo> [ze wzglę du na przybliż ony sposób znalezienia
dyspersji  ( x2)  z  równania  (1.11)] i dlatego  też ograniczono się  do pokazania zwią zku  (1.14)
dla  <xg>  <  0,3.

Z  wykresu  widać,  że  wzrost  zaburzeń  powoduje  zmniejszanie  się   amplitudy  drgań.
Współczynnik [i  stoją cy  przy x4  w członie van der  Pola  zmniejsza  dodatkowo  amplitudę,
gdy n  >  0, Jub też ją   zwię ksza dla fj,  <  0. Ze wzoru  (1.13a) wynika,  że czę stość drgań jest
niezależ na  zarówno  od  zaburzenia  zewnę trznego, jak  i  wartoś ci / J,.



416  J.  Ł U CZKO

2.  Równanie  typu  van der Pola  z  nieliniową  silą  sprę ż ystoś ci

Rozpatrzmy  obecnie równanie van  der Pola z sześ cienną  sztywną  charakterystyką  siły
sprę ż ystoś ci

(2.1)  z- (a2- b2z2)ż +uls+6z3  = / (/ ),  5 > 0,

które  po  przejś ciu  do  wielkoś ci  bezwymiarowych  ma postać

(2.2)  3ć - s( l-

przy  czym  SJco)  i  £ wyraż ają  się wzorami  (1.3)  i  (1.4),  a  \ i =   - TJ—J-.

b"m 0

W  sposób  podobny  do wcześ niejszego  otrzymamy  dla rozwią zania  (1.5)  nastę pują cy
ukł ad  równań na amplitudę A  i  czę stość  a oraz  skł adową  przypadkową  xp:

(2.3)  .  7"  .  „ P  ' .

cc  =  l + 3w  + 2sx  ś;

(2.4)  3ćp + e( l—Xp) ip+   [(1+6/J,)  — 5fj,Xp]xp =  p(t).

Współ czynniki  zlinearyzowanego  statystycznie  równania  (2.4) są  teraz  równe

(2.5)  k  — fi(l  — (,Xp')),  Q2  =s 1+6/ Li —15  fi(Xp'),

a wartość ś rednia (xpy jest równa zeru. Wartość <x2> moż na wyznaczyć z równania

x̂ >  = 0.

Przyjmując  rozwią zanie  w  postaci  szeregu  (1.12)  otrzymamy

(2.6)

Wartoś ci  ś rednie  kwadratu  czę stoś ci  i  amplitudy  okreś lają  wzory

(2.7)

Z wykresu (rys. 2) przedstawiają cego  funkcję  (A2}  = / « A ' O»  dla róż nych,a > 0 wynika,
że  wpł yw  zaburzeń  przypadkowych  jest  tu  podobny,  jak  w  przykł adzie poprzednim.
Amplituda  maleje  ze wzrostem  Oo>,  osią gając  np.  dla fi = 0  wartość  minimalną  przy
<Xo> = 0,5, równą  poł owie wartoś ci maksymalnej  «*o> = 0). Ciekawy  jest  fakt,  że war-
tość ś rednia </ l2> w przypadku zdeterminowanym jest niezależ na od fi; wpł yw nieliniowoś ci
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,<xh
0,2 0,3

Rys.  2

siły sprę ż ystoś ci  uwidacznia  się  dopiero w przypadku  wystę powania  przypadkowych  zabu-
rzeń. Czę stość jest  teraz  dalej  niezależ na  od wymuszenia  p(r),  ma natomiast na nią  wpł yw
współ czynnik  fi;  czę stość  roś nie  ze  wzrostem  tego  współ czynnika.

3.  Równanie  typu  Rayleiglia  z  nieliniową  siłą  sprę ż ystoś ci

Przyjmiemy  podobną jak  w p. 2. charakterystykę  siły  sprę ż ystoś ci.  Równanie  róż nicz-

kowe  Rayleigha

(3.1)  z-

moż na  po  wprowadzeniu  nowej  zmiennej  x(t)  doprowadzić  do  postaci

(3.2)  x - £ ( l- - U2W-

gdzie

(3- 3) e ~  «7 '  ' { =
a2 6

b2mt  '

b2  „

Linearyzacja  harmoniczna  równania  (3.2)  prowadzi  do  równań:

a2  =  1 X3,/ v2-

oraz

—  x2 ' =   p(x).

8  Mechanika Teoretyczna



418 J.  ŁUCZKO

Przy  założ eniu, że  charakterystyka  siły  sprę ż ystej  jest  sł abo  nieliniowa
one  postać

A2  =   4(1  —3/ )̂ —4(1  —(
(3.4)

1),  przyjmą

a2  =

(3.5)  %,+stt -   ~xj\xp+   [(l+6p)+i*i$- 6p*$]x p  =  p(r).

0,02  0,04  0,06

Rys.  3

0,1

W  wyniku  linearyzacji  statystycznej  otrzymamy  równanie  liniowe,  gdzie  k  i  Qz  są   równe

* = ( 1 - 5 ^ < . *P

2 »,
1  ^  &  =   [O + 6iu) + 3/ ł<x,2>][ l  + 6/ «<AV2> ]- 1

oraz  <xp>  = 0.  Dyspersję   < x|)  moż na  wyznaczyć  z  równań  (3.6)  i  (1.10),  mianowicie

6  1

(3.7)

Wartoś ci  < a2>,  <w2>  i  <,

< a2>  =

(3.8)

1 —10<jcg>

są   równe:

(1- 10 <.r§»  ( !- < *§

Z  analizy  wzoru  (3.8b)  lub  z wykresu  (rys.  3) wynika,  że  zarówno  wzrost  zaburzenia
(co  zwią zane jest ze wzrostem  <xo», jak  i zwię kszenie  sztywnoś ci,siły  sprę ż ystej  powodują
zmniejszanie amplitudy drgań samowzbudnych, natomiast ze wzrou  (3.8a) widać, że czę stość
ką towa  drgań  roś nie  ze  zwię kszeniem  współ czynnika  \ i.

Ogólnie  z  analizy  wybranych  powyż ej  ukł adów  samowzbudnych  moż na  wycią gnąć
nastę pują ce  wnioski:

—  ś rednia wartość kwadratu amplitudy maleje ze wzrostem zaburzenia  przypadkowego,
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—  wpływ  czł onów nieliniowych  na  wartość  amplitudy jest róż ny  i zależy  od typu  rów-

nania  róż niczkowego,  opisują cego  proces  drgań,

—ś rednia  wartość  kwadratu  czę stoś ci  nie zależy  od zewnę trznych zaburzeń przypadko-

wych,

—  nieliniowość  siły  sprę ż ystej  (charakterystyka  sztywna)  powoduje  wzrost  czę stoś ci

ką towej  drgań.
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P  e 3  K)  M e

BJIHJIHHE  flOriOJIHHTEJILHBIX  HEJIHHEHHLIX  BO3MyiU EH HH  HA
BEPOOTHOCTHBIE  XAPAKTEPHCTHKH  KJIACCH^IECKHX YPABHEHHH
OnHCLIBAIOIUH X  KOJIEBAHHil  CAM0BO3By^KflAI0niHXC H  CHCTEM

B  pa6cyre Hccjie#yeTCH  BJIHHHHC  HejiHHeHHMx tmeHOB Ha aiwruiHTyfly  H ^tacroTy  CHcieiu c ofliioH  CTe-
CBo6oflbi.  npn.wepM   OTHOCHTCH  K cHcreirtaM,  Honyci<aiomnM   onHcaHHe c noiwoiUŁio  ypaBHeiaift

Tuna  Ban ppp  I I OJIH  H Pejiea,  noflBepweHHWM   cjry^atooMy  BbmywfleHHio  B BHfle  CTamioHapnoro Hop-
cToxacTH^ecKoro  npoiiccca  in na  ,j6ejiBifi  m yM ".  AHajin3  npoBOflHTCH  npii  Hcnojn.3OBaHnn

rapMonn^iecKOH  H CTaTHnecKoii  :miHeapH3ai#iH.  IToJiyqenHbie  pc3yjiBTaTM   noKa3aHBi  Ha flHa-
rpaiwMax.

S u m m a ry

INFLUENCE  OF ADDITION AL  NON- LINEAR  PERTURBATIONS  ON THE  PROBABILISTIC
CHARACTERISTICS  OF CLASSICAL  EQUATIONS DESCRIBING SELF- EXCITED VIBRATION S

In  the paper is considered  the influence of non- linear terms on the amplitude and frequency  of systems
with  one degree of freedom.  The examples  presented  concern systems  which can be described  by Van der
Pol's and Rayleigh's  equations. These systems  are forced by stationary, normal stochastic  "white — noise"
excitations. The analysis  is done by means of the methods of harmonic and stochastic  linearizations. The
results  are illustrated  by  graphs.
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