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W pracy zbadano wplyw zaburzen przypadkowych na amplitudg i czesto$é drgan samo-
wzbudnych uktadow o jednym stopniu swobody. Rozpatrzono réwnania typu van der Pola
i Rayleigha z nieliniowymi sitami sprezystoSci i thumienia. Zalozono przy tym, Zze wymu-
szenie zewngtrzne jest stacjonarnym, normalnym procesem stochastycznym o wartodci
éredniej rownej zeru typu ,,bialy szum”.

Analizowane w pracy réwnania moga opisywaé zachowanie si¢ znanych klasycznych
ukladéw samowzbudnych, ale o bardziej zloZonej strukturze.

Spos6b rozwiazania zagadnienia oparty jest na przyblizonej metodzie, przedstawionej
w pracy Piszczka [1]1 polega na stosowaniu do rownania rézniczkowego, opisujacego
drgania ukladu, kolejno linearyzacji harmonicznej i statystycznej. Podobne podejécie do
zagadnienia drgad samowzbudnych mozna znaleZé w pracach CAUGHEYA [2] i Porowa,
PaLTOWA [3]. Idea linearyzacji statystycznej zostata przedstawiona w pracy KAzAKOwA [4].,

1. Réwnanie typu van der Pola

Rozwazmy nastgpujace rownanie rozniczkowe
(1.1 Z—(a*—b*z* —cz¥) z+wiz = (1),

przy czym Sq{w) = S, jest stala gestocia widmowa wymuszenia. Réwnanie to mozna
sprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej przez podstawienie

d0=%mhL 7 = wgt.

Otrzymamy
(1.2) E—e(l—x?—pxi+ x = p(2),
gdzie oznaczono
. 2 2
1.3 -4 = 2c
( ) ) & wg ) ;u b4 H
gestose zas widmowa procesu p(7) jést zZwigzana z ggstodcig Sy(w) nastepujaca zaleznoscig :
b2

(1.4) 'M@=E=?ﬁ&'
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Rozwiagzanie réwnania (1.2) przyjmiemy w postaci

. w
(1.5) x = x,+Asiner, o=-—,
(l)o

gdzie x, oznacza sktadowa przypadkowa rozwigzania, zalezna od wymuszenia zewngtrznego

p(2).
Jako wynik linearyzacji harmonicznej otrzymamy ukiad réwnan na amplitudg i czgsto§é
drgan, ktoéry po odrzuceniu rozwigzania trywialnego ma postac

1
—é—,uA‘*+(l—6,ux:)A2~4(1— —pxg) =0,
o? = 1426(xp+2ux7)k,+ 3epux, %, A
oraz réwnanie roézniczkowe okreSlajace x,(7):
. R an 1 e 42 3
Xp—e(l—xp —pxp)x,+x,+ »—2~-8(1 +ouxy)x, At + ~ szluxlJ = p(7).

Pierwsze z tych réwnan okre$la amplitude drgai. Rozwigzanie stabilne otrzymamy dla
warto$ci amplitudy rdownej

1+6x2 8(1—x7 —pxy)
2=——p_ —_— ._.__————-
y ; [ 1+]/1+ T |

Zakladajac o < 1 i rozwijajac A2(u) w szereg Taylora dostaniemy w pierwszym przy-
blizeniu

2 m4(1-2p) —4(1+2p) x5 + 12uxg,

1.6 . .

(1.6) a? & 1+2e(1+6p)x,%,—8euxpx,

oraz

(W) Xp+e[(1+2u)— A +4p) x] +puxila, +x, = p(7).

Przeprowadzajac teraz linearyzacje statystyczna rdéwnania (1.7) otrzymamy rdéwnanie
liniowe )

(1.8) Xp+kic,+82%x, = p(7),
gdzie
(1.9) ko= el(14+20) — (1 +4p) 2> +3u(x2>)?], Q2 =1
za$ {x,y = 0.
W przypadku «biatego szumu» z réwnania (1.8) mamy
7S
(1.10) (x2y = ng i

Z réwnan (1.9) i (1.10) otrzymamy z dokiadnos$cia do u réwnanie algebraiczne 3 stopma
na dyspercjg <xp>

(L1 R~ (1) (G + (1 +2) (53— 50— o,
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ktére mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony metoda malego parametru przyjmujac
(1.12) 0 = ) +udx D+ p2dy +
Przy ograniczeniu si¢ do pierwszego przyblizenia dostaniemy
3xby)*—4 +2
2y = (x%)l I(Cx5))* ~4dxt) M],

, 1-24x3)
(1.13)

xdy = 05[1—y 1- ”SO ]

Rys. 1

Wartoéci srednie (22> lub (w?) i {A42) sa réwne odpowiednio: (a?) = 1, skad (»?* = w3,

2—4¢x3)—9 ((x3))2 +15(¢x3)> ]
-2y =43y M)

(1.14) 42y = <A%>[1 -

(A3 = 2[1 + ]/1—4 ”f" ]

przedstawia zalezno$¢ amplitudy drgan od zaburzenia zewnetrznego w przypadku oscyla-
tora van der Pola (u = 0).

Na rys. 1 przedstawiono zaleznoéé wartoéci éredniej kwadratu amplitudy od (x3>
przy ustalonych warto$ciach u. Warto$é {(x3> moze byé¢ tu miara wielkosci zaburzenia
[ze wzoru (1.13) wynika, ze {x3> roénie ze wzrostem gestosci widmowej S, zaburzenia).
Wykres ilustruje wzor (1.14) w niecatym zakresie zmian {x3). Wartosci {42 s3 wyznaczone
mniej dokladnie dla wigkszych wartosci (x3)> [ze wzglgdu na przyblizony sposob znalezienia
dyspersji {x2» z réwnania (1.11)] i dlatego tez ograniczono si¢ do pokazania zwigzku (1.14)
dla <x% < 0,3.

Z wykresu widaé, ze wzrost zaburzen powoduje zmniejszanie sie amplitudy drgan.
Wspdlezynnik u stojacy przy x* w czlonie van der Pola zmniejsza dodatkowo amplitudg,
gdy u > 0, lub tez ja zwigksza dla u < 0. Ze wzoru (1.13a) wynika, Ze czgsto$¢ drgan jest
niezalezna zaréwno od zaburzenia zewnetrznego, jak 1 wartosci u.

przy czym
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2. Réwnanie typu van der Pola z nieliniowa sila sprezystoSci

Rozpatrzmy obecnie réwnanie van der Pola z szeScienng sztywna charakterystyka sily
spre¢zZystoscei

2.1 Z2—(a*=b* 2 z+wiz+ 023 = f1), 020,
ktére po przejsciu do wielkosci bezwymiarowych ma postac
2.2) i—e(l—xDax+x+pux® = p(z),
a?d
b2wi ’
W sposéb podobny do wezeSniejszego otrzymamy dla rozwiazania (1.5) nastepujacy
uklad réwnan na amplitude 4 i czgsto$¢ o oraz sktadowa przypadkowa x,:

A* = 4(1—-xD),
o = 143u+2ex,%,,

przy czym S,(w) i & wyrazaja Si.f; wzorami (1.3) i (1.4), a u =

2.3)

(2.4) Kpre(l—x0)x,+ [(L4+6p)—Spxilx, = p(z).

Wspolczynniki zlinearyzowanego statystycznie réwnania (2.4) sa teraz réwne

@2.5) - k=e(1={x2)), 0%=1+6u—15u(x2,

a warto$¢ Srednia (x,» jest rowna zeru. Warto$é (x7> mozna wyznaczyé z réwnania
L5 ~ (1210 (G + (L + ) (o — T2 = o,

Przyjmujac rozwigzanie w postaci szeregu (1.12) otrzymamy

o oo 152 —21¢xd> +6
e

(X3 = 0,5[1— ]/1-4 ”f" ]

Wartosci $rednie kwadratu czgstoéci 1 amplitudy okre$laja wzory
Ca®y =1+3u, (0> =ws(1+3u),

6<x8y —21(<x5))* +15(¢x8))° ]
(1-24x5) (1—<x3)) ’

(A2 = 2[1+ ]/1—4 ”f" ]

Z wykresu (rys. 2) przedstawiajacego funkcje (4%) = f({x3>) dla réznych u > 0 wynika,
ze wplyw zaburzen przypadkowych jest tu podobny, jak w przykladzie poprzednim.
Amplituda maleje ze wzrostem {x3», osiagajac np. dla g = 0 wartoéé minimalng przy
{x3y = 0,5, réwnag polowie wartosci maksymalnej ((x3> = 0). Ciekawy jest fakt, ze war-
. tos¢ §rednia (A4%) w przypadku zdeterminowanym jest niezalezna od u; wplyw nieliniowosci

2.6)

@ {A*) = 4oy [1+
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‘<xg>>

Rys. 2

sity sprezystosci uwidacznia si¢ dopiero w przypadku wystgpowania przypadkowych zabu-
rzef. Czesto$¢ jest teraz dalej niezalezna od wymuszenia p(t), ma natomiast na nig wplyw
wspolczynnik u; czgsto§¢ rosnie ze wzrostem tego wspdlczynnika.

3. Réwnanie typu Rayleigha z nieliniows sila sprezystoSci

» Przyjmiemy podobna jak w p. 2. charakterystyke sity sprezysto$ci. Réwnanie rdznicz-
kowe Rayleigha

(3.1) Z—- (a2 - %b222)2+w%z+ 0z* = f(t), 020,

mozna po wprowadzeniu nowej zmiennej x(7) doprowadzi¢ do postaci

.. 1.,).

(3.2) x—s(l - sz)x+x+ux3 = p(7),
gdzie

a

z(t) = —m,\ (1), 7T =wet,

a® a*d

(3.3) €= @y p= Bl
_ b2
Sp(w) = S, = o So-

Linearyzacja harmoniczna réwnania (3.2) prowadzi do réwnan:

a24% = 4(1—x2),

o = 1+3ux;+ —i~,u,42

oraz

)« 1, 3
'x‘p—s(l - %xﬁ) KptXptpxy + o ekp(Aa)’ + - px, A2 = p(0).

8 Mechanika Teoretyczna
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Przy zaloZeniu, ze charakterystyka sily spreZystej jest stabo nieliniowa (u < 1), przyjmg
one postaé

A% = 41 =3p)—4(1 —6u) X7 + 12u¥} X7 — 12p%y — 12ux;

34 o = (1+3u)+3ux); —3ux],
. 5 .2\ 2 .
(3.5) X,+e (1 - Tx;)x,,—i- [(1+6p) + pxy —6px7]x, = p(7).
b <az>
4~ 4=0
0,05
3+ o1
2___
, ‘ | ‘ ‘ ‘<x5>>
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01
Rys. 3

W wyniku linearyzacji statystycznej otrzymamy réwnanie liniowe, gdzie k i 22 sg réwne
k= (1-50%x2),

Q% = [(1+6p) +3u a2 +6p ]

oraz {(x,» = 0. Dyspersj¢ {x?> mozna wyznaczy¢ z rownan (3.6) i (1.10), mianowicie

N 30(¢x8)* ~63¢xB)y +6
x2y = <xo>[1 - s ]

a3y = 0,1[1— ]/1—20 ”50 ]

Wartosci <{a2>, {w?> i (4*)> s3 réwne:
a®y = 143p, <{w?> = oj(1+3u),
1= 11¢x3) +12(¢x3))* —20(<x3))° ]
-1 a-ady  “)

(A = 4[0,9+0,1]/1—2o ”50 ]

(3.6)

(3.7

(3.5) (A = <Ao>[l—3

Z analizy wzoru (3.8b) Iub z wykresu (rys. 3) wynika, Zze zaréwno wzrost zaburzenia
(co zwigzane jest ze wzrostem {x3)), jak i zwiekszenie sztywnosci sily sprezystej powoduja
zmniejszanie amplitudy drgan samowzbudnych, natomiast ze wzrou (3.8a) widac, Ze czestosé
katowa drgan ro$nie ze zwigkszeniem wspdlczynnika u.

Ogdlnie z analizy wybranych powyzej ukladéw samowzbudnych mozZna wyciagnal
nastgpujace wnioski:

— $rednia warto§¢ kwadratu amplitudy maleje ze wzrostem zaburzenia przypadkowego,
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— wplyw cztonéw nieliniowych na warto$¢ amplitudy jest rézny i zalezy od typu réw-
nania rézniczkowego, opisujacego proces drgan,

—érednia warto$¢ kwadratu czgstoéci nie zalezy od zewngtrznych zaburzen przypadko-
wych,

— nieliniowo$¢ sity sprezystej (charakterystyka sztywna) powoduje wzrost czestosci
katowej drgaf.
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Pesmome

BIIVIAHVE JOIIOJHUTENLHLIX HEIWHEMHBIX BO3MYUIIEHUMI HA
BEPOSITHOCTHDBIE XAPAKTEPUCTUKU KJIACCUYECKUX VPABHEHWMI
OITNCHIBAIOMHX KOJIEBAHMA CAMOBO3BYKIAIOUIMXCA CUCTEM

B pabote HCCNeayeTcsl BIHUSINAC HENMHEHHBIX YICHOB Ha aMIUINTYXY M YaCTOTY CHCTEM C ORHOM CTe-
nensio ¢oboxsl, ITpuMepbl OTHOCATCH K CHCTEMaM, IONYCKAIOLAM ONHCAHWE ¢ TIOMOLUBIO YpaBHEHW
tuna Ban fgep Ilons u Perest, moasepeHEbIM CIyYalHOMY BBIHYACHHIO B BANE CTALIHOHAPHOTO HOp-
MAJIBHOTO CTOXAaCTHUECKOrO NPONEcca THIA ,,0eibiid 1ymM’’. AHamM3 NpOBOAUTCA NPH HCNONB30BAHUA
METOI2 TAPMOHMUECKOIl M CraTHueckoil nuHeapuaanmu. ITonyueHHBIC Pe3yNbTATLI NOKA3aHBI Ha Jua-
rpammax,

Summary

I_I_\I_‘ELUENCE OF ADDITIONAL NON-LINEAR PERTURBATIONS ON THE PROBABILISTIC
CHARACTERISTICS OF CLASSICAL EQUATIONS DESCRIBING SELF-EXCITED VIBRATIONS

In the paper is considered the influence of non-linear terms on the amplitude and frequency of systems
with one degree of freedom. The examples presented concern systems which can be described by Van der
Pol’s and Rayleigh’s equations. These systems are forced by stationary, normal stochastic “white — noise”
excitations. The analysis is done by means of the methods of harmonic and stochastic linearizations. The
results are illustrated by graphs.
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