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W SPRAWIE MACIERZY SZTYWNOSCI I WEKTORA OBCIAZEN SUPERELEMENTU*)
BoGpaN WosiEwicz (PozNaN)

Artykul J. WrANIXA [4] omawiajacy wymienione w tytule zagadnienie zawiera pewne
niescistoéci. Ze wzgledu na wage tematu, dotyczacego jednej z metod rozwiazywania
duzych konstrukcji metoda elementéw skoniczonych na maszynach o matych pamieciach,
zamierzam zabraé¢ glos w tej sprawie.

1. Cytujac monografi¢ ZIENKIEWICZA, WRANIK pisze: W pracy [6] wykazano mozli-
woSé eliminacji wezléw wewnetrznych przy zastosowaniu minimalizacji funkcjonalu y. ZIEN-
KIEWICZ wykorzystuje warunki minimalizacji funkcjonalu energii y jedynie do zbudowa-
nia ukladu réwnan dla superelementu. Niewiadome odpowiadajace weztom wewnetrznym
(wezly grupy b wedlug okre§len WRANIKA) eliminowane sg przez podziat uktadu réwnan
na bloki i formalne wykorzystanie algebry macierzy, w identyczny sposéb, jak czyni to
WRANIK przy wyprowadzaniu zalezno$ci (4) 1 (5) *2. Jest to szczegdlnie widoczne w pierw-
szym angielskim wydaniu pracy ZIENKIEWICZA [5] (por. réwnieZ prace DemsA [1]1 Prze-
MIENIECKIEGO [2]).

2. W pracy [4] zamieszczone jest nastgpujace okre§lenie macierzy sztywnosci i wek-
tora obcigZen superelementu (str. 405): Macierz sztywnosci K jest zbiorem sil wystepujg-
cych w wezlach grupy a w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych x, = 1,
wektor T(',, za$ zbiorem sil wystepujgcych w wezlach superelementu wywolanych silami
zewnetrznymi. Moim zdaniem, powyzsze okredlenie jest niewystarczajace. Jak wiadomo,
réwnania metody elementéw skoriczonych napisane dla dowolnego elementu traktowaé
moZna jako wzory transformacyjne metody przemieszczen [3]. Superelementy sa szcze-
gblnymi przypadkami elementSéw [5, 6). Stad poszczegblne wyrazy macierzy superelementu
sg silami wystepujacymi w wezlach superelementu® w ukladzie geometrycznie wyzna-
czalnym w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych tych wezldw. Wyrazy
wektora obciaZen superelementu interpretowaé nalezy jako sity wystepujace w weztach
superelementu w ukladzie geometrycznie wyznaczalnym w wyniku dzialania obciaZenia
zewnetrznego. Ukladem geometrycznie wyznaczalnym dla superelementu jest superelement
Z zamocowanymi wezlami grupy a.

Zwracam jeszcze uwage, Ze bez zamocowania wezléw superelementu nie mozna obli-
czy¢ sit w tych wezlach wywolanych wymuszonymi przemieszczeniami.

3. Z okre$ledi macierzy i wektora obcigZen superelementu zawartych w [4] wynika
natychmiast, Ze macierz A,, w zaleznoSci (8) i wektor b, w zaleznosci (10) sa odpowied-

* Artykul jest wypowiedzig autora w zwigzku z pracg J. Wranika opublikowana w MTiS, 3 (1974)
s.-401.

1 Numery wzoréw i oznaczenia podawane sa wedlug pracy Wranika [4].

2) Wezly superelementu, to wezly grupy a (okreélenia tego uzywa takze Wranik).
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nio macierza sztywnosci i wektorem obciazeni superelementu®. Z czego wynika dalej, ze
formuty (9) i (13), a wigc takze wzory (4) i (5) sa nieprawdziwe. Z drugiej strony wiemy,
e zaleznoéci (4) i (5) sa stuszne, powstaly bowiem na drodze formalnych przeksztalcen
ukladu réwnan (1). Wynika stad wniosek, Ze przedstawione przez WRANIKA rozumowanie
zmierzajace do fizycznego zinterpretowania zaleznoéci (4) i (5) nie jest poprawne.

4, Mozna wykazaé, ze korzystajac z uéciSlonych tutaj okreflen macierzy i wektora
obciazen superelementu uzyskuje si¢ w sposéb bezpoéredni wzory na obliczanie tych
wielkoséci. Wzory te okazuja si¢ identyczne z wzorami (4) i (5) otrzymanymi w [4] droga
formalnych przeksztalcen. Tok postgpowania jest nastepujacy:

— Nalezy zamocowa¢ wezly grupy a i obciazyé superelement obciazeniem zewnetrz-
nym a nastepnie obliczy¢ sity wystepujace w tych weztach. Wektor tych sil jest wektorem
obcigzefi superelementu.

— Nalezy uwalnia¢ poszczegblne wezly grupy a, wymuszaé jednostkowe przemieszcze-
nia tych weztéw i oblicza¢ sily jakie wystapia w wezlach grupy a. Wartosci tych sit sa
odpowiednimi wyrazami macierzy sztywnoéci superelementu.

Wykonajmy w sposéb ogélny opisane powyzej czynnosci dla superelementu wyodreb-
nionego z dowolnej konstrukcji. Réwnania metody elementéw skonczonych dla tego
superelementu maja postaé [5]
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gdzie przez f,,i f,, oznaczono odpowiednio sity wystepujace w wezlach grupy a i b. Z uwagi
na zrownowazenie weziéw grupy b mamy 13_‘;, = 0, wezly grupy a zréwnowazZone zostana
dopiero przy rozpatrywaniu calej konstrukeji [5]. Nadajmy przemieszczeniom x, wartoéci
réwne zeru, co oznacza zamocowanie wezldw grupy a. Rozwiazujac ukiad réwnah (1)
przy przemieszczeniach x, = 0, wyznaczymy przemieszczenia wezldw superelementu wy-
wolane obcigzeniem zewnetrznym. W tym celu nalezy zmodyfikowaé odpowiednio wektor
obcigzen i macierz wspéiczynnikédw przy niewiadomych. Zasady takiej modyfikacji opi-
sane sg szczegdlowo w pracach [3) i [6]. Tutaj zauwazymy tylko, ze wprowadzajac prze-
mieszczenia i-tego wezla réwne x; = a nalezy:

— do poszczegblnych wyrazéw wektora obcigzern dodaé pomnoZone przez o wyrazy
i-tej kolumny, a i-ty wyraz wektora obcigZen nalezy zastapi¢ wartoscia o

— ity wiersz i i-ta kolumng macierzy wspéiczynnikéw przy niewiadomych nalezy
wyzerowaé, a na gtéwnej przekatne] postawié liczbe 1. Po wykonaniu takiej modyfikacji
dla poszczegdlnych x, = 0 otrzymamy uklad réwnan
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ktérego rozwigzaniem sa wektory.
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X,

[b I =0, (I— macierz jednostkowa),
b

—_ _1“'
3 X, = —Ap' by,
%, = 0.
3 Np. dla macierzy Ay, mamy w [4] takie okreélenie: macierz kwadratowa utworzona z wartoscl sil

wywolanych w wezlach grupy a kolefnymi przemieszczeniami jednostkowyml wezldw grupy a.
4) Numeracja wzoréw dotyczy teraz artykulu autora.
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Po podstawieniu rozwigzan (3) do réwnan (1) otrzymamy sily, ktére wystepuja w po-
szczegolnych wezlach superelementu
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Stad wektor obciazen superelementu, ktéry skiada si¢ z sit wywolanych w poszczegdlnych
wezlach grupy a ma postaé

(%) K, = T;a —Au AEbIBb .
P

W podobny sposéb otrzymamy macierz sztywnosci superelementu. Nalezy teraz wyzna-
czyé sity w wezlach grupy a przy kolejno wymuszanych przemieszczeniach jednostkowych
tych wezldw, lecz tym razem bez obcigZenia zewnetrznego. Jezeli mamy s weztdéw grupy a,
zagadnienie to prowadzi do rozwiazania s ukladéw réwnan. Zauwazmy, Ze we wszystkich
przypadkach zmodyfikowana macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych bedzie iden-
tyczna, jak w zaleznoéci (2). Wynika to z faktu, Zze wszystkie wezly grupy @ maja okreslone
przemieszczenia. Uklady réwnan réznié si¢ beda tylko wektorem wyrazéw wolnych.
Korzystajac z mozliwosci algebry macierzy uklady te rozwiazemy jednocze$nie. Po mody-
fikacji mamy

10 Xoa 1
© [0 Abb:l [xba] * [Ab ] =0

W zaleznoéci powyzszej kolejne kolumny macierzy X,, i X,, sa przemieszczeniami po-
szczeg6lnych weziéw superelementu przy wymuszonych jednostkowych przemieszczeniach
wezléw grupy a. Poszczegdlne elementy wektora wyrazow wolnych powstaly przez mo-
dyfikacje tego wektora dla poszczegdlnych wymuszen x, = 1 (l—;:, =bh, = 0). Rozwiazujac
uklady réwnati (6), otrzymamy

X =1,

Q)

_ -1
Xpa = — ARy Agg.

Podstawiajac zaleznoéci (7) do (1) otrzymanmy sﬁy w poszczegblnych wezlach super-
elementu od wymuszonych przemieszczef (b = b, = 0):

® [Faal _ [Aaa Aab] [ I ] _ [Aaa—AabAb—blAba]‘
| Ay A | — AR As, 0

Ostatecznie macierz sztywnoéci superelementu ma postaé

® K = Au—AuAs' Avs-

Wyprowadzone w ten sposéb wzory (5) oraz (9) sa identyczne z wzorami otrzymany-
mi droga formalnych przeksztatcen [4, 5, 6]. Przedstawione powyZej postgpowanie sta-
nowi zatem fizyczng interpretacjg tych przeksztatcen. Wskazuje jednoczeénie na praktycz-
ny sposéb wykonywania obliczen macierzy i wektora obciazen superelementu bezposred-
nio z definicji.
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Pesome

K BOUIPOCY O MATPHUIE XECTKOCTH M BEKTOPE HAI'PY 30K
CBEPXOJIEMEHTA

B pa6ore ofpaiaercsd BHUMaHHE HAa HETOUHOCTA cojepxaugecst B paGore [4]. Henocpencreenso
U3 ONIPENENCHAS BLIBOAATCA (DOPMYJIbI Ha MATPUIY JKECTKOCTH M BEKTOD HATDY30K CBEPXIJIEMEHTA.
Summary

TO THE PROBLEMS OF STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR
OF A SUPERELEMENT

Certain incorrect results occurring in paper [4] are pointed out. The formulae for stiffness matrices
and load vectors of a superelement are derived directly from their definitions.

AKADEMIA ROLNICZA W POZNANIU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 grudnia 1974 r.



