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1. Wstep s

Na przykladzie roweru przeprowadzono badanie statecznoéci bocznej pojazdéw jed-
no§ladowych, z uwzgl¢dnieniem podatnosci poprzecznej pneumatykéw. Rower pod wzgle-
dem kinematycznym jest jednym z bardziej skomplikowanych pojazd'éw. Jest pojazdem
niestatecznym, wymagajacym cigglego sterowania ze strony‘ rowerzysty.

ForciaNsky i Lurie [19], przy daleko idgcych uproszczeniach, wyprowadZIh réwnania
ruchn i sformutowali prawo jazdy na rowerze. Traktowali kola roweru Jako idealnie
sztywne dyski, pomijajac réwnoczeénie kat pochylenia kolumny k.lCI'OWmGZC_] i'momenty
dewiacyjne pojazdu.

Najpelniejsza analiz¢ stateczno$ci roweru przeprowadzﬂx NEJMARK i FUFAJEW [23]
i [24], uwzgledniajac wplyw podatnoéci pneumatykéw “wedhigteorii-Kierpysza . [18).
W pracach swych NEMARK i FUFAJEW, przy wyprowadzeniu pelnych réwnah ruchu,
przeprowadzili rozwiazania i analizy przy daleko idacych uproszczeniach, pomijajac
kolejno poszczegdlne ruchy roweru. Takie postgpowanie rzutuje nie-tylko- na wyniki
iloSciowe, ale ma decydujacy wplyw na wyniki jakosciowe. Autorzy ci- przyjeli rower
jako ukiad mechaniczny o dwdch masach, traktujac lacznie jako wspélne masy kierow-
nice z kolumng i kotem przednim oraz jako druga masg rame, roweérzyste i tylne kolo.
Niewydzielenie wirujacych mas ko6t przedniego i tylnego powoduJe pominiecie efektéw
zyroskopowych, co ma wplyw na stateczno$¢. /
W przedstaw1oneJ Pracy rower z rowerzysta i bagazem traktowano Jako uktad mecha-
mczny o, w1gzach nleholonomlcznych zIoZony z czterech mas, Uwzglqdmono cztery stop-
nie swobody roweru w, postaci: przechylania y, odchylania 6, obrotéw ukladu kierownicy ¢
i przemieszczefi poprzecznych x. Dodatkowo przyjgto cztery stopnie swobody, wynika-
Jace z podatnodei poprzecznej i skrgtnej pneumatykéw: tylnego kola §,, .<P1 i przedmego
&2.92. Obliczenia numeryczne wykonano przykladowo dla;polskiego Toweru. turystycz-
nego«Ambasador. Zbadano jaki wplyw na stateczno$é, roweru majq parametry konstruk—
cyjne, hnematyczne i podatnoéé pncumatykéw -

™

* Fragment pracy byl przedstawiony'na VI Internatlonal Conference on Nonlinear Oscillations;
Poznafi 1972.

7*
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2. Dynamika kola z pneumatykiem

Zagadnieniami dynamiki toczacego si¢ pneumatyka zajmowali sig: DOHRING [2],
Rocarp [25], Kierbysz [18]. Obecnie zajmuje si¢ tym zagadnieniem szereg badaczy i o-
rodkéw doéwiadczalnych. Dotychezas najogélniejsza jest teoria KIEiDYszA [18],
mimo pewnych zastrzezen omdéwionych w dalszej czgsci pracy.

Rozwazono zachowanie toczacego si¢ pneumatyka pod dzialaniem stalego, pionowe-
go obciazenia N. Pneumatyk toczy si¢ bez polizgu z matymi deformacjami, ktére charak-
teryzuja si¢ trzema parametrami (rys. 1). Parametr & okrefla boczne znoszenie centrum

Rys. 1. Przemieszczenia, sily i momenty opisujace
odksztalcenie pneumatyka toczacego sie kola w teorii
Kieldysza

pola kontaktu wzgledem §ladu §rednicowej plaszczyzny kota na plaszczyznie drogi, kat g
przechylenie plaszczyzny $rednicowej kola wzglgdem plaszezyzny pionowej a, kat skregce-
nia pneumatyka . Sily i momenty, ktére powoduja odksztalcenia pneumatyka sa funk-
cjami stanu odksztalcenia w postaci:
F = Fi (5 s P x),
(1) Mz = Mz(£’ @, x)’
My, = My(¢, @, 20
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Dla matych odksztalcen &, ¢, y mozna funkcje (1) rozwina¢ w szereg Maclaurena i og-
raniczy¢ sig tylko do cztonéw liniowych:

F=a, &+a,5+a;59,
2) My, = ay,§+az,5+ax30,
My = a3 6+as,x+ass¢.

Korzystajac z (2) zgodnie z teorig KieLDyszA [18], uklad sit i momentéw dziatajacych
na toczacy si¢ pneumatyk (rys. 1) przedstawiono w postaci:
— sila bocznego znoszenia F

3) F = aé+aNy,

— moment przechylajacy M,

@ M, = —oNE—p,Ny,
— moment skrecajacy M,

%) M, = by,

gdzie a, b, p,, 0 — odpowiednie wspélczynniki wyzmaczone do$wiadczalnie, N — nor-
malna sila reakcji podloza.

Sity i momenty (3), (4) 1 (5) mozna przedstawi¢ jako pochodne czastkowe funkcji U,
wzgledem odpowiednich odksztatcefi:

a‘f, x__ax, ¢ = a(p,

#_ 9Us W, o, _

gdzie funkcja U, jest energia potencjalng pneumatyka i ma postaé:

1
(6) U6, 5, 9) = 7(052+b¢2+91Nx2+26N£x),

tak okre§lona energia pneumatyka moze byé wykorzystana przy obliczaniu catkowite]
energii pojazdu. :

3. Wiezy kinematyczne toczgcego si¢ pneumatyka
Z analizy zjawisk toczenia si¢ bez poSlizgu Kigrpysz sformulowal dwa twierdzenia:
1. Styczna do linii toczenia I" (rys. 1) pokrywa si¢ z osia powierzchni kontaktu.

2. Krzywizna K linii toczenia I' jest jednoznacznie okre§lona funkcja K(&, ¢, 2).
Linia toczenia jest miejscem geometrycznym punktéw O (rys. 1), bedacych §rodkiem linii
$rednicowej lezacej na powierzchni kontaktu z nawierzchnia. Dla matych odksztalcen &,
@, x KieLpysz okreflit krzywizne toru zaleznoscia

al—po—vx,

o

0 k=L
r
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gdzie o, f,y sa to odpowiednio wyznaczone parametry kinematyczne. W konsekwencji
twierdzen KIeLpysza odnosnie zjawiska toczenia si¢ bez poélizgu pneumatyka (rys. 2),
otrzymano réwnania wigzéw w postaci:

dx
8 0= -2
@®) p+ P
1 d*x
9 K=—=— 1
© —= -3
4h
&
o
"dX1 ;' _
< Rys. 2. Parametry geometryczne okre
X s §lajace ruch pneumatyka toczacego
Xy - si¢ kola

gdzie zgodnie z rys. 2
(10 x, = x+E.

Po wprowadzeniu (10) do (8) oraz uwzglednieniu (8) w (9) i przyréwnaniu do (7) otrzy-
mano :

' \ dx  dt

11 ax 4 _

(11) p+0+ T =0
dp 9

(12) %+-¢2§—_a£+ﬂ¢+yx=0'
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Po zrézniczkowaniu wzglgdem czasu (11) i (12) oraz uwzglednieniu, ze predkosé
toczenia si¢ pneumatyka V = ds/d¢, otrzymano ostatecznie réwnania wigzéw nieholo-
nomicznych dla pneumatykéw, w postaci:

(13) A+E+VO+VE =0,
(14 O+p—aVE+BVp+yVy = 0.

]

r= promieri krzywizny
linii toczenia
R- promien pneumatyka

Rys. 3. Geometria toczenia sig
odksztalconego pneumatyka, zgod-
nie z teoria Kieldysza

NesMARK 1 Furasew [23] zgodnie z KigepyszeM [18] wyznaczyli z zaleznoéci wylacznie
geometrycznych (rys. 3) parametry kinematyczne o, 8 i p. Zatozono, ze odksztalcenie
poprzeczne pneumatyka & stanowi wysoko$¢ odcinka kolowego o promieniu krzywizny r
i cigciwie réwnej $rednicy 2R

(s £ = r[l- ]/1__(—§ﬂ



i___F-'O 5=0 F=5 §=2.,Z . F=10 »;,Sf‘f,‘f F245 5:5‘3 E=20 5:10
I S AT = M=081 . ) e
Fot. 1. Odksztalcenie pneumatyka kola rowerowego pod wplywem momentu przechylajagcego My i sily F
bocznego znoszenia

Py N

[518)
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poniewaz —I:— <1 z (15) otrzymano w przyblizenju

1 R

=g
skad po pordwnaniu z réwnaniem (7), przy zatozeniu, ze p = y = 0 otrzymano
2
(16) o=

Analogicznie przy zalozeniach podanych w [23] wyznaczono pozostate wspotczynniki
kinematyczne:

an p =

(18) Y=

Tak okre§lone przez NEIMARKA i FUFAJEWA zgodpnie z KIEEDYSZEM 1 GREIDANUSEM
[23] parametry kinematyczne o, f i v mozZna traktowaé jako pierwsze przybliZenie,

Na podstawie fotograFi /——}—\
=07 T
y=081
{=088 ——

Na podistawie

preyblizonej aceny
Kietdysza

Rys. 4. Geometria odksztalcert
lokalnych pneumatyka wyznaczona
do$wiadczalnie
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Wykonano pomiary kota z pneumatykiem przy réznych ciénieniach w pneumatykach,
Preumatyk byt obcigzony momentem przechylajacym i sita boczng F (fot. 11 2). Jak wy-
nika z fotografii odksztalcenie pneumatyka jest odksztalceniem lokalnym (rys. 4), i nie
obejmuje kotla az do $rednicy jak przyjgto w [23]. Odksztalcenie lokalne i jego obszar
zalezy od sztywnoéci pneumatyka i ma wplyw na parametry kinematyczne «, 8 i y.

Doktadne badania przeprowadzone na kotach rowerowych, z uwzglednieniem zmiany
ci$nienia, wykazaly znaczne réznice w wartoéciach wspdtczynnikow (iablica 1).

Tablica 1
N N7 1 1 1 h
oo e el e Jem [ la]] Al | el
m m m m* m
16 5,6
0,74 2060 383 2,15 | 0,042 2,8 — -
164 18 E
16 5,6 K
0,81 2354 363 2,48 | 0,042 2,8 —_—
125 15 E
16 5,6 K
0,88 2720 245 245 | 0,042 2.8
74 12,2 E

K — zgodnie z terig Kieldysza,
E — wyznaczone doswiadczalnie.

W powyZszej tablicy g jest stosunkiem §rednicy pneumatyka ugietego do $rednicy
pneumatyka swobodnego; w przypadku idealnie sztywnych pneumatykéw u = 1.

Wartoéci wspdiczynnikéw « i f maja znaczny wplyw na otrzymane wyniki, okreéla-
Jjace wlasnoéci dynamiczne pojazdéw. Wsp6lczynniki te w duzym stopniu zaleza od sztyw-
noéci pneumatyka, a nie sa wylacznie zalezne od promienia kola sztywnego (16), (17)
i (18) jak wyznaczono w [23].

4, Dynamiczne réwnania ruchu

Polozenie roweru z rowerzysta okre§lono o§mioma wspdtrzednymi uwogdlnionymi
(rys. 5):
X — przemieszczenie poprzeczne, wspoirzedna punktu przeciecia plaszczyzny $red-
nicowe] tylnego kola z plaszczyzng drogi;
f —kat odchylenia roweru, kat zawarty miedzy osia y przyjetego uktadu wspét-
rzednych, a §ladem plaszczyzny $rednicowej tylnego kota;
¥ — kat przechylenia roweru, kat zawarty migdzy plaszczyzna §rednicowa tylnego
kota a ptaszczyzna pionowa yz;
w — kat obrotu osi kierownicy;
&1, &, — przemieszczenie  poprzeczne frodkéw pola kontaktéw, odpowiednio tylnego
i przedniego kota;
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@1,9, — skrecanie osi powierzchni kontaktéw wzgledem $ladu plaszczyzny $rednicowej
kota tylnego i przedniego.

Réwnania ruchu roweru toczacego si¢ bez poslizgu na spreZystych pneumatykach,
2 uwzglednieniem wigzéw micholonomicznych, wyprowadzono stosujac réwnania MAG-
GIEGO [4, 9, 15], w postaci

k . k
d | oT oT
(19) 2 Cia [E (ij) - _;E] = g CiaQa:

o=1

Rys. 5. Przyjety uklad odniesienia oraz przemieszczenia katowe i liniowe roweru na kotach z odksztaleal-
nymi pneumatykami

i rownania wigzéw w postaci

!
(20) 'qa' = Z Cizr él + Ca':
i=1
gdzie

_ %4,

Clu 6e, >

_ U+ U, + Fg)

Qs = 0.

daesc=1,2,k,i=1,2,..,1,
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przy czym

g, — wspélrzedne uogdlnione,

é; — kinematyczne charakterystyki uktadu,

T — kinetyczna energia uktadu,

0O, — sily uogdlnione potencjalne i niepotencjalne,

U, — potencjalna energia pojazdu bez pneumatykéw,

U, — potencjalna epergia pneumatykow,

Fpr — dysypacyjna funkcja Rayleigha.

22eli liczbe przyjetych wspolrzegdnych uwogélnionych, opisujgeych jednoznacznie
zmiany poloZenia pojazdu, oznaczymy przez k i jezeli mamy b réwnan wigzéw nieholo-
nomicznych, to liczba niezaleznych predkosci uogélnionych réwna jest réznicy I = k—p
okreslajacej liczbe niezaleznych charakterystyk kinematycznych ukladu é;.

Po obliczeniu energii kinetycznej i potencjalnej ukladu, wyznaczeniu odpowiednich
zwiazkéw kinematycznych i linearyzacji réwnan ruchu (19) i wigzéw (20) z wykorzysta-
niem (13) i (14), otrzymano uklad o$§miu réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu
drugiego ze stalymi wspodlczynnikami.

@ mit— 8,0+ S — oNy— Sy i+ oNysin dp—aé, —at, = 0;
(22) =83 +J,0— T} + V(G +G3) i+ coNoy+Jip — VGy sin 2p — coN, sin Ay +
+cal,—bp, —bp, = 0;
(23) Sk —Ju I~ V(G,+Gs)0+J5 ~ (88~ 01 N) g —Jaip ~ VG cos A +
+(gSy —oiN,sin )yp+oN, & + 0N, &, = 0;
(Q4) =S5+ 0+VGssin M—J3 5+ VGscos A+ (8Sy— 0y Nysin A—c, oN,) y +
+Jy¥p + 09 + (gSosin A+ o, N, sin? A+ ¢; oN, sin )y —
—(oN,sinA+ac,) &, —bcos Ap, = 0;

(25) ' k+&+V0+Ve, =0,

(26) O+py—aVE, + BV, +yVy = 0,

27 ¥—cl+e,p+E,+VO+Vycos A+ Ve, = 0,
(28) 0+ cos A+, — aVE, +BVip, +pVy—yVsindp = 0.

Rdéwnania (21)-(24) sa réwnaniami ruchu roweru, natomiast pozostale cztery réwna-
nia (25)-(28) sa réwnaniami wiezéw nieholonomicznych toczacego si¢ roweru na pneuma-
tykach.

Wielkoéci geometryczne i rozklady mas podano na rys. 6, natomiast:

m — masa calego ukladu, _

Sy, Sy, Sy, So — momenty statyczne,

s Iy, I3, Ja, Gy, Gs — momenty bezwladno$ci,

Ny, N, —reakcje normalne dzialajace na tylne i przednie kota.
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Uktad réwnafi (21)-(28) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym w postaci:
(29) AX+Bx+Cx =0,

gdZie x = col[x, 0, % ¥, €1, €2, @15 Pal,
A — macierz kwadratowa wspolczynnikéw bezwladnosci,
B — macierz kwadratowa wspdlczynnikéw tlumienia,
C — macierz kwadratowa wspolczynnikéw sztywnosci.
Po wprowadzeniu dodatkowych funkcji:

Yy =X, }’2=6;
y3=.xs y4-=!i,)

¥

Lg

c CA

-~
Rys. 6. Geometria roweru oraz przyj¢ty rozklad mas rowerzysty i roweru

uklad réwnan (29) sprowadzono do nastgpujacej postaci:
(30) Py+Qy=0,
gdzie y i y s3 to nastepujace macierze kolumnowe:
Y = collys, ¥2, ¥a, Yar %, 0, %, ¥, &1, &2, 915 @2l
Y = colpy, V2, V3, Ja»r X, 6, X0 451, ézy P15 P2l
Po przeksztalceniu i pomnozZeniu lewostronnie przez macierz odwrotng P~! otrzymano:
€3)) Yy =Ry,
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gdzie macierz stanu R ma postaé:

(32) R=P(-Q).
Rozwiazanie ukladu (31) przewiduje si¢ w postaci:
(33) Y = YooXpAt,

gdzie y, jest macierza kolumnowa wartodci poczatkowych.
Podstawiajac (33) do uktadu (31) otrzymano:

(34) [R— 1y, = 0,

gdzie X jest macierza jednostkowa.
Aby ukiad réwnan miat rozwiazanie niezerowe, wartoéci wiasne macierzy R sa tymi
wartosciami parametru A, dla ktérych '

(35) det[R—AT] = 0.

Rozwiazanie zagadnienia sprowadza si¢ do wyznaczenia warto§ci wlasnych i wekto-
réw wlasnych macierzy stanu R.

Wyznaczenie wektoréw wlasnych, odpowiadajgcych $cifle okre§lonym wartosciom
wlasnym, pozwala na identyfikacje odpowiednich ruchéw roweru,

Rozwigzanie ogdlne ukiadu réwnan Jest 11mow4 kombmacyat wszystkich rozwiazan
szczegblnych 1 ma postaé: :

Il

y jex;)/l,t, .

__A_l

(36)

gdzie . - ) .

y; — jest wektorem wiasnym, odpowiadajacym warto§ci wiasnej, .

C, — stale wyznaczone z warunkéw poczqtkowych bedacych wartoécxaml zakl6-
ceri od ruchu ustalonego dla chwili #'= 0, :

st = & tin, 41 — wartoéci wilasne ma01erzy stanu R,

2n
Ny, +1 —cz&;stosc oscylacji o okresie 7} = —,

7
§),5+1 — Wspdlczynnik tlumienia, jezeli wszystkie £, <0, wahanja sa tlumione, tzn.
ruch pojazdu jest stateczny, czas sttumienia amplitudy do polowy Ty;» =
_ In2
£ .
przy czym liczba wiasno$ci whasnych 4; i odpowiadajacych im wektoréw wiasnych y;
jest rtéwna # = 20— b, tzn. liczbie' rtéwnai rézniczkowych (30) rzedu pierwszego, otrzyma-
nych z przeksztalcenia ukladu réwnan (29).

)

5. Réwnania ruchu uproszczonej - statecznoS$ci boc'znej roweru

W celu wyjaénienia wplywu liczby przngtych stopni swobody i uproszczen wynika-
jacych z pominigcia podatnoéci pneumatykéw, Wyprowadzono réwnania ruchu uprosz-
czonej statecznosci bocznej roweru.
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' Kota roweru traktowano jako cienkie tarcze, idealnie sztywne [9, 23]. Kontakt kot
z powierzchnia drogi sprowadza si¢ do styku punktowego. Na kota dzialaja wylacznie
reakcje normalne N, natomiast nie moga wystapi¢ sily styczne F, momenty przechylajace
M, i momenty odchylajace M,.
Réwnania ruchu wyprowadzono z réwnan Lagrange’a I rodzaju [4] w postaci
b
d | oT (3 V‘
(37) :1?(—‘%) q _'Qd ﬂ= Mg g 5
dla 0 =1,2,3,4; p=1,2; gdzie ‘
T —energia kinetyczna ukladu, wyrazona we wspdirzednych uogolmonych 9a>
0, — sily odpowiadajace wspoélrzednym uogdlnionym,
pup — mnozniki Lagrange’a,
ap, — wspOlczynniki wigzéw nieholonomicznych,
przy czym
k
(38) N g+ ap = 0.
o=1
Réwnania wigzow nieholonomicznych dla roweru o idealnie sztywnych kotach otrzymano,
po przeksztalceniu réwnan zgodnie z [23], w postaci
x+V0 =0,
(39) o .. i .
cl—cip—Vycosd = 0.
" Na podstawie (38) 'z réwnan (39)- otrzymano macierz wspolozynmkéw wigzéw me-
holonomlcznych w posta01 : o .
| 1;00,:0 '..‘f.
0c¢cO0 —erf

oy o '=[ -

Po obliczeniu energii I(lnetycznej 1 sit uogdlnionych, jak w rozdziale 4, i wprowadzeniu
do réwnan (37) mnoznikéw u;, u, i wspélczynml(ow (40), otrzymano nastepujacy uklad
rézniczkowych réwnan ruchu:

(41 T M%< S0+ Sei — Sy = 4iy, - e
(42) — 8%+ L0 =T+ V(G +Ga)y+ Jap— VGspsin A = pye,
(43) Sy% =Ty — V(G +G3)0+Jsy— T3 —VGyipcosh = g8x x—gSy ¥,

44 —S¢x+J46+VG3081n/1 J3x+VG3xcosl+J¢,1p—
= —gSoz,usml—gwa OPp—pycy.

Powyzsze réwnania ruchu wraz z réwnaniami wiezéw nieholonomicznych (39) opisuja
ruch roweru na sztywnych kotach.

5.1, Réwnania ruchu uproszczonej statecznofei bocznej z uwzglednieniem przechylania i obrotéw kie-
rownicy. Eliminujac z réwnafi ruchu (41)-(44) mnozniki Lagrange’a i wyznaczajac z réw-
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naf wigz6w x i 0 otrzymano réwnania uproszczonej stateczno§ci bocznej, sprzegajace
ruchy przechylajace roweru x z obrotami kierownicy .

45) AX+Bx+Cx =0,
gdzie
x = col[x, ],
przy czym wyrazy macierzy wspoiczynnikéw A, B i C sa nastgpujace:
ayy = cJy,
Ay, = 8y = —cJ3—¢yJyy,

c
dzy = CIJ4+CJW+CIJy—é1_ +CJ4,

b11 = Os

by, = —Viey Se+Jyycos A+(Gy +G3) ¢y +¢Gacos A,
by, = VicGscos A+ ¢ (G +Gs)],

b,y = V|:cl Sy+Jycosd+cy S,.—cc—1 +J,CT‘ cosﬂ.] +cd,
c11 = —C8Sxs

¢y5 = V2S,cos A+ (Gy +Ga)Veos A—cgSy,

€21 = &Sy,

Cyp = V2 (S¢cos A+GssinAcos A+ S,%‘ cos 2.) +cgSesin 4.

5.2, Réwnania ruchu uproszczonej statecznoéci boczmej z uwzglednieniem odchylamia i obrotéw kierow-
micy. Zalozono, Ze zmiany przemieszczei bocznych x i przechylania y sa male i po-
mijalne w stosunku do ruchéw odchylania roweru 8 i towarzyszacych im obrotdw kierow-
nicy . Eliminujac z réwnan ruchu (41)-(44) i réwnan wigzéw (39) sktadniki odpowiada-
Jjace pomijanym zmianom otrzymano réZniczkowe réwnania ruchu roweru, opisujace
wezykowanie.

Macierz kolumnowa sktadowych wektora x réwnania (45) ma postaé

x = col[f, y],
Przy czym wyrazy macierzy wspotczynnikéw bezwladnodci A, ttumienia B i sztywnosci C
maja postac:
a;y = CJ4+C1Jy,
diz2 = CJ¢,+6'1J4,

Q31 = ay; = €3y = ¢y =0,

byy = V{e(Sy+G,sind)—c, S)),
biy = ¢d~cy VGysin i,

b1 =c,

by = —c¢y,

€12 = ¢gSpsini,
€y = —VeCosA.
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5.3. Réwnania ruchu uproszczonej statecznoSci bocznej z uwzglednieniem odchylania, przechylania
i obrotéw kierownicy. Pomini¢to przemieszczenia boczne x przy zalozeniu, Ze pozostale trzy
ruchy, tj.: odchylanie 8, przechylanie y i obroty kierownicy y, sa ruchami decydujacymi i wza-
jemnie sprzgzonymi. Z réwnan ruchu (41)-(44) i réwnan wiezéw (39) otrzymano réwnania
opisujace tak zmodelowany rower w postaci (45), ktdrego wektor x posiada nastepujace
skladowe:

x = col[f, %, v,
a wyrazy wspolczynnikéw A, B i C maja nastepujaca postac:

012 = 031 = 032 = 033 = b22 = b32 = 621 = C31 = C32 = 0,

€y
a1 = J4+Jy7’

C1
a3 = J¢+—C—J4,

a1 = _ny’
@z = Jes
a3 = —J3,

bll = VG3Sinl,
by, = V[G3cosl+ C—CI(G1+G3)],

b,y = 0— c—c‘VG3sin A,

by, = =V(G,+G3),
b,y = —VG5c0s4,

by, =1,
c
bys = ——
33 c "
Cy
Ciy = —Js‘_ Tny:
Ciz = gS\tu
€13 = gSysini,
€y = —g8%,
Ca3z = gS\ll,
C33 = ——COSl

Wykonanie obliczed numerycznych dla uproszczonych modeli roweru i dla modelu
przyjetego w rozdziale 4 pozwala na poréwnanie wynikow i ich analizg. Pozwala to wy-
ciggna¢ wnioski odnos$nie stusznosci stosowanych modeli roweru przez szereg badaczy,
Jjak LoiciarNski, LURIE, NEIMARK i FUFAJEW, jak réwnieZz umozliwia okreslenie wplywu
zalozen upraszczajacych na poprawno$éi wynikéw.

8 Mechanika Teoretyczna
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6. Wyniki obliczen numerycznych i wnioski

Obliczenia przyktadowe wykonano dla roweru turystycznego «Ambasador». Rozwig-
zano pelny ukiad réwnan (21)-(28), jak réwniez réwnania statecznosci uproszczone;
wyprowadzone w punktach 5.1, 5.2 i 5.3.

Wszystkie obliczenia wykonano wedhig wlasnych programéw na EMC GIER w Za-
kladzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

Jako parametry zmienne traktowano:

0 — tlumienie w kolumnie kierowniczej,

k — odsadzenie przedniego kota wzgledem osi obrotu,
R — promien két roweru,

Ls — dhugoé¢ roweru,

A —kat pochylenia osi kierownicy,

V — predko$é jazdy roweru,

u — wspdtczynnik okreSlajacy ci$nienie w pneumatykach.

Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw, na ktdrych linig ciagla naniesiono zmiany
wspotezynnikéw ttumienia &;, a przerywana czgstosci oscylacji #;. Jednakowymi indek-
sami oznaczono na wszystkich wykresach odpowiadajace sobie warto§ci wlasne, charak-
teryzujace te same ruchy roweru:

A, =& ,%+in;» — oscylacje lub ruchy aperiodyczne odpowiadajace obrotom kie-
rownicy 1,

lub

M=

/12 = 52

Ay = &, — aperiodyczne ruchy kierownicy v,

Ay = &4 — aperiodyczne ruchy przechylajace roweru %,

As,s = &5,61inss  — szybkie oscylacje odpowiadajace ruchom odchylajacym roweru,
wywolanym skrecaniem ¢, pneumatyka tylnego kola,

Arg = E78+in, s  — szybkie oscylacje odpowiadajace ruchom odchylajacym roweru,
wywolanym skrecaniem ¢, pneumatyka przedniego kota,

Ao = &4 . —aperiodyczne ruchy odchylajace roweru € lub ruchy harmonicz-

Iub ne, odpowiadajace obrotom kierownicy v, sprzezonym z odchy-

Aso = E30Fins0 laniem roweru 6,

Ao = &0 — aperiodyczne ruchy odchylajace roweru 6 lub oscylacji, odpo-

lub wiadajace ruchom przechylajacym roweru y sprzezonym z odchy-

Aa1o = 4,10t 1M4,10  laniem 6.

Ruch roweru niekierowanego jest ruchem niestatecznym ze wzgledu na przechylanie .
Warto§¢ wlasna 4, i A4,50 charakteryzujaca przechylanie posiada cze$é rzeczywista —
wspotezynnik thumienia zawsze dodatni &, > 01 &, ;4 > O (rys. 7-13 i rys. 15).

6.1. Wplyw parametréw konstrukcyjuych na stateczno$é. Jako zmienne parametry konstrok-
cyjne zgodnie z rys. 6 przyjeto: promiefi kola R, dlugo§é roweru L, kat pochylenia ko-
lumny kierowniczej A, wyprzedzenie przedniego kota k i tarcie w kolumnie kierownicy 9.
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£

Ambasador

24

e —

V=8m/s
— przypadek 51 R=0355m
_— » 53 k -=QUH7m
d=0
=18

-24

Rys. 9. Wsp6lczynniki thumienia £ i czestosci oscylacji % w funkcji kata pochylenia A kolumny kierownicy

Wzrost promieni k6t rowern R wplywa réwnocze§nie na zwigkszenie jego wysokosci,
powoduje ustatecznienie ruchéw roweru (rys. 7). Powoduje przejécie z niettumionych
aperiodycznych ruchéw kierownicy &; > 0 i & < 0 do thumionych oscylacji &;,» <0
o wzrastajacej czgstodei (n,,, ros$nie). RéwnoczeSnie nastepuje ustatecznienie przechyla-
nia (£, maleje) i zmniejszenie ttumienia aperiodycznych obrotéw kierownicy (&3 ro$nie).
Kola o matych promieniach powoduja niestateczno§é roweru, co potwierdzaja réwniez
do$wiadczenia. , L

Wzrost dugosci roweru Ls wplywa na zmniejszenie czgstosci oscylacji 7y, ruchéw
obrotowych kierownicy przy niewielkim spadku ttumienia &, , (rys. 8). Na pozostale
ruchy nie ma istotnego wptywu.
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Rys: 10. Wspolezynniki thumienia &1 czestodci oscylacji 9 w funkeji odsadzenia: k przedniego kola wzgle-
dem osi- kierownicy

Kat pochylenia kolumny kierowniczej A (rys. 6) ma decydujacy wplyw na stateczno§é
roweru. Wzrost kata -A-powoduje ustatecznienie roweru. Aperiodyczne ruchy kierownicy
z rozbieznych przechodza w tlumione. &5 (rys. 9), a aperiodyczne obroty kierownicy ro-
weru &; <01 &, < 0 na thumione oscylacje &,,, < 0 o ustalajgcej si¢ czgstosci wahan
71,2. Wzrost kata A wplywa. silnie ustateczniajaco na ruchy przechylajace roweru, wspol-
czynnik tlumienia &, malejé. ' Widaé wyraznie rysujacy si¢ zakres optymalnych katéw
pochyleri, stosowany wiaénie przy wspdlczesnych rowerach, okre§lony na drodze ekspe-
rymentu. ) ‘ : .

Wyprzedzenie kola przedniega % (rys. 6) jest stosowane w celu zmniejszenia statecz-
noéci aby polepszy¢ sterownoéé pojazdéw kotowych. Jak wynika z rys. 10 cel ten zostal
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Rys. 11, Wspdlczynniki ttumienia & i czestodci oscylacji # w funkcji thumientia wiskotycznego J w kolumnie
kierownicy

osiagniety, bowiem dodatnie wyprzedzenie, tzn. do przodu, zmniejsza tlumienie oscylacji
kierownicy (wspélczynnik tlumienia £,,,) przy réwnoczesnym spadku czgstosci (1,,2)-
Wielkoéci odsadzes stosowane przy rowerach sa w zakresie odsadzern optymalnych.

Wplyw tarcia wiskotycznego w kolumnie kierownicy na statéczno$¢ przedstawiono
na rys. 11. Wzrost- tarcia wyraZnie ustatecznia ruchy obrotowe kierownicy i zalezy réw-
niez od predkosei-jazdy. Nie ma natomiast wplywu na ruchy przechylajace &, i aperio-
dyczne ruchy kierownicy &;. Przy malych predkosciach jazdy thimione (£, < 0) oscy-
lacje 7,,, przechodza w ruchy aperiodyczne &; < 0 i & < 0 bardzo silnie thumione. Na-
tomiast przy predkosciach wigkszych wystepuja wylacznie oscylacje uktadu kierowniczego
7, charakteryzujace si¢ wzrostem ttumienia &y;,.
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6.2. Wplyw parametréw kinematycznych na statecznosé. Rozpatrywano wplyw predkoéci jaz-
dy ¥ na stateczno$¢ roweru, dokonujac obliczent trzech przypadkdéw stateczno$ci uprosz-
czonej (rys. 12) i pelnej z uwzglednieniem podatnoéci pneumatykéw (rys. 13).

Wzrost predkosci jazdy wplywa ustateczniajaco na ruchy roweru jako uktadu idealnie
sztywnego (rys. 12), jak réwniez z uwzglednieniem podatnoéci pneumatykéw (rys. 13).
Szczegdblnie zaznacza si¢ silny wptyw na szybkie oscylacje roweru, odpowiadajace ruchom
odchylajacym na przednim pneumatyku &; 5, 7,5 i tylnym pneumatyku &5 ¢ i 75 . Wzrost
predkosci powoduje zwigkszenie ttumienia (€56 i &7 5 silnie maleja) przy réwnoczesnym
wzroscie czestoci oscylacji (75,6 i 77,a rosng). Szybka jazda jest korzystniejsza.
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Rys. 12. Wspolezynniki ttumienia & i czestosci oscylacji # w funkcji predkoéei jazdy Vi ich por6éwnanie
przy rbéinych uproszczeniach modelu fizycznego sztywnego roweru
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6.3. Wplyw podatnodci pneumatykéw ma statecznosé. Uwzglednienie podatnoéci poprzecznej
pneumatykéw daje w rozwiazaniu pefnym oprécz wartosci whasnych charakteryzujacych
uklad sztywny Ay, A3 1 A4, dwie nowe pary wartosci wlasnych zespolonych sprz¢zonych
As.e i Az,g (rys. 13, 16, 17) charakteryzujace szybkie oscylacje 75,6 1 77,5 zawsze silnie th-
mione &5 <0 i &7,8 <0, odpowiadajace ruchom wywolanym skrecaniem pneumaty-
kéw tylnego @; i przedniego @,.
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Rys. 14. Poréwnanie ttumienia &, i czestosci oscylacii 7,, w funkeji predkosei ¥, odpowiadajacych ruchom
obrotowym kierownicy
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Rys. 15. Por6wnanie tlumienia & i czgsto$ci oscylacji # w funkcji predkosci jazdy V, odpowiadajacych
ruchom harmonicznym kierownicy ¥ sprz¢zonym z odchylaniem roweru 6 (13,3, &3,3) oraz ruchom prze-
chylajacym roweru y sprzezonym z odchylaniem 0 (74,18, & 4,10)

Stopnie swobody, wynikajace z podatnosci pneumatykéw, wprowadzaja dodatkowe
sprzg¢zenia miedzy kinematycznymi stopniami swobody Ase i Aq,50 (rys. 12, 13,1 15),
co nie tylko ma wplyw na wyniki ilociowe ale réwnicz wplywa na charakter obliczonego
ruchu.

Wyniki rozwigzan, uwzgledniajace wptyw deformacji pneumatyka, przedstawiono
na rys. 14-15 dla wspétczynnikéw kinematycznych o, f i y, obliczonych wedlug teorii
KIELDYSZA i zgodnie z NEIMARKIEM i FUFATEWEM «K-N-F» oraz poréwnano z wynikami
otrzymanymi po zmodyfikowaniu obliczeri przez autoréw «A» w oparciu o do§wiadczenia,
Jak réwniez podano wyniki stateczno$ci uproszczonej «U».
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7. Whnioski ogolne

Jak wynika z przedstawionej pracy, stosowane przez wielu autoréw (Lorcraxski,
Lurie, KieLDysz, NeMARK, FUFATEW) uproszczenia modeli fizycznych Jub réwnan ruchu
w celu ulatwienia obliczefi przez obniZzenie stopnia réwnania charakterystycznego nie
zawsze moga by¢ stosowane. Uproszczenia takie moga prowadzi¢ do blednych rozwigzad
i blednej interpretacji wynikéw, charakteryzujacych przyjety model fizyczny, a niejedno-
krotnie utoZsamiany z rzeczywistym pojazdem. ,

Wsp6lczynniki kinematyczne « 1 f wyznaczone zgodnie z «K~N-F» zaleZzL wylacznie
od promienia nieodksztalcalnego kotla

2 2
“=r g
i nie uwzgledniajg podatnoéci pneumatyka — teoria pélsztywnego kota (okreélenie auto-
réw). Natomiast uwzglednienie podatno$ci pneumatyka poprzez przyjety wspdtczynnik u
i wyznaczenie do$wiadczalne lokalnej deformacji pneumatyka ma wplyw na wspétczynni-
ki kinematyczne (tablica 1), a tym samym na tlumienie i czgsto§ci oscylacji drgain pojazdu
(rys. 14-17). :

Z powyiszego wynika, Ze: przy wyznaczaniu wsplczynnikéw kmematycznych nalezy
okresli¢ lokalny obszar deformacyz pneumatyka

Z obliczen wymka ze dla przyktadowo obranego roweru «Ambasador» przyjete para-
metry konstrukcyjne sa wielkodciami optymalnymi, np.: promien két R (rys. 7), kat
pochylenia osi kierownicy 4 (rys. 9), odsadzenie przedniego kota wzgledem osi kierownicy
k (rys. 10). ‘

Przeprowadzone badania i opracowane programy na EMC mogg mie¢ praktyczne

zastosowanie dla oérodkéw konstrukcyjnych, bowiem juz w fazie konstruowania mozna
obliczy¢ efekty nowych rozwiazan lub zmian.
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Pesgome

VCTOWUHNBOCTH BEJIOCHUIIEDA HA ITHEBMATHMYECKHKX HHUHAX

B paoTe paccmaTpuBaeTCsi, Ha IpUMepe BeJIOCHIERa, YCTOHUMBOCTD JBYXKOJECHBIX TPAHCIIOPTHBIX
CPENCTB € yUeTOM TIOJATIMBOCTH NHEBMATHUeCKX 1iH. ITonepednas ¥ KPyTH/IbHAS IOJATIMBOCTH LIMHE
ONIPEeNeNISINCE IKCIIEPUMEHTANBHLIM IIYTEM.

Benocurien paccMaTpuBaeTCA KAK MEXAHWYECKAs CUCTeMA C AHTOJIOHOMHBIMHM CBA3AMM, COCTOALIAR
K3 JKECTKHX AJIEMEHTOB. Y PaBHEHHA NBIDKEHHSA BHIBOJUINCH HA OCHOBAaHMYM ypaBHeHWit Mamxu jia
AHTOJIOHOMHBIX CBfA3eH, a YpaBHEHHS NBHYKEHHS VIS UCCIEROBABMA YNPOIEHHOH YyCTOHUMBOCTH BbI-
BOAMWIINCEH M3 YpaBHesMii Jlarparxa NepBoro poAa ¢ COMHOMMUTEISIMHE M C K03(pQHIMEATaAMH aHTOJIOHOM~
HBIX CBA3EH.

TIpumep UMCREHHOrO pacueTa IPONENAH A TYPUCTHUECKOTO BeJIoCHTena ,,AmGacamop”’. Mlccneno-
BaJIOCh NPH 3TOM BIMAHUE HA YCTOWYMBOCTh TAKMX IAPaMETPOB KOHCTPYKIMM, KaK Daguyc Koxeca,
YTOJI HAKJIOHA PYJis, ONlepeXKeHue IIepeNuero KoJleca, AIHA BEJIOCKIeNa H TPEHHE B PYJIEBOH KOJIOHKE.

I/ICC.HCIIOBEIIIOCB TArOKE BIMAHNE HA yCTOﬁlmBOCTL KUHEMaATHUECKOI'O mapameTpa T. €. CIKOPOCTH
H IIOJATIIHBOCTY ITHH.

CpﬂBHHBEJ’IPICB ¥ aHANN3UPOBAJMCE pE3YJBTATHI, IONYUCHHBIE IIPH YHIPOUISHHUIX pasHoroc BHOA
a TaYOKE paccMaTpHBaJIOCh BJIMSTHUE rxpe)monomeﬂnﬁ, COMepyKALXCA B MOIEH THEBMATHUCCKOMH LUIHbLI
KCJUIBIIH& Ha IIPaBUJIBHOCTh MIOJYUCHHBLIX pPEC3YJIHTATORB.
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Summary

STABILITY PROBLEMS OF A BICYCLE EQUIPPED
WITH PNEUMATIC WHEELS

The piroblem under consideration concerns the side stability of a bicycle equipped with pneumatic
wheels. The bicycle and the cyclist constitute a mechanical system with nonholonomic constraints with
eight degrees of freedom. Experiments are performed to determine the moments of inertia and side devia-
tion of racing an ,,Ambasador” bicycle with the cyclist riding on. Calculations are accomplished for the
complete set of equations as well as for a simplified model with reduced degrees of freedom. The simpli-
fication of the set of equations which reduces the degree of the characteristic equation is not always appli-
cable since it may cause false solutions and their erroneous interpretation.
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