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1. Wstep

Jednym z istotnych problemdéw pojawiajacych si¢ w badaniach przeplywéw w oérod-.
kach wielofazowych jest problem wymiany masy, pedu i energii mi¢gdzy poszczegdlnymi
fazamij. Opis matematyczny takiej wymiany w przypadku ogdlnym jest niezwykle ztozo-
ny. Zadanie przyjmuje jednak znacznie prostsza postaé, gdy poszczegdlne fazy wystepuja
w postaci regularnych geometrycznie skupief, np. w postaci czastek kulistych, oraz gdy
rozpatrywaé zagadnienie w postaci zlinearyzowanej.

W ostatnich latach literatura dotyczaca przeplywdw wielofazowych rozwija sie szczegdl-
nie gwaltownie. Powstato wiele modeli ruchu ofrodka wielofazowego. Z samej tylko litera-
tury monograficznej po$wieconej przeplywom wielofazowym wymieni¢é mozna m.in.
prace [4, 6, 8, 14, 17, 22, 27]. Jedna z nowszych jest praca SZANIAWSKIEGO [25], w ktorej
dla doé¢ ogdlnego przypadku podano ukfad réwnan rzadzacy przepltywem osrodka wielo-
fazowego. Przyjeto, ze ofrodek sklada si¢ z jednej fazy spdjnej i pewnej liczby faz roz-
proszonych, przy czym w kazdej fazie moze wystepowaé jeden lub wigksza liczba skiad-
nikéw chemicznych. Ponadto zalozono, ze fazy rozproszone wystepuja w postaci pewnej
liczby frakcji — kazda frakcja sklada sie z kulistych czastek o identycznych parametrach
(w danym miejscu przeptywu i w danej chwili). Uklad réwnan dla przepltywu takiej mie-
szaniny zawiera rownania opisujace zachowanie mieszaniny jako calo$ci, jak réwniez
réwnania opisujace zjawiska transportu migedzy poszczegSlnymi frakcjami a faza spéjna
(oddziatywania bezpodrednie migdzy fazami rozproszonymi zostaly we wspomnianym mo-
delu pominigte).

Rozpatrywanie zjawisk transportu upraszcza sie istotnie, jezeli badaé zjawiska, w kt6-
rych wystepuja tylko niewielkie odchylenia od stanu réwnowagi termodynamicznej i me-
chanicznej. Szukane strumienie termodynamiczne sa wtedy funkcjami liniowymi jedno-
rodnymi odpowiednich sit termodynamicznych i zadanie wyznaczenia takich funkcji spro-
wadza sie do znalezienia odpowiednich wspdlczynnikéw. Wartoéci tych wspétczynnikéw
zaleza od skladu mieszaniny, wachlarza uwzglednianych zjawisk fizycznych (lepko$é,
przewodnictwo cieplne, dyfuzja, termodyfuzja itp.), geometrii przeplywu zakresu zmien-
noéci parametréw (zwlaszeza liczby Knudsena).

Zagadnieniom parowania i kondensacji na kroplach (dla ustalenia uwagi bedziemy
uzywaé terminu «kropla» zamiast «czastka kulista», aczkolwiek wszystko, co zostanie po-
wiedziane o kroplach, odnosié¢ sie bedzie takze do czastek kulistych ciata stalego, na kté-
rych zachodzi sublimacja lub kondensacja) po§wigcono juz wiele prac. Celem niniejszej
pracy jest krétkie lecz systematyczne przedstawienie istniejacych wynikéw w zakresie
teorii zlinearyzowanej, a takze — tam; gdzie to bgdzie niezbgdne — ich rozszerzenie i adap-
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towanie do takiej postaci, ktéra stanowitaby uzupetnienie ukladu réwnad przeplywu
mieszaniny podanego w [25].

W dalszym ciggu bedziemy zajmowaé sig zadaniem, w ktorym pojedyncza kulista
kropla porusza si¢ w nieskonczonym ofrodku gazowym jednoskladnikowym (para) lub
dwuskladnikowym (para + gaz, nie bioracy udziatu w przemianie fazowej). Ograniczymy
sie do przypadku ustalonego, poniewaz przy niewielkich odchyleniach od stanu réwno-
wagi termodynamicznej i niewielkich predkosciach wzglednych kropel, szybkoéci paro-
wania i kondensacji sa takze mate, co pozwala traktowaé zjawiska nieustalone jako quasi-
ustalone. :

2. Podstawowe zaleznosci ogélne

Jak juz wspomnieliémy, istotnym parametrem od ktérego zalezy obraz zjawiska, jest
liczba Knudsena Kn = [/r,, gdzie [ jest §rednia droga swobodng czasteczek, r, za$ pro-
mienjem kropli. Droge swobodng okre§limy za pomoca kinematycznego wspdtczynnika
lepkoSci v (p. np. [5])

2

1=,
v

gdzie v jest predkosdcia Srednig czgsteczek
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Zatem dla ofrodka skladajacego si¢ tylko z pary, liczba Knudsena wyraza sie w postaci

: Yy JT
Kn, =2 ]/W :

Moina za pomoca analogicznego wzoru okre§li¢ liczbe Knudsena dla mieszaniny

VY T
K m = — A A ?
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nalezy jednak pamigtaé, ze wprowadzona przez ten wzoér «droga swobodna» czasteczek
w mieszaninie ma charakter umowny. W powyZszych wzorach i nizej wskaznik v wyste-
puje przy wielkodciach dotyczacych pary, wskaznik m przy odpowiednio usrednionych
wielkosciach odpowiadajacych gazowi dwusktadnikowemu. Pominiecie wskaznikéw o lub
m we wzorze wskazuje, ze odpowiedni wzér odnosi sie do gazu zaréwno jedno-, jak i dwu-
sktadnikowego.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé bezwymiarowe sily i strumienie termodynamicz-
ne. Jako wielkoSci odniesienia dla strumieni termodynamicznych przyjmiemy strumienie
przenoszone przez padajace na powierzchnig czasteczki o rozktadzie predkosci Maxwella.
Tak okre§lone jednostkowe strumienie masy, energii i pedu maja odpowiednio postaé
nastepujaca (p. np. [11]):

4

o P gl oxtl 4
3

VorR, T’ 2 w1

gdzie p oznacza ci§nienie, T — temperature, R — stala gazowa, » — wykladnik adiabaty.

R,TI, P=—uJ,
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Zastepujac w powyzszych wzorach wskaznik © przez m otrzymamy odpowiednie wyraze-
nia dla mieszaniny. Bezwymiarowe strumienie termodynamiczne mozemy teraz okre§lié
wzorami

J E P

| = — —

= =, e = ————— =

Amrd J 4mrd B’ 4mrd P
Strumien energii w gazie mozna przedstawi¢ jako sume 2 skfadnikéw: strumienia ciepta Q
(tzn. strumienia energii w uktadzie §rodka masy) i konwekcyjnego strumienia energii

1) E=Q+¢,T7.
Wprowadzimy takze bezwymiarowy strumien ciepta ¢
q= —"QZT .
471"0E
Jako sity termodynamiczne przyjmiemy 3 niezalezne wielkooi:
ar =Ty 2 BRI gy A
Ty Dy 7

Wskazniki v i / odnosza si¢ odpowiednio do pary i cieczy, p,(T;) oznacza prezno$é pary
nasyconej w temperaturze powierzchni kropli, Au — predko$é kropli wzgledem gazu w nie-
skoniczonofci. Wszystkie 3 wprowadzone wyzej wielkoéei sg w mySl przyjetych zalozert
duzo mniejsze od 1.

Z termodynamiki wiadomo, Ze przy niewielkich odchyleniach od stanu réwnowagi
strumienie termodynamiczne wyrazaja si¢ liniowo przez odpowiednie sity termodynamicz-
ne, przy czym (w ofrodku izotropowym) sily termodynamiczne bedace tensorami réznych
rzedéw nie moga wystgpowaé w tym samym wyrazeniu liniowym. Otrzymujemy wigc
zwiazki:

i=AAT+BAp, e= CAT+DAp, II= HAU.
Korzystajac z réwnosci (1) mozna zamiast strumienia energii wprowadzié strumien ciepla
q = KAT+LAp.

Tak wige w przybliZzeniu liniowym wymiana masy i energii (lub ciepta) z jednej strony,
a wymiana pedu z drugiej strony nie sa ze sobg sprzezone (zaleza od réznych sit termody-
namicznych). Znaczy to, ze dla kropli poruszajacej si¢ z niewielka (wzgledem predkoéci
termicznej czasteczek), predkoscia, strumienie masy i energii sa identyczne, jak dla kropli
spoczywajacej, jednocze$nie za§ sita oporu przy ruchu kropli parujacej jest identyczna
z oporem, jaki doznaje czastka nie wymie}liajqca masy 1 energii.

Z ogblnych rozwazan termodynamicznych wynika, Ze wspélczynniki w zwiazkach
liniowych migdzy sifami i strumieniami termodynamicznymi sa powigzane przez pewne
zaleznoéci. ZaleznoSci te przybieraja szczegdlnie prosta postaé (zaleznosci symetrii Onsa-
gera), gdy sily i strumienie termodynamiczne sg odpowiednio dobrane (sprzgZzone); taka
sytuacja zachodzi np. wtedy, gdy dla sit termodynamicznych AT i Adp jako strumienie
termodynamiczne przyjaé J oraz Q. Zwigzki miedzy sitami i strumieniami termodynamicz-
nymi oraz zalezno§ci Onsagera dla zjawisk transportu w oérodku wielofazowym omdwio-
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no blizej w [25]. W naszych oznaczeniach zalezno§ci migdzy wspdtczynnikami fenomeno-
logicznymi przyjmuja postac

1 %+1 = - x =
- = ———B
2 x—1 b= A+ x—1
i
— 1 x+1 -
A_7%~1L,

W nastepriych rozdziatach rozpatrzymy blizej wspotczynniki fenomenologiczne dla
kropli w réznych zakresach liczb Knudsena.

3. Krople male (Kn 3 1) -

W tym przypadku zjawiska transportu przebiegaja w warunkach swobodnie moleku-
larnych, co znacznie upraszcza analiz¢ zagadnienia. Pierwsze proby rozpatrywania zjawisk
w tym zakresie znane sq juz od dawna (LANGMUIR, HERZ, KNUDSEN, EpsTEIN; por. [7,
9, 10]), jednakze petniejsza analizg proceséw wymiany migdzy kropla mata a otoczeniem
zawieraja dopiero stosunkowo niedawne prace Brocka [1, 2] (dla ofrodka wieloskladniko-
wego), a takze KONORSKIEGO [12] i SZANIAWSKIEGO [24] (dla o$rodka jednoskladnikowe-
£0).

Dla duzych liczb Knudsena o intensywno$ci wymiany miedzyfazowej decyduja wy-
Yacznie zjawiska zachodzace na powierzchni rozdziatu faz. Do ujecia tych zjawisk stuza
wspdtezynniki kondensacii &, akomodacji energii 8. 1 akomodacji pgdu f,. Prayjmuje sie
ze czefé (o) czasteczek padajacych na powierzchni¢ zostaje pochlonigta przez ciecz, po-
zostala za$§ czg§¢ ulega odbiciu od powierzchni. Poniewaz dysponujemy tylko ograniczo-
nymi informacjami o energii i pedzie czasteczek odbitych od powierzchni, przyjmuje sie
zazwyczaj, ze ich wartofci sa zawarte miedzy warto§ciami skrajnymi odpowiadajacymi
odbiciu zwierciadlanemu 1 dyfuzyjnemu, przy czym zmiana wartodci poszczegdlnych
strunlieni przy odbiciu scharakteryzowana jest przez odpowiedni wspélezynnik adaptacii
zawarty miedzy 0 a 1. Wspdlczynniki te okre§lone sa nastepujacymi réwnoSciami:

&i—8, P—P,
be=6=a M=o a
W powyzszych wzorach & oznacza §rednia energie, £ §redni modut pedu przypadajace
na jedng czgsteczke, wskaznik 7 dotyczy czgsteczek padajacych na powierzchnie, wskaznik
r— czasteczek odbitych, wskaznik s charakteryzuje strumien bedacy w réwnowadze
z powierzchnia. Niekiedy czyni si¢ rozréznienie miedzy wspdtczynnikami akomodaciji
f. sktadowej stycznej pedu i 8, skladowej normalnej pedu

gri—'@ﬂ' _ ‘@ni—"@m'
ﬁ1~ . '@Tl' ’ ﬁ” B 'q)ni'—'@ns ’

a takze migdzy wspdtczynnikami akomodacii f,, wewnetrznych stopni swobody i fe-energii
ruchu postepowego ‘

Ld

g“’i_gw" _ é')!ri_fg)n'r

ﬂw a ‘g)wi_’(g)ws ’ ﬂlr B ‘g]rri_gtrs ’
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Wéréd czasteczek poruszajacych sie od powierzchni kropli, oprécz czasteczek odbi-
tych, wyréznia sig takze czasteczki emitowane przez ciecz. Whasno$ci czasteczek emito-
wanych zaleza wylacznie od parametréw powierzchni cieczy, nie zaleza natomiast od pa-
rametrow czasteczek padajacych na powierzchnig cieczy (w szczegdlnodci emisja z po-
wierzchni zachodzi takze i wtedy, gdy na powierzchnig nie padaja zadne czasteczki). Stru-
mienie masy, energii i sktadowych pedu przenoszone przez czasteczki emitowane sa rowne
co do modutu odpowiednim strumieniom przenoszonym przez czasteczki padajace w wa-
runkach réwnowagi.

Tablica 1
Brock [1], [2] Konorski [12] Szaniawski [24]
Strumieti masy Cadpt EAT —adpt AT —adpt+ AT
i 2 2 2
Strumien —adp —adp
energii e o o. 4
N Z y—oypelar N By +
B |5 +—oe] [+t
+ —fw—ﬂwﬂ AT
4+ f,
Strumiend 7 L | (=) (Ba—f7)
Z- i _ A IR AL
T (1+ iy ot)ﬁe) {1+ Lot (=e0py] 140 [1 P
aU 7
s 2Bel=)|4v

W tablicy 1 podano w ujednoliconym zapisie wyrazenia dla strumieni otrzymane
w [1, 2, 12, 24] dla malych réznic ci$nied i temperatur i dla matych predkoSci (wyniki
BROCKA zlinearyzowano na uzytek tej pracy). Przyrosty Ap i AT sa bezwymiarowymi
réznicami cinien i temperatur

sy = BT gy T

Pv T,

Wskazniki » i / odnosza si¢ odpowiednio do pary i powierzchni cieczy, p(T;) oznacza
prezno$é pary nasyconej odpowiadajaca temperaturze T;, za§ predkoéé bezwymiarowa
AU = %A—:, gdzie Au oznacza predkoé§¢ kropli wzgledem pary, jest duzo mniejsza od 1.

Poréwnujac wyniki réznych autoréw zawarte w tabl. 1 nalezy stwierdzi¢ co nastgpuje:

1. Wyrazenie dla strumieni masy sa we wszystkich przypadkach identyczne i stanowia
zlinearyzowang postaé¢ znanego wzoru Herza-Knudsena.

2. Dla 8, = B, wyraZenia dla strumienia energii takZe sa identyczhe.

3. Dla $, = f,, wyraZenie dla strumienja pedu z [12] ré2ni sie od odpowiednich wyra-
zen z [2] i [24]. Poniewaz migdzy omawianymi pracami brak réznic modelowych uspra-
wiedliwiajacych podobna rozbiezno§é, za Zrédlo rozbiezno§ci uznaé nalezy — zdaniem
autora — bledy rachunkowe w [12].
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4. Krople duie (Kn <€ 1)

Ze wzgledu na istotng role mechanizméw kinetycznych w procesach wymiany, zacho-
dzacych na powierzchni kropli, nawet dla Kn < 1 nie zawsze mozliwy jest opis proceséw
towarzyszacych przemianie fazowej, oparty wylacznie na réwnaniach ofrodka cigglego,
Mozna wtedy 1° opisywa zjawiska transportu w calym obszarze otaczajacym krople
za pomocg réwnain kinetycznych, badz tez 2° przyjac istnienie przy powierzchni kropli
cienkiej — o grubo$ci rzedu kilku drég swobodnych — warstwy, rzadzonej przez mecha-
nizmy kinetyczne {(warstwa Knudsena), a w obszarze poza warstwy stosowaé réwnania
osrodka ciagiego.

Sytuacja jest odmienna w ofrodku jednosktadnikowym i wielosktadnikowym. W osrod-
ku wielosktadnikowym czynnikiem ograniczajacym strumiefi masy jest dyfuzja, procesy
kinetyczne przy powierzehni duzej kropli nie maja wplywu na strumien masy. Wplyw tych
proceséw pojawia si¢ dopiero wtedy, gdy rozmiary kropli sa poréwnywalne ze $rednig
droga czasteczek w gazie. Inaczej jest w oSrodku jednoskiadnikowym, warstwa kinetyczna
moze mie¢ tam istotne znaczenie nawet w przypadku powierzchni plaskiej.

Rozpatrzymy najpierw osrodek jednosktadnikowy. Pomijajac wplyw niewielkiej krzy-
wizny mozna traktowaé warstwe Knudsena przy powierzchni duzej kropli analogicznie
do warstwy przy powierzchni plaskiej. Mechanizmy rzadzace warstwa plaska badali
Scarace [18), Kuczerow i RIKIENGLAZ [13], MUrRATOWA i LaBUNCOW [16]. Metody
stosowane przez poszczegélnych autordw sa z koniecznodci uproszczone, oparte na mniej.
lub wiecej arbitralnych zaloZeniach; nic tez dziwnego, e 1 wyniki nie sa identyczne.

SCHRAGE przyjmuje, ze funkcja rozktadu predkoéei czasteczek bezpoérednio przy po-
wierzchni ma postaé maxwellowska o predkosci makroskopowej prostopadiej do po-.
wierzchni. Zwrot wektora predkosci zalezy od rodzaju procesu fizycznego — parowania
lub kondensacji. Na podstawie pizyjetej funkcji rozktadu w [18] znaleziono strumien
masy czasteczek padajacych na powierzchnig od strony pary. Znajac strumien masy czg-
steczek emitowanych przez powierzchnie (zalezny tylko od wiasnosci powierzchni) wyzna-
czono wypadkowy strumieri masy. W tablicy 2 podano zaleznosé strumienia masy od
matych réznic ciSnienia i temperatury na warstwie:

Poi —PS(TI) Tu1”‘Tl
Ap = o , AT = T

Wielkoéci p,, i Ty, oznaczajg ci§nienie i temperature na brzegu warstwy Knudsena. Réz-
nica miedzy przemiana fazowa na powierzchni kropli w warunkach swobodnie moleku-
larnych a przemiang fazowa na powierzchni ptaskiej polega m.in. na tym, Ze w przypadku
pierwszym funkcja rozktadu predkosci czasteczek odpowiada spoczynkowi (czasteczki pa-
daja na powierzchnig¢ z nieskonczono$ci), w drugim natomiast czasteczki padajagce na po-
wierzchnig uczestnicza w ruchu makroskopowym o predkoéci prostopadtej do powierzchui.
Wskutek tego odpowiednie wspdtezynniki w wyrazeniu dla strumienia masy sq w przypad-
ku drugim wigksze niz w przypadku pierwszym (dla o = 1 — dwukrotnie wieksze).

Podobna metode zastosowano w pracy [13]. Autorzy przyjeli tu funkcje rozkiadu
predkofci czasteczek w przyblizeniu 13 momentdw i wyznaczyli strumienie masy 1 energil.
Jednakze w przyblizeniu liniowym rozklad taki sprowadza sie do maxwellowskiego i wy-
niki (we wspélnym zakresie) sa identyczne jak w [18].
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Inny, nie tak uproszczony, sposéb postgpowania przyjeli autorzy [16]. Zamiast zakta-
da¢ gotowa funkcje rozkadu predkosci czasteczek przy powierzchni kropli, zastosowali
oni metode momentow do rozwigzywania réwnania Boltzmanna (a takZe réwnania mo-
delowego Krooka) w przyblizeniu liniowym. Zadanie to rozwiazano w wielu wersjach
w przyblizeniu 6 i 8 momentdw, dobierajac rézne kombinacje momentéw. Jako funkcje
rozktadu przyjeto w przyblizeniu 6 momentéw «dwustronny maxwellian» (o réznych
parametrach w 2 réznych pétprzestrzeniach predkoéci, odpowiadajacych ruchowi cza-

Tablica 2
Schrage Kuczerow, Muratowa, Yabuncow
[18] - Rikienglaz [13] [16]
Strumieni masy { 20, dla « =1 | 2,21 0,910 ]
BT =24\ p+A4;T T oar—e Pt 2,21—aA‘T’
—1,834,p+0,754, T dl =1
+ AT 1P 1 a o
—a
Strumien energii e dla « =1 _ 2,300 Aioe 3,65—2,59aA T
dia - ~24,p— AT 22— T Toni—a T
5 - ~1,904,p—0,884, T dla o =1
X = ﬂe =1
3
Strumied ciepla ¢ dla o =1 0,470 3,65~1,450
4;p— AT,
dla . 1, p-—iA T 2,21—a 2,20—at
_ B 2 W 0,394, p—1,814, 7 dlao =1
X = '5’) ﬂe - 1 .

steczek ku powierzchni i od powierzchni), w przyblizeniu 8 momentéw takiz maxwellian
mnozony przez pewien wiclomian skladowych i/lub modulu predko$ci. Przyjeto takze
maxwellowski potencjal oddzialywania wzajemnego czasteczek.

Najlepsze z otrzymanych w [16] wartoéci wspdlczynnikéw (rekomendowane przez
autordw) podano we wzorach w tabl. 2. Ogdlnie stwierdzié nalezy, ze rozbiezno$ci miedzy
poszezegdlnymi wersjami (odpowiadajacymi réznym zestawom momentdw i réznym réw-
naniom -— Boltzmanna i Krooka) sa niezbyt duze — mniejsze niZ rozbiezno§ci migdzy
wynikami [16] 1 [13].

Otrzymane w wymienionych pracach zaleznoéci liniowe migdzy strumieniami masy
i ciepta (fub energii) a réznicami ci§nienia i temperatury na warstwie Knudsena mozna
przedstawié w postaci ogdlnej

@ Ap = Ai+Bgq, 4,T= Ci+Dqg.

Stosujac zaleznofci tego typu dla warstwy przy powierzchni duzej kropli sprébujemy
wyznaczyé w sposOb uproszczony liniowe zaleZnoéci strumieni masy i ciepta od rdznic
ci$nienia i temperatury miedzy nieskofczonoScia a powierzchnia kropli

T, voo I'I

Ap = Poo=pT). g Ty

DPoe

.
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Na zewnatrz warstwy przyjmiemy réwnania orodka ciqgiego w postaci
dp du

2 — _ =
our® = const, o +ou—y 0,

d u* .
lguﬁ (CPT— —2—) +d1VQ = 0.

Rozwigzujac uktad tych 3 réwnan wraz z réwnaniami Clapeyrona i Fouriera znajdujemy
dla malych réznic ci§nienia i temperatury

1,
P”=@ﬂ

)

@ | 1 1 .3)
AJ:‘?@*@?’
gdzie
Pow— Dot To—T
A,p = = AT == ,
2P Do 2 T
% wKn
=i m b
Liczbe Prandtla mozna wyrazi¢ w sposob przyblizony przez wykladnik adiabaty
y 43
Sl i

gdzie k oznacza wspoiczynnik przewodzenia temperatury.

Réznice (bezwymiarowe) ciénienia Ap i temperatury AT miedzy nieskorniczono$cia
a powierzchnig kropli otrzymujemy dodajac odpowiednie przyrosty wyznaczone przez
(2) 1 (4). JeSli pominaé w otrzymanych wyrazeniach wielko§ci mate wyZszego rzedu, to
otrzymujemy uklad réwnan liniowych wzgledem i oraz ¢, ktérego rozwiazanie ma postac

. Adp  Be C

Nalezy zauwazyé, Ze pominiecie wyrazow matych wyzszego rzedu doprowadzito do wy-
niku (5), ktéry mozna otrzymaé takze prostsza droga, zastepujac uktad (3) przez samo
tylko réwnanie przewodzenia ciepla.

Poniewaz wspdlczynniki 4, B, C sa rzedu 1, za§ ¢ < 1, przeto z (5) wynikaja 2 przy-
padki szczegolne:

1. eAT jest mata rzedu wyzszego niz Ap, wtedy
© i=i’Tf’, 7= —s(AT-—%AT).
Strumienl masy i zalezy tylko od réznicy ci§nien i jest duzo wigkszy od strumienia ciepla 4.

2. Ap i eAT sa tego samego rzedu (AT > Ap), wtedy
Ap  Bg

M i=7+—1—4—AT, q = —edT.

Strumien ciepla jest wyznaczony wylacznie przez przewodnictwo w obszarze zewnegtrznym.
Przyrosty ciénienia i temperatury w warstwie powierzchniowej sa matymi rzgdu wyzszego
niZz przyrost temperatury poza warstwa.
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Dotychczas byla mowa o transporcie masy i ciepla w ofrodku jednosktadnikowym.
Prostszy i mniej kontrowersyjny jest opis zjawisk transportu w ofrodku dwuskladniko-
wym. Strumien ciepla jest wtedy dany przez réwnanie przewodnictwa i ma postaé iden-
tyczna jak w (7), strumieri masy natomiast jest okre§lony przez wzér Stefana (p. 9D:

3

N N,
J = —4mryNDm, |1 — 2% — e
st NDin [n(l W ) ln(l N )

gdzie m oznacza mas¢ molowa, D — wspélezynnik dyfuzji, N — za§ stezenie molowe,
przy czym N,+N, = N = const, wskazZnik 0 przy N, i g, odpowiada warto§ciom tych

N

wielkoéci przy powierzchni kropli. Wzér Stefana dla v
g

— 0 przechodzi w znany wzér
Maxwella

J = —47mro D(0p — 0vo) .
Nalezy jednak zauwazy¢, ze wzor Stefana nie zapewnia poprawnego przejécia granicznego

dla lvai—-) 0.

Strumien pedu lniezaleZnie od liczby sktadnikéw w oérodku jest dla Kn < 1 okre§lony
przez wzér Stokesa

P = 6mrqovdu.

Jezeli zamiast J i P wprowadzi¢ strumienie bezwymiarowe 7 oraz IZ, to wzory Stefana
i Stokesa przyjmuja postac:

R D my Nyo Now
i = —2Kn7 o [ln(l— i )-—ln (1_ _N_)],

1T = 2 KnAv.

5. Zakres poSredni

Zadanie opisu zjawisk transportu wokét parujacej kropli jest najbardziej ztozone
"w zakresie poSrednich liczb Knudsena, gdzie zawodzi zaréwno model swobodnie mole-
kularny, jak i model o§rodka ciaglego. Wachlarz metod analitycznych stosowanych w tym
zakresie jest bardzo rozlegty. Jednym z bardzo prostych, a zarazem do$¢ uniwersalnym
sposobem jest zastosowanie tzw. uniwersalnego wzoru SHERMANA [21], ktéry w wielu
przypadkach daje zadowalajace wyniki. Zgodnie z tym wzorem pewna wielko§¢ @ opisuja-
ca zjawiska transportu w gazie mozna przedstawi¢ w postaci

@c * @k
O, +D,°
gdzie wskazniki ¢ i k odnosza si¢ odpowiednio do modelu ciaglego i swobodnie molekular-

nego. Wzér ten zawiera poérednio liczbe Knudsena i zapewnia przejécie ciggle od warun-
kéw swobodnie molekularnych do oérodka ciaglego.

® D=
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Nizej rozpatrzymy kolejno rézne metody i otrzymane za ich pomoca wyniki dla stry-
mieni masy, ciepia i pedu. '

Strumieft masy. SHANKAR [19] wyznaczyt strumied masy przy parowaniu (kondensacji)
kropli w ofrodku jedno- lub dwuskladnikowym w szerokim zakresie liczb Knudsena,
Przyjcta przez niego metoda polega na zastosowaniu ujecia kinetycznego w catym obszarze
otaczajgcym krople, a nie tylko w cienkiej warstwie przy powierzchni cieczy. SHANKAR
rozwigzuje réwnanie Boltzmanna metoda momentéw Leesa. Funkcja rozktadu dla kazdego
ze skladnikéw ma posta¢ rozwazanego juz poprzednio «dwustronnego maxwellianuy,
ktérego jeden czton obowiazuje wewnatrz pewnego obszaru przestrzeni predkosei zwa-
nego «stozkiem widzenia», drugi za$§ na zewnatrz tego obszaru. Dla kazdego ze skladni-
kéw wystepuja 4 niewiadome (wielkoSci typu gestoSci i temperatury w kazdej z 2 czeci
Erzestrzeni predkosei). Odpowiedni uktad 4 (dla kazdego ze sktadnikéw réwnan) zawiera
oprdcz trzech momentéw podstawowych takze strumien ciepta jako moment rzedu wyz-
szego. ROwnania rozwigzywane sa w przybliZzeniu liniowym. Przyjmuje si¢, Ze przy oddzia-
fywaniu z powierzchnia kropli czasteczki gazu nie bioracego udziatu w przemianie fazowej
ulegaja odbicin dyfuzyjnemu, natomiast dla czasteczek pary istnieje pewien nieokreslony
wspotezynnik kondensacji 1 wspétczynnik akomodacji energii. Zaklada sig¢ maxwellowski
model oddzialywania wzajemnego czasteczek. Ponadto przyjmuje si¢, ze temperatury obu
sktadnikéw sa jednakowe, co pozwala na pominiecie jednego z 8 réwnan.

Dla strumienia masy SHANKAR otrzymuje zalezno$é

—%—A T—(+esWotes Wop)Ap

9 =
©) T e Wk e Wag ke Wo Wyt ca W ™

vg

gdzie
Poca~Ps(T1) To—T
dp = PoeTP00 0 pp o LT
7 P Ty
W=l W, =0 VORT 7y
! 7)) n,+n,
b, = _i[ Sm, _lom,, mg? + mymy i ]’
5| my+m, m, my+m, (my+my)
2 12m A, m m? ( 4, )]
by = — | g0 _gf2 Mg o Mg (122
2 5[ 6+ my+m, 8A1 My +my 8 (m, -+ m,)? A.71
b, = _ 16 muymym, (l_ﬂ)
3 5 (my+my)? A4,/

1 2
e =g o+ she
1 1
¢y = by~ Z’a(bl +b3—3)+7ﬂ(b2—b3),

2 .
3 = I_Saﬂe'
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Cqy = —g‘lb3+ T,Be (bz_bs)J 3

4
e =15 he

1
ce = by -+ '2—,3e(b2_b3)-

W powyzszych wzorach [ oznacza $rednig droge czasteczek pary w nieobecnoéci drugiego
skladnika gazowego, n — gestoé¢ liczbowa, D — wspétczynnik dyfuzji, m — masg czastecz-
kowa. State 4, i A, sa wyznaczone z calek zderzen, wartoSci tych statych nie zostaly po-
dane w pracy [19]. Autor odsyla czytelnika do swej wczedniejszej, trudno dostgpnej pra-
cy [20]. '

Zbadajmy w co przechodzi wzdr (9) w przypadkach asymptotycznych. W warunkach
swobodnie molekularnych (W, — 0, W,, — 0) otrzymujemy zaleznoé¢ identyczng z odpo-
wiednim wzorem w tabl. 1. Obecno$¢ dodatkowego skladnika gazowego nie ma zatem wply-
wl na strumieri masy.

Dla kropel duzych w orodku dwusktadnikowym (W, — oo, W,, — c0) wzér (9) prze-
chodzi we wzér Maxwella z poprawka hydrodynamiczng. W przeciwiefistwie do wzoru
Stefana, wzor (9) zapewnia sensowne przejécie od ofrodka dwusktadnikowego do jedno-
skladnikowego.

DIla kropel duzych w ofrodku jednosktadnikowym (W, - oo, W,, — 0) wzér (9) upra-
szcza si¢ do postaci

, 8af.
YT T Sarap, T

Strumien masy nie zalezy w fym przypadku od réznicy temperatur, Podobna zalezno$é

)

A
otrzymalismy juz poprzednio (p. (6)). Jezeli ze zwigzkéw (2) i tabl. 2 wyznaczyé warto$é 4,
to okazuje sig, Ze dla & = 8, = 1 otrzymujemy 1/4 = —2,9 na podstawie [16] oraz 1/4 =
= —4 na podstawie [13]. Warto$§¢ analogicznego wspélczynnika wyznaczona za pomoca
wzoru (9) wynosi —8/9. .

Nalezy zauwazyé, Ze w przyjetej przez SHANKARA funcji rozkladu kazdy czlon «dwu-
stronnego maxwellianu» odpowiada warunkom gazu spoczywajacego (co jednak nie zna-
czy, ze gaz jako calo§é pozostaje w spoczynku), tzn. zalezy tylko od 2 parametrédw typu
gestosci i temperatury. W odpowiednich cztonach przyjmowanych w [16] wystepowal co
najmniej jeszcze 1 parametr typu predkoéci makroskopowej. Dzigki temu uproszczeniu
SHANKAR otrzymuje uktad réwnan, ktéry potrafi rozwiaza¢ analitycznie. Dla ofrodka
jednosktadnikowego uktad taki zawiera 4 réwnania. Dodanie dodatkowej zmiennej w isto-
tny sposéb komplikuje réwnania; w [16] dla prostszego geometrycznie przypadku wyniki
otrzymano na drodze numeryczne;j. )

Skutki przyjecia uproszczonej funkcji rozktadu uwidaczniajg sig przy analizie przypadku
asymptotycznego, odpowiadajacego parowaniu duzych kropel w ofrodku jednosktadniko-

8 Mechanika Teoretyczna 3/74
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wym. W modelu Shankara (o 4 parametrach swobodnych) nie tworzy si¢ bowiem przy
powierzchni kropli warstwa Knudsena, co jest prawdopodobna przyczyna otrzymania za-
nizonych wartosci strumienia masy, o czym byta mowa poprzednio.

Strumien ciepla. W pracach, w ktérych obliczano strumien ciepla w zakresie posred-
nich liczb Knudsena z reguly nie uwzgledniano przemiany fazowej (¢ = 0). W przypad-
kach asymptotycznych mamy wtedy dla Kn — oo

qr = ﬂeAT,
idlaKn—->0
| __4 Kn
e = ®+1 Pr
Na podstawie uniwersalnego wzoru SHERMANA (8), otrzymujemy dla dowolnego Kn
e _ 4 Kn
g #+1 f.Pr’
Nieco inng zalezno$¢ podaja SPRINGER i Tsal [23], mianowicie
q. 1 4% Kn

¢ " 1+Kn " x+1 BPr-

Wyniki do§wiadczalne zawiera praca TakA0 [26]. Najlepsza zgodno§é z do§wiadczeniem
zapewnia metoda wariacyjna Cercignaniego i wspoipracownikéw [3]. Metoda ta dostarcza
wynikéw numerycznych, ktére zostaly obliczone przez autordw dla §, = 1.

Ze wzgledu na sprzezenie wystepujace miedzy strumieniami masy i ciepla (energii)
wymienione tu wyniki moga mie¢ jedynie ograniczone zastosowanie do przypadku paru-

- jacych kropel. '

Strumien pedu. Wymiane pedu miegdzy kropla a gazem dla matych Re badal MiLLIKAN
[15]. Na podstawie do§wiadczen z kropelkami oleju w powietrzu, MILLIKAN podal wzér
empiryczny na site oporu kropli w szerokim zakresie Kn. W naszych oznaczeniach wzor
ten przyjmuje postaé

II = 1.

l+a-Ko+b- Knexp(— vI-(c*n)

gdzie a = 1,234, b = 0,414, ¢ = 0,876.
Dla Kn — o0 otrzymujemy zalezno$§¢ asymptotyczna

I
10 =
(10) 11, @ibKn
Uniwersalny wzér Shermana, po uwzglednieniu (10), przyjmuje postaé
N S
T 1+(@+bhKn

CERCIGNAN] i PAGANI [3] stosujac opracowang przez siebie metode wariacyjna obliczyli
numerycznie site oporu sfery przyjmujac, ze wspotezynniki adaptacji skladowych pedu sa
réwne 1. Otrzymane przez nich wyniki nie réznia si¢ wiecej niz o 2% od wzoru do§wiad-
czalnego Millikana. Nieco wigksze (siegajace 10%) odchylenia daje wzér Shermana.
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6. Wspdlczynniki kondensacji i adaptacji

W wielu z przedstawionych wyzej wzoréw dla strumieni termodynamicznych wystepuja
wspdtezynniki kondensacji i adaptacji energii i pedu, ktére charakteryzuja oddzialywanie
czasteczek z powierzchnia cieczy. Wyznaczenie do$wiadczalne tych wspdlczynnikéw nie
zawsze jest fatwe. Poréwnanie wynikéw do§wiadczalnych (np. MILLIKAN, TAKAO) z teoria
sugeruje, ze wspotczynniki adaptacji energii i pedu sg bliskie 1. Wigksze trudnoéci powstaja
przy wyznaczaniu wspélczynnika kondensacji (por. np. [17]). Pomiary dokonywane przez
réznych autoréw prowadza czgstokro¢ do bardzo réznych wynikéw. Szczegdlnie wielkie
rozbiezno$ci wykazuja pomiary wspdlczynnika kondensacji wody, ktéry wedtug réznych
autoréw wynosi od 0,002 do 1. Wydaje sig, Ze istotny wplyw na warto§¢ wspotczynnika
kondensacji moga wywiera¢ rézne trudno poddajace si¢ kontroli czynniki uboczne, zwlasz-
cza czysto$é powierzchni cieczy. W tych warunkach dla uzyskania wigkszej jasnosci w tej
sprawie potrzebne jest prowadzenie dalszych badafi zaréwno do§wiadczalnych, jak i teore-
tycznych.
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Pearome

OBMEH MACCHI, UMIIYJIECA U SHEPTUM MEXCOY WAPOBUIHOU UACTHLEN
U I'A30BOI CPEIOM

B ypaBHennsx Tevenns MHOroQasHLIx cmecelt (cm. Hanp. [25]) HMEIOTCH 3aBHCHMOCTH MEXXAY TEpPMO-
UHAMMYECKUMH CUJIAMH TeHEPUDYIOWIMMH ()a30BLIE MEPEXOMbl ¥ IOTOKAMM MAacChl, DHEPTHH M KOJNU-
uyecrsa ABWKeHHA, TN HeGONBLIUMX OTKJIOHEHHH OT DPABHOBECHA OTH 3aBHCHMOCTM MMEIOT JIMHeNHDI
xapaxrep. TIDUMEHAS YPABHEHUS IS KOHI(PETHOTO BU/I8 MHOTO(A3HOH CPeABl, HEOGXOAMMO 3HATE K03~
(hHIEEHTE! TIPH COOTBETCTBYIOIUHX JIMHERHLIX 3aBUCUMOCTAX. DTH KOI(DPUIMEHTE] 38BHCSIT B YAaCTHOCTH
OT TeOMETPHUECKON CTPYKTYPLI MHOTO(Aa3HOM Cpefibl M OT NpefeNioB MaMeHeHus umcia Kuymcewa.

B nasnoi cratbe coOpaHbl M CHCTEMAaTHUECKH MPHBEIEHOE JHTEPATYPHbIE NAHHEIE, OTHOCAIIMECS
K JNHHEHHLIM 32BUCHMOCTAM MEXIY TEPMOAMHAMHUECKHMH CHIIAMM M TEPMOAMHAMHYECKHMH IIOTOKAMI
AU 11ApOBOM YACTHIIBI JBIDKYLIEHCA C MOl CKOPOCTHIO B YCJIOBUAX GITHSKHX K TEPMOXMHAMUUECKOMY
paBHoBecwio. IlpeficTaBleHHbIE Pe3yNLTAThl GLINH TOMYUEHLI A PAa3NHUHBIX MOAeNeil cpenbl U OTHO-
CATCA K TOJHOMY IuanasoHy uucen Kuypcena.

Summary

MASS, MOMENTUM AND ENERGY EXCHANGE BETWEEN A SPHERICAL PARTICLE AND
GASEOUS MEDIUM

To the equations of flow of multiphase mixture (see f.e. [25]) enter the relations between thermody-
namic forces generating the phase change, and the mass, energy and momentum fluxes. For the mixture
near the equilibrium state these relations are linear. Before applying the flow equations to any specific
raedium, one should know the coefficients in these relations. The coefficients depend on the geometrical
structure of the multiphase medium and on the range of Knudsen number.

In thé paper such coefficients, obtained by different authors for the spherical particle moving with
small velocity in the gas medium near the thermodynamic equilibrium, are reviewed in a systematical
manner. The results were obtainad on the basis of different models and cover the full range of the Knudsen
number.
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