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1. Wstep

Ogdlne sformutowanie modelu mieszanego metody elementow skonczonych w oparciu
o twierdzenia wariacyjne mozna znaleZ¢ w pracach PIANA i TONGA [1] oraz HANSTENA [2].
W modelu mieszanym aproksymuje si¢ w elemencie w spos6b niezalezny zaréwno prze-
mieszczenia, jak i naprezenia. W teorii konstrukcji uzyskano szereg interesujacych wyni-
k6w za pomocy tego modelu. Wymienic¢ tu mozna pracg DUNHAMA 1 PISTERA [3] dotyczaca
zagadnien plaskich, prace HERRMANNA [4] [5], HELLANA [6], BACKLUNDA [7], CRISFILDA
[8], Cooka [9], BRONA i DHATTA [10], VISSERA [11] oraz CHATTERIEE i SETLURA [12] poswig-
cone réznym zagadnieniom teorii plyt i réznym elementom, a takze artykuty HERRMANNA

"1 CAMPBELLA [13] oraz BERRMANNA 1 Masona [14] dotyczace analizy statycznej powtok.
W wigkszoéci cytowanych prac, przy wyprowadzeniu macierzy elementu korzystano
z twierdzenia wariacyjnego REISSNERA [15]. Natomiast w pracach [6] i [7] zasadnicze zwiazki
wyprowadzono korzystajac z metody bezpoérednie;.

W pracy niniejszej wyprowadzono macierz elementu w postaci ogdlnej dla problemu
zginania cienkich plyt izotropowych wychodzac z ukladu réwnad rdézniczkowych za-
gadnienia 1 stosujac metodg ortogonalizacji [16, 17]. Dalej pokazano zastosowanie otrzy-
manych wzorédw do tworzenia macierzy réznych elementéw.

2. Zaleino$ci podstawowe

Problem zginania cienkich plyt izotropowych mozna opisa¢ ponizszym ukladem réw-
nan rézniczkowych czastkowych (2.1), z ktérych trzy pierwsze wyraZaja zaleznosci po-
migdzy momentami plytowymi (m,, m,, m.,) a krzywiznami (w,xx, W,yy, Wsxy), Ostatnie
jest réwnaniem réwnowagi

Wyxx +K(my—vm,) = 0
Wayy +K(my—vm,) = 0
(2.1) Wyxy +K(1 +¥)my, = 0

' . 12
My, xx My yy +2Myy, 5, +q = 0, gdzie K= ‘ER3

Przez E, h, v oznaczono odpowiednio modut sprezystoéci, grubos§é plyty i liczbg Poissona.
Réwnania (2.1) musza by tozsamosciowo spelnione przez funkcje w, my, My, My
w obszarze plyty 4 ograniczonym brzegiem I,
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Do dalszych rozwazain obszar piyty podzielimy na / podobszaréw 4* o brzegach I,
gdzie k = 1,2, ...,/ (rys. 1). Podobszary te nazywane sa elementami skoficzonymi plyty.
W kazdym elemencie aproksymowa¢ bedziemy ugigcia (w) i momenty ptytowe (m,, m,, m,,)
przez poniZsze wyrazenia macierzowe (zapisane dla k-tego elementu):

mh = GIME+ P M2+ . AP Mi+ . +P"MY = [D1{M,}  x=1,2,..,m,

22 mt = VIMI+ M+ .+ PEM 4 L VM = [P1{M,) A=1,2,..,n,
ok, = XML XM+ L A XME L MOXE, = (XM p=1,2, .7,
W= QU QPWA 4 L QW L W = [QI{W) e=1,2,..,s.

Rys. 1.

W wyrazeniach (2.2) M3, M}, M%,, W* oznaczaja odpowiednio m parametréw zwiaza-
nych z momentami m,, n parame{réw zwiazanych z momentami m,, r parametrow zwia-
zanych z momentami skrecajacymi m,, oraz § parametréw zwiazanych z ugieciami w
plyty. Parametry te oznacza¢ moga np. wartoci funkcji momentéw i ugie¢ w wyrdznio-
nych punktach elementu (w wezlach), warto$ci pochodnych tych funkcji w weztach itp.

Funkcje & = &%, ), V* = VP, ), X* = X[,y oraz ' = £, , okreSlaja w jaki spo-
sOb my, m,, m,, oraz w zaleza od wspGtrzednych x, y i parametréw weztowych M7, M},
MY, W', Funkcje te nazywane sq funkcjami ksztaltu. Sposoby tworzenia funkcji ksztattu
dla réznych elementéw opisane sa np. w pracach ZIENKIEWICZA [18], KOLARA i innych
[19] itp.

3. Macierz elementu

Rozwazmy k-ty element wyodrebniony z badanej ptyty. Podstawiajac zalezno$ci (2.2)
do (2.1) otrzymamy

[, {W} + KD {M,} —»[¥1{M,}) = fi(x, y, M%, M3, W),

[2,,] (W} +K(P1{M,} —»[P] {M.}) = fo(x, y, M%, M3, W9,

(2,0 ) (W + KO+ XN{M,,} = folx, y, MY, WY,

[D,ex] {Mo} + [W,0,] {M,} +2[ Xy} Moy} +q = fule, y, ME, M3, M),

3.1)
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Réwnania (3.1) nie sa tozsamos$ciowo rowne zeru, gdyz funkcje aproksymujace momenty
i ugiecia (2.2) sa funkcjami przyblizonymi. Dokladno§¢ przyblizenia rownan (2.1) przez
(3.1) zalezy od dokfadnosci opisu rzeczywistych momentdéw i ugieé przez zwigzki (2.2).
Funkcie f1, f», fs, fa 0znaczaja btad aproksymacii.

W naszym przypadku zminimalizujemy bltad aproksymacji przez ortogonalizacje
funkcji fi, f2, f3, fa z uktadem funkcji @% P?, X*, Q' (metoda Galerkina). Sposéb ten
byt poprzednio z powodzeniem stosowany w metodzie przemieszczedn metody elemen-
tédw skonczonych. Dla przykladu Szaso i Lee [16] uzyskali na tej drodze macierz sztyw-
noéci elementu dla zagadnienia plaskiego, a MIKOLAICZAK i WOSIEWICZ [17] dla proble-
mu zginania plyt tréjwarstwowych.

Rys. 2.

Do réwnan (3.1) zastosujemy postepowanie Galerkina w postaci przedstawionej
przez zwigzki:

ffA"(DufldAk =0 x=1,2,..,m,

[[#¥inda =0 2=1,2,..,n,
(.2)

JJaXifsade =0 p=1,2,.,r,

ffA"QLftLdAk =0 tt=1,2,..,s.

Podstawiajac (3.1) do (3.2) otrzymamy uklad (m-+n-+r-+s) réwnan liniowych na wyzna-
czenie parametrow M7, M5, M%,, W*

[ [ (@10, (W} + KD*[] { M} — v B[] {M,})dA* = 0, w=1,2,..,m,
[ [ P (W) + KPP (M}~ Ko P[] {M.})dA* = 0, A=1,2,..,0
33) [ [ p X))+ KU+ XXY My} dd* = 0, p=1,2,..,r,

[ e (@ [D] (M} + Q] (M} + 22 [Xy] {Moy} +29)dAE = 0, 1 =1,2,...,5.

Zwigzki (3.3) przeksztatcimy korzystajac z twierdzenia Greena, ktére dla funkcji P i Q
w ukladzie wspGirzednych jak na rys. 2 ma postaé

(3.4) [ [ By +0,0dd* = § a(Psina+Qcosaydl™.
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Otrzymamy ostatecznie uklad (m+4n+r+s) réwnan w postaci:
K [ [ o040 (Mydt K [ [ a1 (M} da ~ [ [ o BEIQI (Whda* =
- fﬂ@"w,"coszadl”% ffk(b"w,ssinacosadf", x=1,2,..,m,
— 5o [ [ f O (MYaa 4K [ [ gBPYUMYads— [ [, PIHQ (W) dar =
- fpk‘I“w,,,sinzocd["‘— kaWAW,SSindCOSNdFk, A=1,2,..,n,
2K [ [ 4 XX (Mo} dd~ [ [ a(XAIQ,)+ X 412,00 {W}da* =
— kaX“(Zw,,,sinoccosoc+w,50052a)aT", w=1,2,..,r,
— [ ] p0uiod{madi~ [ [ QB (}dai— [ [, @511+
+ Q0K ) { My} dd + ffAyg.Q‘qu" = — frk.Q‘(m,,,,, A dl™,  1=1,2,..,5.

Uktad (3.5) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej typowej dla metody elementéw skon-
czonych

(3.5)

kiy|kia| O k4 [Mx 0 EL

(3.6) kay | kaa| O kyy M, - __9 _ ﬁ
' 0 O ks ks lMxy o |5
kay ‘ kizlkas| O w Pa ba

Macierz wspéiczynnikéw przy niewiadomych parametrach wezZtowych M%, M5, M%,, W*
jest poszukiwana macierza elementu.

Poszczegélne wyrazy podmacierzy kyj, pa, b; (i, = 1, 2, 3, 4) z zaleznoéci (3.6) nale-
7y wyznaczy¢ ze wzordow:

K= K[ [ w@®lady, ij=1,2,..,m,
Kh=—K [ [ o@WldAr, i=1,2,..,m, j=1,2,..,n,
Wh= k[ [ Oy, i=1,2,..,n, j=1,2,..,m,
=K [ [ 9P, ij=1,2,..,n,
Ky = 2K(L4+0) [ [ g XX0dAY, 4 j=1,2,..,r,
- Kh=— [ [ x@0i0Qlddy, i=1,2,.,m, j=1,2,..,5,
K= — [ [ pPi0Jdds i=1,2,.,n, j=1,2,..,5,
K= — [ [ olQI+X100dd*, i=1,2,..,r, j=1,2,..,5,
K= = [ [p@i®ldar, i=1,2,..5 j=1,2,..,m,
k= [ a0k, i=1,2,..,s, j=1,2,..,n,

K= = [ [ p@LXJ+Q5xDad*, i=1,2,..5 j=1,2,..,1
Kb =k = k¥, = kY, = K, = 0,
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38 ph=[ [ pQqddt, i=1,2,..,5,

b = _{Pk@‘(w,,,cosza—w,ssinoccosoc)df", i=1,2,...,m,

b, = fpﬂf'(w,,,sin’-oc +w,ssinacosa)dI™ i=1,2,..,n,
(3.9) '

bl = frkXi(Zw,"sinoccosoc+w,50052a)d1"", i=1,2,..,r,

bl4. = kaQi(n7n.rx+mlls.s)dFk: i=1,2,..,5.

Otrzymane ogdlne formuly na poszczegdlne wyrazy macierzy elementu pozwalaja na
wyznaczenie macierzy dowolnego elementu, jezeli funkcje ksztattu sa okre§lone. Nadto
wyrazenia te stuzyé moga jako podstawa do napisania procedury dla EMC na budowanie
macierzy elementu. '

Macierz globalna uzyskuje sie przez sumowanie wyrazefi (3.6) po wszystkich elementach.

Na koniec zauwazymy, ze przeksztalcenie (3.4) nakiada na wybdr funkcji ksztaltu
Q, @, P* X* pewne ograniczenia. Mianowicie, funkcje ©' winny by¢ ciagle wraz z po-
chodnymi drugiego rzedu w obszarze elementu A* oraz ciggle wraz z pochodnymi pierwsze-
go rzedu na brzegu I'*. Funkcje @, W*, X* winny by¢ ciagte wraz z pochodnymi pierwsze-
go rzedu w A* oraz ciagle na brzegu I'*. Dalsza uwaga dotyczy calek po konturze elementu.
W macierzy globalnej catki te sumowane sa z analogicznymi catkami dla sasiednich ele-
mentéw. Suma bedzie réwna zeru w przypadku doboru «odpowiednio gladkich» funkcji
ksztaltu, to znaczy zapewniajacych ciaglo§¢ przemieszczen i ich pochodnych oraz na-
prezen (momentéw) pomigdzy elementami [16, 17]. W praktyce kdl'zysta sie czesto takie
z funkcji ksztaltu, ktére takiej ciaglosci nie zapewniaja [5, 7.

Ponizej pokazemy zastosowanie wyprowadzonych formul do tworzenia macierzy réz-
nych elementéw.

4. Element o stalych m(:mentach i inne elementy tréjkatne

HerrRMANN [5] i HELLAN [6] wyprowadzili macierz elementu tréjkatnego uzalezniajac
ugiecia w elemencie od ugie¢ wierzchotkéw tréjkata, a momenty od momentéw normal-
nych do bokéw tréjkata w jego §rodku. Przyjecie takich parametrow weztowych zapewnia
liniowa zmienno$¢ ugieé i stale warto§ci momentéw wewnatrz elementu.

HERRMANN korzystal z twierdzenia wariacyjnego REISSNERA, HELLAN natomiast z me-
tody bezpo$redniej. W pracy [7] BACKLUND wykazal, Ze otrzymane macierze sg identyczne.

Korzystajac z wyprowadzonych wzordw i przyjmujac funkcje ksztattu jak w [S] wyzna-
czymy poszczegdlne wyrazy macierzy elementu, ktore okazujg sie identyczne z otrzymany-
mi przez HERRMANNA i HELLANA. Na rys. 3 pokazano rozwazany element. Przyjmujac,
Ze momenty m,, m,, m,, sa stale w elemencie mozna wyznaczyé momenty normalne do
brzegéw korzystajac z ponizszego wyraZenia:
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M} My cos?a; sin?e, sin2o; | [ms
“@.n M = [A]{m, [ = |cos?o, sin’a, sin2a, ||n,
M My cos?ay sinZos sin2os | (M

Przez odwrécenie (4.1.) wyrazimy momenty plytowe wewnatrz elementu przez momen-
ty normalne do brzegdéw

m, M3
(4.2) my t = [BI\M7;, [B] = [4]™".
Myyl) .Mr?

W ten sposéb okreliliémy funkcje ksztaltu &%, W, X+,

Maja one postad

4.3) @ = B, ¥Y*=By,, X'=Bs, gdze x, d,u=1,2,3.
Parametry wezlowe spelniaja relacje

4.4 ME =My = M;, = M3

Przyjmujac, ze ugigcie wewnatrz elementu mozna opisaé wielomianem

{4.5) W=a t+a,x+asy,

funkcje ksztattu £* (. = 1, 2, 3) otrzyma¢ mozna przez podstawienie do (4.5) wspdtrzed-
nych wierzchotkéw trojkata i odwrdcenie tak otrzymanej zaleznosci macierzowej

wt a, 1 X1 Y1| |4
(4.6) W2t = [Cllaxf = |1 x5 ya|iaa]- -
w3 aj I x3 ysllaa



OTRZYMYWANIE MACIERZY ELEMENTU PLYTY ZGINANEJ 285

Po odwrdceniu otrzymamy

a, wH!
4.7 ay| = [DI{W?;, [D]=[CI!,
a, w3

a funkcje ksztaltu maja postaé
(4.8) 2= Dy, +Dyx+Dyy, +=1,2,3.

Dla przykiadu £2* wyraza si¢ ponizszym wzorem
1
Q= by [(¥2y3—=X3Y2) + (2= y3) X+ (X3 ~x,) y].

Przyjete funkcje ksztaltu (4.8) nie zapewniajg ciaglodci w,, pomiedzy dwoma elementa-
mi. Zachowana jest ciaglo$¢ pochodnej stycznej. Przy tworzeniu macierzy elementu po-
miniemy catki liniowe zawierajace w,, jako nieokre§lone, natomiast calki z w,, wiaczymy
do macierzy elementu,

Wobec (4.4) zmniejszy si¢ wymiar macierzy elementu, momenty plytowe zalezg bo-
wiem od trzech tych samych parametréw. Stad w wyrazeniu (3.6) naleZzy zsumowaé pewne
wyrazy.

Przepiszemy (3.6) w postaci:

(4.9) [fﬂ g} {%} - le(:)} |

gdzie [M, W1T = [M} M7 ME W w2w3]T.
Poszczegolne wyrazy (4.9) beda sumami odpowiednich wyrazéw (3.6):

@10) Y =k{[ [ p0ida+ [ [ (PPaatv2140) [ [ pxiXidai+
o[ f g aas [ [ porrans), ij=1,2,3,
@1 BY = —{[ [a0i0ladis [ [awi0iaai+ [ [, L01+X,0.0)dd +

+ fpk@i!),gsinacosad]”‘~ kaEZ”Q,;’sinacosad]”‘— kaX’Q,gcosMaT"},
ij=1,2,3.

Ponadto w wyraZeniach (4.11) pozostana tylko catki liniowe poniewaz funkcje @ ¥*,
X" sa stale, a w catkach powierzchniowych wystepuja ich pochodne.
Wykorzystujac (4.3) i biorac pod uwage, ze

[ [ x@@ldds = [ [ uBy:B,jdd* = BB, [ [ wda* = 4*B,;By; itd,

gdzie A* oznacza pole elementu, otrzymamy wyraZenie na GV w postaci identycznej, jak
w [5] :

(4.12) GY = KA¥[ByByj+ By Byj+2(1 +v) B3 By j—v(By; Byj+ By Byy)l.
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Wyrazenie (4.11) przeksztatcimy korzystajac z zalezno$ci
N5 = —Qisina+0\cosa, i=1,2,3,
gdzie 2,5 = D,;, Q) = Dj; oraz biorac pod uwage, Ze
frk(D".Q,!sinoccos adl™ = kaBl,-(—Dzjsina+D3jcos a)sinacosadl™ =

3
= Z B, i(— Dyysinoy +D;;C0506)sin o COS oy
k=1

Otrzymamy ostatecznie wyrazenie identyczne, jak w pracy [5]
3

4.13) HY = Zakpkijia
k=1
gdzie '
Pyj = — Dy sina,+Djjc08 oy,
3
= Z'EIHB“,
=1
E;, = —E;;, = —sing;cosq;,
Fj3 = cos2u;.

Nalezy tutaj zaznaczyé, Ze za pomocg elementu tréjkatnego o statych momentach uzyskano
szereg dobrych rezultatéw w analizie statycznej plyt [5, 6, 7], pomimo Ze funkcje kszta%tu
nie spetniaja kryteriow ciaglosci. ‘

Zupeinie podobnie uzyskaé mozna macierze dla innych elementéw trojkatnych. Po-
nizej krotko naszkicowano kilka takich elementéw.

Na poczatek rozpatrzymy element tréjkatny (rys. 4) o stalych momentach, ktorego
ugigeia opisane sy zupelnym wielomianem stopnia drugiego
(4.14) W= a,+ax+asy+a, x> +asxy+asy*.

Funkcje ksztattu dla ugiecia otrzymamy przyjmujac jako parametry wezlowe ugigcia
w szefciu punktach elementu (rys. 4).

Wyrazenie (4.12) pozostaje nadal wazne, gdyz funkcje &%, P*, X* sa identyczne, jak
poprzednio. Jednakze catki liniowe w (4.11) nie sa teraz latwe do obliczenia, gdyz po zrdz-
niczkowaniu pozostaja jeszeze czlony liniowe. Przez catkowanie numeryczne mozna w kon-
kretnych przypadkach omina¢ te trudnosci.

Inne, bardziej zloZone elementy tréjkatne dla modelu mieszanego proponuja BRON
i DHATT [10]. Element nazywany przez nich T11 powstaje przez przyjecie jako parametrow
wezlowych ugieé i momentéw w wierzchotkach tréjkata. Stad @*, P*, X*, ©* opisane 53
wielomianami stopnia pierwszego. W elemencie T22 dla funkcji ksztattu przyjgto zupetny
wielomian stopnia drugiego, zaréwno dla momentéw, jak i ugie.

VISSER w pracy [11] wprowadzil element tréjkatny o liniowo zmiennych momentach
i parabolicznie zmiennych ugieciach. Ugigcia uzaleznione sa w sposéb typowy od sze§ciu
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parametréw (jak w T22), natomiast momenty plytowe od dziewieciu momentéw nor-
malnych, do linii réwnolegtych do bokéw trdjkata (rys. 5). Wyniki uzyskane za pomoca
tego elementu sa szczegélnie dobre [L1].

Rys. 4. Rys. §.

Oczywiste jest, e mozna tworzy¢ elementy jeszcze bardziej ziozone, podobnie jak
dla metody przemieszczen, uzyskujac ciggto§é¢ nawet drugich pochodnych funkcji @%,
YR xH 02 [20]. '

Macierze tych elementéw mozna takZe uzyskaé za pomoca zwiazkow (3.6).

5. Elementy prostokatne

Najprostszy sposob tworzenia elementéw prostokatnych (czworokatnych) polega na
polaczeniu dwdch lub czterech elementow tréjkatnych i wyeliminowaniu z otrzymanej
W ten sposob macierzy elementu wszystkich parametréw wewnetrznych. Na rys. 6 poka-

b

™

Rys. 6.
Zano element czworokatny HERRMANNA [5] i element prostokatny QT11 BRONA i DHATTA
[10].

Alternatywnie mozna wyznaczyé macierze elementéw prostokatnych przez okrele-
nle wyrazen aproksymujacych w, m,, m,, my, 1 wykorzystanie zwiazkéw (3.6).
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Pokazemy to na przykladzie elementu prostokatnego o liniowo zmiennych momen-
tach my 1 m,, stalym, zaleznym od ugie¢ wierzchotkow elementu momencie skrecajacym
m,y oraz ugigciach opisanych wielomianem

(5.1) W= da;+a,X+a3y+a,x\y.
Y
M1
wé —~—L>>n- W6
75 7 51
o MF
4 2
- -
I I
Q /‘1,1
8‘8 It 7JJ ,
W Mg w
a l . a
Rys. 7.

Element ten zaproponowat BACKLUND w pracy [7] (rys. 7). Wyrazenia aproksymujace
maja postac [7]:

1 Mz
my = -z [(1+H([1-8) {M,“}

1 M,
my = [A+m A=) {M'?},

, ws
(5.2) _ U gy 1P
. Mey = gxinas LD T g
. WB
WS
| we
w =7[(1—£+n-§n)(l+E+n+§n)(1+§—n—§n)(1—§—n+§n)] Wl
WB

gdzie & = xla, n = y/b.

Poniewaz zwiazki (5.2) okreSlaja w sposéb jednoznaczny funkcje ksztaltu, mozemy
bez trudnoéci okre§li¢ wspétczynniki macierzy elementu. Z uwagi na to, e ugiecia i mo-
menty skrecajace uzaleznione sa od tych samych parametrdw — ugieé wierzchotkéw —
macierz elementu bedzie miala teraz wymiar 8 x 8 i postaé '

kll k12 k14
53) [ﬁi]z kar Kaa) ko
’ HT L k41 k42|}k33+k34+k43

Ponadto funkcje X* sa teraz stale w elemencie stad k¥, = ki, = 0.
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Ponizej przykladowo wyznaczymy kilka wyrazow tej macierzy, Caly macierz nieco w
innej postaci mozna znalezé w cytowanej pracy BACKLUNDA [7]

I 1
ki =k [ [ jorean = x J f 00 ab gy =

1
= Kab fd& f‘% 1+£)~‘—(1+£)d£ 3b,
—1

~1

k33 = ff D20 3d4%— ’( 0,3 smacosadl’"

11
1 1
"ab_lf lf( 4ab) ag (I=mdédn = 4~

Podobnie, jak dla elementéw tréjkatnych mozna tworzy¢ elementy prostokatne o bardziej
skomplikowanej budowie.

6. Podsumowanie

Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage, ze wyrazenie (3.6) ma postaé ogdlniejsza od
analogicznych réwnan tego typu uzyskanych metodami wariacyjnymi. Postaé funkcjonatu
Reissnera dla metody elementéw skoticzonych zalezy bowiem od charakteru cigglodci
funkeji w, my, m,, my, pomigdzy elementami [1].

Metoda ortogonalizacyjna okazuje sie dobrym narzedziem budowania macierzy ele-
mentu dla modelu mieszanego metody elementdw skonczonych i mozna ja wykorzystaé
do innych probleméw {prety, tarcze, powtoki).

Otrzymane wzory sq niezalezne od ksztaltu elementu i pozwalaja na fatwe i szybkie
wyznaczenie poszczegblnych wyrazéw macierzy dla konkretnych elementéw. Wzory na-
daja sie do napisania uniwersalnej procedury dla EMC na tworzenie macierzy elementu.
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Peszwome

[IOCTPOEHUE MATPULI JKECTKOCTU SJIEMEHTA U3I'MBAEMOU IIJIHATHI
I CMEWIAHHOM MOMOEJW C ITOMOMBIO METOIA BYBHOBA-I'AJTEPKMHA

Meronom ByGuosa-Tanepruna ([16, 17]) BbIBORATCA OOIUME BBHIPAKEHNS HA MATDULY 3JEMEHTA
TIDUMEHATENIEHO K aHAJIM3Y H3rH0a TOHKUX K3OTPOMHBIX IIIHT € JIOMOLIBIO CMEINAHHOIO METONE KOHEUHBIX
anemenToB. OGJIacTb IUIMTHI PA3HEIIETCA HA AJEMEHTBI, JIA KKLOIO 3JIEMEHTa IIPOTUGHI 1 ¥ MOMEHTE!
My, My, My, AIMPOKCUMHIPOBANMCEH C HOMOLIEI0 saBucuMocteit (2.2). ITocye mopcranosxu (2.2) B mud-~
(hepeHuMansHbIe ypaBHeHUT 3agaun (2.1), u MOCIEMYIOILEH OPTOrOHAIM3aUMH TIOIYUCHHBIX TaKuM oGpa-
30M BBIPAYKEHMIT Ha OIIMOKY AIpOKCHMANMK [y, f2, f3, f4 OTHOCHTENEHO cHcTemMbl (yHKUmH B OF,
WA, X#, £, coracro 3aBUCHMOCTH (3.2), TIOJTyueHa cucTema ypasrenuii (3.5). Marpuna roadduumenros,
TP HEM3BECTHBIX SIBISIETCA MCKOMOM MATpHLUEH aileMeHTa.

IIpumenenne nonyuennsix GopMyJl NOKA33HO HA UPUMEDE TPEYTOIHHOIO IJEMEHT C IIOCTOSTHHBIMH
momentamu (I'eppmann [5], Temnan [6]) ¥ IPAMOYTONBHOIO 3JeMEHTA C JIMHEHHO M3MEHAIOLINMHUCS MO-

MEHTaMH My U my H C TOCTOSHHBIME My, (Baxmynp [7]). IIposenen Kpatkmit 0630p pasiuuHoro Buja
JIEMEHTOB .

Summary

DETERMINATION OF THE ELEMENT MATRIX OF A PLATE OF BENDING, FOR A MIXED
MODEL BY THE ORTHOGONALIZATION METHOD

The method of orthogonalization [16, 17] is used to derive a general expression for the element matrix
used in bending problems of thin isotropic plates solved by means of the mixed finite element model.
The plate is divided into elements. In each of the elements deflections w and moments my, my, My, are
approximated by Egs. (2.2). Inserting Egs. (2.2) into the differential Fgs. (2.1) and orthogonalizing the
expressions obtained for fi, f3, f3, fi with the functions @%, ¥4 X# Q¢ we obtain the set of Egs. (3.5).
The matrix of coefficients at the unknowns is the element matrix sought for.

.
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The method is illustrated by the example of a triangular with constant moments (Herrmann [3),
Hellan [6]) and of a rectangular element with linearly variable moments iy, my, and constant m,, (Bick-
lund [7]). Short review of various elements is presented.
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