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1. Wstęp

Ogólne  sformułowanie  modelu  mieszanego  metody  elementów  skoń czonych  w  oparciu
0  twierdzenia  wariacyjne  moż na znaleźć w  pracach  PIANA  i  TONGA  [1] oraz  HANSTENA  [2].
W  modelu  mieszanym  aproksymuje  się   w  elemencie  w  sposób  niezależ ny  zarówno  prze-
mieszczenia,  jak  i  naprę ż enia.  W  teorii  konstrukcji  uzyskano  szereg  interesują cych  wyni-
ków  za pomocą   tego  modelu. Wymienić  tu moż na pracę   DUNHAM A i  PISTERA  [3] dotyczą cą
zagadnień  pł askich,  prace  HERRMANNA  [4]  [5],  HELLAN A  [6],  BACKLUND A  [7],  CRISFILDA

[8],  COOKA  [9],  BRONA  i  D H ATTA  [10],  VISSERA  [11]  oraz  CHATTERJEE  i  SETLURA  [12]  poś wię-

cone róż nym zagadnieniom  teorii  pł yt  i  róż nym elementom, a  także  artykuły  HERRMANNA
1  CAMPBELLA  [13] oraz  HERRMANNA  i  MASONA  [14]  dotyczą ce  analizy  statycznej  powłok.
W  wię kszoś ci  cytowanych  prac,  przy  wyprowadzeniu  macierzy  elementu  korzystano
z twierdzenia  wariacyjnego  REISSNERA  [15]. N atomiast w pracach  [6] i  [7]  zasadnicze zwią zki
wyprowadzono  korzystając  z metody  bezpoś redniej.

W  pracy  niniejszej  wyprowadzono  macierz  elementu  w  postaci  ogólnej  dla  problemu
zginania  cienkich  pł yt  izotropowych  wychodząc  z  ukł adu  równań  róż niczkowych  za-
gadnienia  i  stosując  metodę   ortogonalizacji  [16,  17]. Dalej  pokazano  zastosowanie  otrzy-
manych wzorów  do  tworzenia  macierzy  róż nych  elementów.

2.  Zależ noś ci  podstawowe

Problem  zginania  cienkich  pł yt izotropowych  moż na  opisać  poniż szym  ukł adem rów-
nań  róż niczkowych  czą stkowych  (2.1),  z  których  trzy  pierwsze  wyraż ają   zależ noś ci  po-
mię dzy  momentami  pł ytowymi  (mx,my,mxy)  a  krzywiznami  (w,xx,  w,yy,  w,xy),  ostatnie
jest  równaniem  równowagi

w,xx+K(mx- vmy)  =  0

w,yy+K(my—vmx)  =  0

(2.1)  w,xy+K(l+v)m xy  =  0

12
mx,xx+my,yy+2mxy,xy+q  =   0,  gdzie  K

Przez E, h, v oznaczono odpowiednio  moduł   sprę ż ystoś ci,  grubość  płyty  i  liczbę   Poissona.
Równania  (2.1)  muszą   być  toż samoś ci owo  spełnione przez  funkcje  w,  mx,  my,  mxy

w  obszarze  pł yty A  ograniczonym  brzegiem  F.
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Do  dalszych  rozważ ań  obszar  pł yty  podzielimy  na  /  podobszarów  Ak  o  brzegach  Fk,
gdzie  k  =  1, 2,  ...,  I  (rys.  1). Podobszary  te nazywane  są  elementami skoń czonymi pł yty.
W  każ dym elemencie aproksymować bę dziemy ugię cia  (w)  i momenty pł ytowe (mx,  my,  mxy)
przez poniż sze wyraż enia  macierzowe  (zapisane dla  /c- tego elementu):

f » -   [0]{M X}

ą  =  m{My)
(2.2)

«  =  1,2,  . . . , «,

A- 1 , 2 ,. . . , »,

m =  X1M1

xy+X2M2

xy  +  ...  +X"M' x

L

y +  ...  +M'Xxy  =   [X]{M xy] A*  =  1.2,  ....

1  =  1,2, ...,,

Rys.  1.

W  wyraż eniach  (2.2) AfjJ,  My, M£ y, W
1 oznaczają  odpowiednio m parametrów  zwią za-

nych z momentami mx,  n parametrów zwią zanych  z momentami my,  r  parametrów zwią-
zanych  z  momentami  skrę cają cymi  mxy  oraz  s  parametrów  zwią zanych  z  ugię ciami  w
pł yty. Parametry  te  oznaczać  mogą  np. wartoś ci  funkcji  momentów  i  ugięć  w  wyróż nio-
nych  punktach elementu  (w  wę zł ach), wartoś ci  pochodnych  tych  funkcji  w  wę zł ach itp.

Funkcje  0"  m $"(Xiy),  ff*  =  WfXiy), X"  = X ŷ)  oraz Q'  =  Q\x<y)  okreś lają  w jaki  spo-
sób  mxt  my,  mxy  oraz  w  zależą  od współ rzę dnych x,y  i parametrów wę zł owych  Mx,  My,
M^y,  W.  Funkcje  te nazywane  są  funkcjami  kształ tu. Sposoby  tworzenia  funkcji  kształ tu
dla  róż nych  elementów  opisane  są  np.  w  pracach  ZIENKIEWICZA  [18],  KOLARA  i  innych
[19] itp.

3.  Macierz  elementu

Rozważ my  Ar- ty element wyodrę bniony  z badanej  pł yty. Podstawiając  zależ noś ci  (2.2)
do  (2.1) otrzymamy

}- v[W]{My})   =fL(x,  y,  M* x,  Mx„   W1),

(3.1)
> Mx

y,  W),

[Q, xy]{W}+K(l   +v)[X]{M xy}  = / , ( *, y, M%,  W),

[?>yy]  {My} +2[X,xy]   {Mxy}  +q  =  /4(x,  y,  M%, Mk
y,  M£y).
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Równania  (3.1) nie są   toż samoś ciowo  równe zeru, gdyż funkcje  aproksymują ce momenty
i  ugię cia  (2.2)  są   funkcjami  przybliż onymi.  Dokładność przybliż enia  równań  (2.1) przez
(3.1)  zależy  od  dokladnos'ci  opisu  rzeczywistych  momentów i  ugięć  przez zwią zki  (2.2).
F un kc je/l 5 / 2, / 3, / 4  oznaczają   bł ą d  aproksymacji.

W  naszym  przypadku  zminimalizujemy  błą d  aproksymacji  przez  ortogonalizację
funkcji  / , , / 2, / 3, /4  z  układem funkcji  0",  W;  X",  Q'  (metoda Galerkina).•  Sposób ten
był   poprzednio  z  powodzeniem  stosowany  w  metodzie  przemieszczeń  metody  elemen-
tów skoń czonych. Dla przykładu  SZABO i  LEE  [16] uzyskali  na tej  drodze macierz sztyw-
noś ci  elementu dla  zagadnienia  płaskiego, a  MIKOŁAJCZAK i  WOSIEWICZ  [17] dla proble-
mu zginania płyt  trójwarstwowych.

Rys.  2.

Do  równań  (3.1)  zastosujemy  postę powanie  Galerkina  w  postaci  przedstawionej
przez  zwią zki:

(3.2)

A*  = 0  x  =  1 , 2,  . . . , / n,

A k  = Q  A - 1 , 2 , . . .,  i ł ,

f  S jX'fidA*  = 0  jB - I , 2 , . . . , r,

/   JAkQ%dAk  = 0  i -   1,2,  ..., *.

Podstawiając  (3.1) do  (3.2) otrzymamy układ (m+n+r+s)  równań liniowych  na wyzna-
czenie parametrów Mx,  My,  Mxy,  W:

J  JAk(0
K[Q, xx]{W}+K0 H[0]{M x}- Kv0x[ lP]{M y})dA1'  = 0,  M  -   1,2,  ...,m,

J  JAkQF^[Q,yy]{W}+K^ x[ lP]{M y}~Kvl[A[0]{M x})dAk  = 0,  I   = 1,2,  ...,«,

< 1 3)  {jAk(X>i[O,Xy\ {W}+Ka+v)X>'[X]{M xy})dA11  = 0,  ix = 1,2,  ...,r,

iSAkm0,xx]{M x}+QTF,yy]{M y}+2Q<lX, xy]{M xy}+Q<q)dAk  = 0,  i  -   1,2,  ...,*.

Zwią zki  (3.3) przekształcimy  korzystając  z  twierdzenia  Greena, które dla  funkcji  P  i Q
w układzie współrzę dnych jak  na rys. 2 ma postać

(3.4) / i ' AP,y+Q,*)dAk  =  frk(Psma+Qcosa)drk.
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(3.5)

Otrzymamy ostatecznie układ  (m+n+r+s)  równań w postaci:

-   jrk$Kw,ncos2adrk+  j  rk$"w,s$inacosadrk,  ' x =  1, 2, ..., m,

+KffAk?k[y]{M y}dA*- J }A¥,"y[Q,y]{W}dAk =

k- j^w^sinacosadr*, X ­  1, 2,  ..., n,

2KJ JAkX"[X]{Mxy}dAk- J JAk(X£[Q„] + X,$lQ„]){W}dAk  =

­ jrkX"(2w,„smcicosoc+w,:icos2a)drk, ft = 1,2, ...,r,

/ / ^fl.Łttfł .J^}^* -   JJjC&VPJiMjdA*-   J J Ak(Q,x[X,y]  +

,J[2TJ) {Af„}<M* + /  JAk&qdAk  = -   frkQ'(mn,n+m„ s,s)drk,  i =  1, 2, . . ., j .

Układ  (3.5) moż na zapisać w postaci macierzowej  typowej  dla metody elementów skoń-
czonych

(3.6) fcfll

o

^ 1 2

/C22

0
K4.2

0
0

^ 3 3

* 4 1

« 14

« 2 4

"^34

O

\MX

My

Mxy

W  J

Oo|o

Po-

—

h
b2

b3

b*
Macierz  współczynników  przy  niewiadomych  parametrach wę złowych  Mx, My, M^y, W

1

jest  poszukiwaną   macierzą  elementu.
Poszczególne  wyrazy  podmacierzy  k^, p4,  Z>; (i,j = 1, 2, 3, 4) z zależ noś ci  (3.6) nale-

ży wyznaczyć  ze wzorów:

*f r  = A:/  fAk0WdA\  i,j -   1,2,..., w,

*ł i  =  ~Kvf fAk&'V JdAk,  im \ ,2,,..,m,  j=   1,2  n,

W \  i=   1, 2,...,»,  y -   1.2...., w,.

,  i,j = 1 , 2 ,  . . . , «,

,  i,j =  1, 2  r,

(3.7)

=  1,2,  ..., *,  ; =  1,2,  . . . , m,

,  i  = 1 , 2 , . . . , 5,  ; - l , 2 ,  . . . , r ,

= o,
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(3.8)  p *   = J  jAkQiqdAk,  i=l,2,...,s,

b\  =  Jr ii0' '(w, „ cos2a- H ',ssinacosa)( t fl t ,  i  =  1,2,  ...,  m,

b'2  =   jrkW(w,„sin2a+w,ssmacosa)cirk,  i =  1, 2,  . . . , «,

(3.9)

£'3  =  j r lX'(2vv, „ sinacosa+ w,scos2a)aTJ t,  /  =  1,2,  ...,  r,

# 4  =   jrkQi(m„,„+m nSiS)dr1i,  i  =  1, 2  5.

Otrzymane  ogólne  formuły  na  poszczególne  wyrazy  macierzy  elementu pozwalają  na
wyznaczenie  macierzy  dowolnego  elementu, jeż eli  funkcje  kształ tu  są  okreś lone.  N adto
wyraż enia  te sł uż yć mogą  jako  podstawa  do napisania procedury dla  EMC na budowanie
macierzy elementu.

Macierz globalną  uzyskuje  się przez sumowanie wyraż eń  (3.6) po wszystkich  elementach.

N a  koniec  zauważ ymy,  że  przekształ cenie  (3.4)  nakł ada  na  wybór  funkcji  kształ tu
Ql,  0",  xFk,  X11  pewne  ograniczenia.  Mianowicie,  funkcje  Q'  winny  być  cią głe wraz  z po-
chodnymi drugiego  rzę du w  obszarze elementu Ak  oraz cią głe wraz z pochodnymi pierwsze-
go  rzę du na brzegu  / * .  Funkcje & x,  xi/ x, X"  winny  być cią głe wraz  z pochodnymi pierwsze-
go rzę du w Ak  oraz cią głe na brzegu Fk.  Dalsza uwaga  dotyczy  cał ek po konturze elementu.
W  macierzy  globalnej  cał ki  te  sumowane  są  z  analogicznymi  cał kami dla  są siednich  ele-
mentów.  Suma  bę dzie  równa  zeru  w  przypadku  doboru  «odpowiednio  gł adkich*  funkcji
kształ tu,  to  znaczy  zapewniają cych  cią gł ość  przemieszczeń  i  ich  pochodnych  oraz  na-
prę ż eń  (momentów) pomię dzy  elementami  [16,  17]. W  praktyce  korzysta  się  czę sto  także
z funkcji  kształ tu, które  takiej  cią gł oś ci  nie zapewniają  [5,  7].

Poniż ej  pokaż emy  zastosowanie  wyprowadzonych  formuł   do  tworzenia  macierzy  róż-

nych elementów.

4.  Element  o  stał ych  momentach i  inne elementy  trójką tne

HERRMANN  [5]  i  HELLAN  [6] wyprowadzili  macierz  elementu  trójką tnego  uzależ niając
ugię cia  w  elemencie  od  ugięć  wierzchoł ków  trójką ta,  a  momenty  od  momentów normal-
nych  do boków  trójką ta  w jego  ś rodku.  Przyję cie  takich parametrów wę zł owych  zapewnia
liniową  zmienność  ugięć  i  stałe  wartoś ci  momentów  wewną trz  elementu.

HERRMANN  korzystał   z  twierdzenia wariacyjnego  REISSNERA,  HELLAN  natomiast  z  me-

tody bezpoś redniej, W  pracy  [7] BACKLUN D wykazał, że otrzymane macierze są identyczne.

Korzystając  z wyprowadzonych  wzorów  i przyjmując  funkcje  kształ tu jak  w  [5] wyzna-
czymy  poszczególne wyrazy  macierzy  elementu, które okazują  się identyczne z otrzymany-
mi  przez  HERRMANNA i  HELLANA.  Na  rys.  3  pokazano  rozważ any  element.  Przyjmują c,
że  momenty mx,  my,  mxy  są  stałe  w  elemencie moż na wyznaczyć  momenty normalne do
brzegów  korzystając  z poniż szego  wyraż enia:



284

(4.1)

Przez  odwrócenie  (4.1.)  wyrazimy  momenty  pł ytowe  wewną trz  elementu  przez momen-

ty  normalne  do brzegów

M*

MS
Mf,

=   [A]

mx

my

mxy

B .  WOSIEWICZ

cos2a1  sin2«i  sin2a!

cos2a2  sin2a2  sin2a2

cos2a3  sin2a3  sin2a3

mx

my

mxy

(4.2)
mx

mv

mXy

= [B]
Mi
MS
'M%

[B]   =   [AY

W  ten sposób  okreś liliś my  funkcje  kształ tu 0",  Wk,  jf .

Rys. 3.

Mają   one postać

(4.3)  0"  =   BlHI X» m gdzie  «,  I, p  = 1,2, 3.

Parametry  wę złowe  spełniają   relację

Przyjmują c,  że ugię cie wewną trz  elementu moż na opisać wielomianem

(4.5)  w =   a1+azx+a3y,

funkcje  kształ tu Ql  (i -   1, 2, 3) otrzymać moż na przez podstawienie  do (4.5) współ rzę d-

nych  wierzchołków  trójką ta  i  odwrócenie  tak otrzymanej  zależ noś ci  macierzowej

(4.6)
W1

w2

w3
-   [cy

«1

fl 2 =

1  Xi  )'i

i  x2  y%

„ i  ^3  y*_

ax

a2

a3
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Po  odwróceniu otrzymamy

aA  W1

(4.7)  \a2  -   [D]   W2  ,  [D]=   [C]~\
a3]  W\

a  funkcje  kształ tu mają   postać

(4.8)  'Q'  =  Du+D 2ix+D3j,   i, =  1, 2,  3.

Dla  przykł adu Q1  wyraża  się  poniż szym  wzorem

1

Przyję te  funkcje  kształ tu (4.8) nie  zapewniają   cią głoś ci  w,„  pomię dzy  dwoma elementa-
mi.  Zachowana jest  cią głość  pochodnej  stycznej.  Przy  tworzeniu  macierzy  elementu po-
miniemy  całki  liniowe  zawierają ce  w,„  jako  nieokreś lone,  natomiast  całki  z  w,„  wł ą czymy
do  macierzy elementu.

Wobec  (4.4)  zmniejszy  się   wymiar  macierzy  elementu,  momenty  płytowe  zależą   bo-
wiem  od trzech tych samych  parametrów. Stąd w wyraż eniu  (3.6) należy zsumować pewne
wyrazy.
Przepiszemy  (3.6) w postaci:

m  \MĄ   {O)

oj  W- U
gdzie  [M„   Wf  =  [MfMZM*
Poszczególne wyrazy  (4.9) bę dą   sumami  odpowiednich wyrazów  (3.6):

(4.10)  G"  = K\J fAk0
l0JdAk+  f  JyifPdA1+2(1+v)J  J

~v  (I  jĄ <W>dĄ +  j  jj&yidAt)},   ij  -   1,  2, 3,

(4.11)  H'J  =  -   {/ ^ Ą 0,l

xQ,{dA\+   f  Jyy,lyQ

U  = 1 , 2 , 3.

Ponadto  w  wyraż eniach  (4.11)  pozostaną   tylko  całki  liniowe  ponieważ  funkcje  0",  Y/A,
. y  są   stałe,  a  w  cał kach  powierzchniowych  wystę pują   ich pochodne.

Wykorzystując  (4.3) i biorą c pod uwagę,  że

=  }JAtBuB1JdAk  -   BuB1}j}AkdAk  =  A*BnBu  itd.,

gdzie  Ak  oznacza  pole  elementu,  otrzymamy  wyraż enie  na  G'J  w  postaci  identycznej,  jak
w  [5]

(4.12)  G"  =   KAk[BiiB lj+B2iB2j+2(l   +v)B3iB3J- v(BliB2}+B ljB2i)].



286  B.  WOSIEWICZ

Wyraż enie  (4.11) przekształcimy  korzystając  z zależ noś ci

Q,\ =   - i2, 'xsina+ i2,ycosa,  i  — 1, 2, 3,

gdzie Q,lx =  D2i,  Q,ly =  jD 3i  oraz  biorą c pod uwagę, że

jrk& iQ,{ń nacQsa,cirk  =  j  rkBu(- D2jSma+D3Jcosa)sinoccosacirk

3

Otrzymamy  ostatecznie wyraż enie  identyczne, jak w pracy [5]
3

(4.13)  H» =  JjakPkjFki,

gdzie

Pjy  =   ~D2jSinak+D 3Jcosak,

3

1=1

JEii =   - J5ta =  - sinatcosat ,

- C/3 =  cos2a;.

Należy tutaj zaznaczyć, że za pomocą  elementu trójką tnego  o stałych momentach uzyskano
szereg dobrych  rezultatów w analizie statycznej  płyt  [S, 6, 7], pomimo że funkcje  kształ tu
nie spełniają   kryteriów  cią głoś ci.

Zupełnie  podobnie  uzyskać  moż na  macierze  dla  innych  elementów  trójką tnych. Po-
niż ej  krótko naszkicowano kilka  takich elementów.  v

Na  począ tek  rozpatrzymy  element  trójką tny  (rys. 4) o  stałych  momentach,  którego
ugię cia  opisane są  zupełnym wielomianem stopnia  drugiego

(4.14)  w =  a,  +a2x+a3y+a4x
2+asxy+a6)>2.

Funkcje  kształ tu  dla ugię cia  otrzymamy  przyjmując  jako  parametry  wę złowe  ugię cia
w sześ ciu punktach elementu  (rys. 4).

Wyraż enie  (4.12)  pozostaje  nadal  waż ne,  gdyż  funkcje  &K, W\ X"  są   identyczne, jak
poprzednio. Jednakże całki liniowe w (4.11) nie są  teraz łatwe do obliczenia, gdyż po zróż-
niczkowaniu pozostają   jeszcze człony liniowe. Przez cał kowanie numeryczne moż na w kon-
kretnych przypadkach  ominąć te trudnoś ci.

Inne,  bardziej  złoż one  elementy  trójką tne  dla  modelu  mieszanego  proponują   BRON

i  DHATT  [10]. Element nazywany  przez nich Tl 1 powstaje  przez przyję cie  jako  parametrów
wę złowych  ugięć  i momentów w wierzchołkach trójką ta.  Stąd  0",  !f\   X", Q'  opisane są
wielomianami  stopnia  pierwszego.  W elemencie T22 dla funkcji  kształ tu przyję to  zupełny
wielomian  stopnia drugiego,  zarówno dla momentów, jak i ugię ć.

VISSER  w  pracy  [11] wprowadził   element  trójką tny  o  liniowo  zmiennych momentach
i  parabolicznie  zmiennych ugię ciach.  Ugię cia  uzależ nione  są  w sposób  typowy  od sześ ciu
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parametrów  (jak  w  T22),  natomiast  momenty  pł ytowe  od  dziewię ciu  momentów  nor-
malnych,  do  lini i  równoległ ych  do  boków  trójką ta  (rys.  5). Wyniki  uzyskane  za pomocą
tego elementu są  szczególnie  dobre  [11].

Rys.  4. Rys.  5.

Oczywiste  jest,  że  moż na  tworzyć  elementy  jeszcze  bardziej  złoż one,  podobnie  jak

dla  metody  przemieszczeń,  uzyskując  cią głość  nawet  drugich  pochodnych  funkcji  0",

!P*.  X",  Q'  [20].
Macierze  tych  elementów  moż na  także  uzyskać  za  pomocą   zwią zków  (3.6).

5.  Elementy prostoką tne

Najprostszy  sposób  tworzenia  elementów  prostoką tnych  (czworoką tnych)  polega  na
poł ą czeniu  dwóch  lub  czterech  elementów  trójką tnych  i  wyeliminowaniu  z  otrzymanej
w  ten  sposób  macierzy  elementu  wszystkich  parametrów  wewnę trznych.  Na  rys.  6 poka-

W

Rys.  6.

zano  element  czworoką tny  HERRMANNA  [5]  i  element  prostoką tny  QT11  BRONA  i  DHATTA
[10].

Alternatywnie  moż na  wyznaczyć  macierze  elementów  prostoką tnych  przez  okreś le-
nie wyraż eń  aproksymują cych  w, mx,my,  mxy  i wykorzystanie  zwią zków  (3.6).
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Pokaż emy  to  na  przykładzie  elementu  prostoką tnego  o  liniowo  zmiennych  momen-
tach  mx  i  my,  stał ym, zależ nym  od  ugię ć  wierzchoł ków  elementu  momencie  skrę cają cym
mxy  oraz ugię ciach  opisanych  wielomianem

(5.1)  w  =

Rys.  7.

Element  ten  zaproponował   BACKLUN D  W pracy  [7]  (rys.  7).  Wyraż enia  aproksymują ce
mają   postać  [7]:

(5.2)
mxy  = [1- 1  1  - 1]

W5}
W6

w7

w8

w1

gdzie  i  =   x/ a,  r\  =   y/ b.
Ponieważ  zwią zki  (5.2)  okreś lają   w  sposób  jednoznaczny  funkcje  kształ tu,  moż emy

bez  trudnoś ci  okreś lić  współczynniki  macierzy  elementu.  Z  uwagi  na  to, że  ugię cia  i mo-
menty  skrę cają ce  uzależ nione  są   od  tych  samych  parametrów —  ugię ć  wierzchoł ków  —
macierz elementu bę dzie  miała  teraz wymiar  8 x 8 i postać

i l
LL- *1  • "  J  L " 4 1  " 4 2  |   / C33 +K3 <

Ponadto  funkcje  X"  są   teraz stałe w  elemencie stąd  kl

3

J

4  = — 0 .
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Poniż ej przykładowo  wyznaczymy  kilka  wyrazów  tej macierzy.  Całą  macierz nieco w
innej postaci moż na znaleźć w cytowanej  pracy  BACKLUNDA [7]

i  i

CC  ,  ,  Ł  CC
k  =   K  \  ,0101dAk  — K  \  0xc

- i  - i

=  -   f  JAk&,lQ,ldAk-   §rkD,!smacosadrk  =

i  i

- i  - i

Podobnie, jak  dla elementów  trójką tnych  moż na tworzyć  elementy prostoką tne o bardziej
skomplikowanej  budowie.

6.  Podsumowanie

Na  zakoń czenie  należy  zwrócić  uwagę,  że  wyraż enie  (3.6)  ma postać  ogólniejszą   od
analogicznych  równań tego  typu uzyskanych  metodami wariacyjnymi.  Postać funkcjonału
Reissnera  dla  metody  elementów  skoń czonych  zależy  bowiem  od  charakteru  cią głoś ci
funkcji  w, mx,  m^, mxy  pomię dzy elementami [1],

Metoda  ortogonalizacyjna  okazuje  się   dobrym  narzę dziem  budowania  macierzy  ele-
mentu  dla  modelu  mieszanego  metody  elementów  skoń czonych  i moż na ją   wykorzystać
do  innych problemów  (prę ty, tarcze, powłoki).

Otrzymane wzory  są   niezależ ne  od  kształ tu elementu  i  pozwalają   na łatwe i  szybkie
wyznaczenie  poszczególnych  wyrazów  macierzy  dla  konkretnych  elementów.  Wzory  na-
dają   się   do napisania  uniwersalnej  procedury  dla  EMC na tworzenie  macierzy elementu.
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P  e 3 K>  M e

IIOCTPOEHHE  MATPHU.LI  5KECTKOCTH 3JIEMEH TA  H 3rH EAEM OH  n jIH TBI
CMEIUAHHOfł   MOflEJIH  C  IIOMOI1ILI O METOflA  BYEHOBA- rAJIEPKHHA

Ey6HOBa- rajiepKHHa  ([16, 17])  BbmoflHTCH  oSmue  BBipa»ceHtra  Ha  iwaTpHiry
H3ra6a  TOHKHX  H3OTponHbix runiT c noMomtio CMemaHHoro MeTO.ua KOHcmbix

3JieMeHT0B.  O6jiacTB miHTbi pa3flejiHeTCH  Ha aJieiweHTbi,  fljia   Kawfloro  sneMenra  npornSbi  w  H
nix>  my>  tnxy  annpoKCHMnpoBajracB  c noMomtra  saBHCHMOCTeii  (2.2).  I locji e  noflcranoBKH  (2.2)  B
(JiepeHą HantHtie  ypaBHeHHH safla m̂  (2.1)3  H nocJieflyioineH  opToroH ajuminiH  noJiy^eHHtix  TaKHiw  o6pa-
3OM BWpa»eHHH  Ha OUIH6Ky annpOKCHMaL(HH  fu  f2i  fa  fa,  OTHOCHTentHO  CHCTeMbI
Wi- ^X11, Ql,  coraacHo 3aBHCHiwocrH (3.2), nony^eHa  cucTeMa ypaBHeHHfi  (3.5).
npH  Hen3BecTHbix  HBJiJieTCH  HCKOMoft  MaTpimeft  3neMeHTa.

noJiy^eHHbix  dpopMyji  noi<a3aHo na npHMepe Tpeyrom>Horo  3JieMeHTa  c  nocTOHHHbiMH
(FeppMaHH  [5] ,  Fejijian  [6]) H npHMoyrojiBHoro  3JieMeHTa c  JIKHCHHO  H3ineHmomHMHCH  M °-

mx  H my  H C nocTOHHHHMH  mxy  (BaKJiyHfl  [7]). nposefleH  KpaTKidł   o63op  pa3jnTOHoro

S u m m a ry

DETERMINATION  OF THE ELEMENT MATRI X  OF A  PLATE  OF BENDING,  FOR A  MIXE D
MODEL  BY  THE  ORTHOGONALIZATION  METHOD

The  method of orthogonalization  [16, 17] is used  to derive  a general expression  for  the element matrix
used  in  bending  problems  of  thin  isotropic  plates  solved  by  means  of  the  mixed  finite  element  model.
The  plate  is  divided  into elements.  In each of  the elements  deflections  w and  moments mx,  my,  mxy  are
approximated  by  Eqs.  (2.2).  Inserting  Eqs.  (2.2)  into  the differential  Eqs.  (2.1)  and  orthogonalizing  the
expressions  obtained for  ft,  / 2, / 3, / 4  with the  functions  0",  V\  Xi1,  Q\  we  obtain  the set  of  Eqs.  (3.5).
The  matrix  of coefficients  at  the unknowns  is  the element matrix sought  for.
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The  method  is  illustrated  by  the  example  of  a  triangular  with  constant  moments  (Herrmann [5],
Hellan  [6]) and of a  rectangular element with  linearly  variable  moments mx,  my  and constant mxy  (Back-
lund  [7]). Short  review  of  various  elements  is  presented.
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