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Zagadnienie zginania plyt z otworami badano gldwnie z uwagi na koncentracj¢ na-
prezen w poblizu otworu. Najwigcej rozwiazan uzyskano stosujac metodg funkcji zmiennej
zespolonej (por. [1, 2], s. 573—590). Formalnie $cisle rozwiazanie plyty kwadratowej,
swobodnie podpartej na obwodzie zewnetrznym, z centrycznie pofozonym otworem
kwadratowym, swobodnie podpartym, podano w [3] (por. tez [4] s. 358, [2] s. 483-488).
Z powodu trudnoéci w uzyskaniu rozwiazan zamknigtych lub formalnie §cistych dla plyt
prostokatnych z otworem w wielu przypadkach stosowano metody przyblizone, takie
jak: metoda elementéw skonczonych ([5], s. 180), metoda réznic skonficzonych [6] i jej
odmiane — metod¢ elementdw podstawowych opracowana przez REIPERTA [7].
W ninigjszej pracy podamy formalnie §ciste rozwiazanie plyty kwadratowej z centrycznie
polozonym otworem kwadraiowym. Rozwiazania zostaly uzyskane za pomoca pojedyn-
czych szeregéw Fouriera.

W punkcie pierwszym podajemy metode rozwiazania zagadnienia plyty kwadratowej
swobodnie podpartej na obwodzie zewnetrznym; brzeg otworu, zwany dalej brzegiem
wewnetrznym, moze by¢ utwierdzony, swobodnie podparty, utwierdzony przesuwnie
lub swobodny.

W punkcie drugim szczegélowo rozpatrzono plyty, na ktére dziala obciazenie ¢ =
= const, symetryczne wzgledem wszystkich osi symetrii plyty.

Przypadek graniczny — plyta pelna — zostal rozpatrzony w punkcie trzecim. Mozli-
wosci rozszerzenia proponowanej metody na plyty o innym ksztalcie i innych warunkach
podparcia brzegu zewngtrznego podano w punkcie czwartym. Praca jest zakonczona
przykladami liczbowymi. W calej pracy zakladamy, Ze rozpatrywane plyty sa izotropowe
o stalej sztywnosci D.

1. Metoda rozwiazania zagadnienia

Rozpatrujemy plyty pokazane na rys. 1. W rozwazanych plytach wyrézniamy dwie
osie symetrii pokazane na rys. 1a. Z plyty kwadratowej wyodrebniamy plyty prostokatne,
kazda o wymiarach a x ¢ (rys. 1b). Wprowadza si¢ cztery uklady wspotrzednych, pokazane
na rys. le. : '

Korzystajac z zasady superpozycji, dowolne obciazenie dzialajace na plyte q(x, y)
mozna roztozy¢ na cztery schematy, ktére kolejno oznaczymy: S-S, S-4, 4-S, A-4 (rys. 2).
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Funkcje ugiecia W, (x,, y,) pierwszej plyty prostokatnej mozemy zapisaé nastgpujagcym
WZOoremn

(1.1) Wi(xy, y0) = W0y, p) W, ) +WS(xy, p ) +W14(x, »)).

b c d
Y1
\I\ * Ys
b | Sy —re | T [ T ea—
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a Y3
Rys. 1

Korzystajac z symetrii zagadnienia, funkcje ugiecia dla plyt prostokatnych: drugiej,
trzeciej i czwartej wyrazamy przez funkcje wystepujace w (1.1):
Wa(xa, y2) = WiS(a—x,, y) +Wita—x,, y2)—WiS(a—x2, y2) -

- W‘ilA(a_XZ: J’z),

W3(X3, y3) = WiS(x3, y3) = Wi4(x3, y3) = WiS(xs5, y3) + Wit(xs, 3),
Walxa, ya) = WiSa—x,, p)—Wita—x,, ya) +WiS(a— x4, ya) —Wita— x4, y4).
z powyzszego wynika, iz rozwigzanie zagadnienia plyty kwadratowej z otworem sprowa-
dza sie faktycznie do rozwiazania plyty prostokatnej oznaczonej na rys. 1b numerem

(1.2)

Rys. 2

pierwszym. Plyta ta jest podparta lswo,bodnie na trzech brzegach, a na czwartym brzegu
wystepujg nieciggle warunki brzegowe. Sposéb podparcia oraz przyjety w dalszych roz-
wazaniach uktad wspdirzednych pokazano na rys, 3.

N iz

e e e

S
N

Rys. 3
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Zaleznoéci miedzy wielkosSciami geometrycznymi lub statycznymi na brzegu y = 0
a odpowiednimi im wielkoSciami wzdtuz linii x = ¢ i x = a—c dla wszystkich schematéw

obciazen zestawiono w tablicy pierwszej.

Tablica 1
Schemat
Funkcja znak funkcji Funkcja Przedzial
5S | s-A | AS | A-A
+ + — W(c, c~py=x Osxs<sce |l
W(x, 0) = _
+ - + W(Clyy)\y=x—c, d<x<al|2
— — + ox(c, C"y)ly=x 1
@y (x,0) = B . - T
+ —_ + px(c’, y)|y=x—c’ 2
+ + —_— My(& C"‘y)ly=x 1
M, (x,0) = e
+ - + Mx(c’:)’)'y=x—-c, 2
— — + V(e c=p)ly=x 1
Vylx,0) = — |
. + — + V(e )’)ly:x—cl 2

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

W(x, y) = Oy(x,
(p)’(x7 y) = ®3(X7
My(x,y) = $J(x,
Vy(x, ) = @i(*\‘,

(1.3)

y) = Dy(x, )

¥,  ox(x,y) = Oilx, y)
¥),  Mu(x,y) = Di(x, y)
y)! Vx(x, y) = @i(x, y)

funkcja ugiecia,

katy obrotu,
momenty zginajace,

zastgpcze sily poprzeczne.

Korzystajac z oznaczen (1.3), zaleznodei z tablicy pierwszej mozna przedstawié¢ ogdlnie

za pomoca funkcji:

(1.4)

gdzie j = 1,2,3,4,

ky, ke =

Di(x, 0) =

(- Bl c— ),

®i(x, 0)

(= D uPLCE, Pyare
¢ =a—c,
0 gdy o$ I, IT — of symetrii (S),

{1 gdy o8 I, Il — o$ antysymetrii (A4).

O<x<e,

c<x <,

< x<a,

Aby spetni¢ warunki brzegowe dla x = 0 i x = a, funkcje ugigcia plyty W(x, y) wyrazamy
za pomocg pojedynczego szeregu Fouriera o postaci

(L.5)

gdzie «, = mmnja.

W(x: y) = Z Wn?(y)s_inamx;

m=1,2,..
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Podobnie wyraz.iny obciaZenie zewngtrzne

o]

(1.6) g, 0) = D) dul)sine,x,

m=1,2,.

gdzie
2 .
guly) = 7 q(x, y)sina, xdx,
0

Po podstawieniu (1.5) i (1.6) do réwnania rézniczkowego plyty o stalej sztywnosci D
(.7 DV*V*W = ¢
otrzymujemy uklad rozdzielonych réwnan rézniczkowych zwyczajnych o stalych wspot-

czynnikach (por. [4], s. 315). Catka tak otrzymanego réwnania jest postaci (por. [4], s.
323)

(l 8) W,,.(y) = AmCh Oy +Bm0¢my5h ) + CmSh Oy Y +Dm anzyCh U Y + qu(y) »

gdzie Aw, Bu, Cu, Dy sa stalymi catkowania, W, jest catkq szczegdlna o postaci (por.
[4], s. 315)

i

(1.9) W) = f oz,,,(y—t)choz,,‘gs—l;)——sh o(y—1) (b,

0 (1]

Do wyznaczenia mamy cztery nieznane grupy stalych. Eliminujemy dwie z nich wykorzy-
stujac warunki brzegowe na brzegu swobodnie podpartym y = ¢, gdzie mamy:

(1.10) W(x,c) = My(x,c) =0.

Wykorzystanie powyzszych warunkéw prowadzi do nastgpujacego wyraZenia na funkcje
W(x, y):

_ sin o, x chay,y
(L1D  Wx,p) = —IZ: “eho, {D,,, (a,,,ychoz,,,(c—y)—@m o ) -
" 2
- Clll Sh d,,,(C —y) + I4/"111(})) Ch 0,,, - qu(c) Ch amy - "1— I/{/mq(c) - 12 d—@@) X
2 O dy
sha,(c—y) )
x (0,,, cho., +an(c—y)shany|y,

gdzie
¢
0, = oy = mm—.
a

Na calym obszarze plyty prostokatnej obowiazuje postaé funkcji ugiecia ptyty (1.11).
Aby otrzymac kat obrotu ¢,, moment zginajacy M, oraz zastgpcza sile poprzeczna ¥V,
nalezy na funkcji ugiecia (1.11) wykonaé znane operacje rézniczkowe. Korzystajac z ozna-
czen (1.3) zapisujemy wyzej wymienione wielkoéci w nastgpujacej postaci:

o0
(1.12) Bi(x,y) = D QhOsinanx, j=1,2,3,4,

m=1,2,..
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gdzie
d”/m
Q,:x(J’) = Wm(y)> m()) y(y) )
a2 Wu(y)
300 =
‘Qm(y) - [ﬂ am I/Vm(y) dy ]5
4 _ 2 dWm()) gleVﬂ)_
20) = [(2 Nk |
» — oznacza wspolczynnik Poissona. .

Na osi x wystepuja pewne wielkoSci geometryczne i statyczne. Wielkosci te na calym
brzegu plyty y = 0 rozwijamy w pojedyncze sinusowe szeregi Fouriera o postaci

o)
(L13) Pi(x,0) = ) Asinax, j=1,2,3,4,
m=1,2,..
gdzie
A, = 2 ®I(x, 0)si d.
p= 1(x, 0)sina, xdx.
0

Wykorzystujac zaleznosci (1.4), wielkosci <1}, obliczamy z nastepujacych réwnoéci:

(1.14) Ay, = R +S9,,

c a
(1.15) R, = %{(—l)kI““f@i(c, c—x)sinoz,,,xdx+(—l)kﬂfQij;(c',x~c’)sinoc,,,,\'d.\'}.
0 ¢

: 2 ; .
(1.16) Si = Ef By(x, 0)sin o, xdx,

j=1,2,3,4, ¢ =a—c

Wystepujace w (1.15) poszczegdlne wielkosci geometryczne i statyczne @} otrzymujemy
wykonujac pewne operacje rézniczkowe na funkcji ugiecia (1.11). Ogélnie mozna to
zapisaé nastepujaco: !

(1.17) Di(x,y) = LIW(x,»], Jj=1,2,3,4,

gdzie L’ oznaczaja operatory rézniczkowe o postaci

d
1 — 2=—
IL'*=1, L i
o2 22
3=—-— —_— -
L D(3x2 + 3y2)’

4 33
L_=—D(33+(2 w)a 37
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Dla y = Oszeregi (1.12) i (1.13) przedstawiaja te sama funkcje, wige dla kazdego j spetnione
s4 nastepujace réwnosci:

(1.18) A= R +85 = 0Q100), j=1,2,3,4.

Kazda z powyzszych réwnoéci przedstawia nieskoficzony ukiad réwnan, poniewaz wiel-
ko$ci A4, dane sa w postaci nieskoficzonych szeregéw, w ktérych pod znakiem sumy
wystepuja nieznane state C;, D; [por. (1.11), (1.15) i (1.17)].

Roéwnosei (1.18) bedziemy kolejno nazywali:

1) dla j = | — warunkiem brzegowym na ugigcie,

2) dla j = 2 — warunkiem brzegowym na kat obrotu,

3) dla j = 3 — warunkiem brzegowym na moment zginajacy,

4) dla j = 4 — warunkiem brzegowym na zastepcza silg poprzeczna.

W przypadku gdy brzeg wewnetrzny nie doznaje ugie¢ lub obrofu, to na podstawie
(1.16) mamy odpowiednio:

(1.19) Sw=0, Si=0.

Jezeli na brzeg wewnetrzny dzialaja znane momenty M(x) dla ¢ < x < ¢’ lub znane

obcigzenie brzegowe p(x), to wielkosci Sy 1 Spy odpowiednio wynosza:

So = i—f M(x)sina, xdx,
[

(1.20) ‘
2 [ .

4 _ e T

S = ; f plx)sine,xdx.

[

W funkeji ugiecia (1.(1) pozostajg nieznane dwie grupy statych C, i D,. State te wyzna-
czamy na podstawie (1.18), (1.19) i (1.20) z nastepujacych nieskoniczonych ukiadow
rownan:

1) dla plyty z otworem zamocowanym:

(1.21) Ry = 2,(0), R} = 0Q30),
2) dia plyty z otworem swobodnie podpartym, obcigZonym dodatkowo momentem
zginajgcym M (x):

2
(122) Ry =240, Ryt | M(sing,xdy = 220),

3) dla ptyty z otworem zamocowanym przesuwnie, obcigzonym dodatkowo obcigzeniem
brzegowym p(x): ‘

2 <
(1.23) R = QX0), Ri+ > | ptsina,vds = Q30),
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4) dla plyty z otworem swobodnym, dodatkowo obciaZonym momentem zginajacym
M(x) oraz obciazeniem brzegowym p(x):

R,?.'*‘%f M(x)sina,xdx = 23(0),
(1.24)
R;I’H_%f p(x)sina,xdx = Qn(0).

2. Schemat S-S

Rozpatrzymy teraz szczegélowo przypadek obcigzenia symetrycznego wzgleden
wszystkich osi symetrii plyty. Niech na piyty pokazane na rys. 1 dziala na calym obszarze
plyty obciazenie ¢ = const. Korzystajac z rozwazan podanych w punkcie pierwszym
uzyskano nastgpujace nieskonczone vktady réwnan dla poszczegdlnych warunkéw brze-
gowych:

1) warunek na ugiecie

@.1) p) {C(a,,,,sme + Ointh0) + D, (b,,,,sme+ o }} 0%

i=1,3,5,..

2) warunek na kat obrotu

0

(22) E i{Ci(aimCOS oi + 6:‘::1) +Di(b,,,,COS Oi + 6:‘:")} = Qr%x;

1=1,3,5,..
3) warunek na moment zginajacy

A .
(23) Z IZ{C,(I ‘_7") (aimSinoi - (S,‘,,,f/’l@,-)-i—D,- [Sill 01((1 —v)blm—zvaim)'_

i=1,3,5,..

<2th0 +(1—-7»)- h26 ) ,]} = O

4) warunek na zastepcza site poprzeczflac

@4 D PG =) (@008 Bi— 81,) +D;[c0sBi((1 =) by +2(2 =) 1) +

i=1,3,5,..

-+ (1 +v)6im]} = Qr‘:;a
gdzie m=1,3,5, ...
O 0znacza delte Kroneckera,

0; = I'VEE,‘ §=—,

4
7(i® +m?)

4j ) 2im i2—m?
bim = m e — 2 a2 i FCE 0:)1 3
7(i% +m?) [cos@ (ch20,- i2+m? tho ) T 0 ]

(mCOS e,nthe isin 01") P

Aim =

(2.5)
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2

Qr:; = 16cos 0,,, |:——— (1 - E) (l +&— Ez) Z f;m ]
n i=1,3,5,.
) sh25 (1-26)
* —(;751 Fint nm—( w=2thf,)
ch——
2
2 ﬂi._ 1_25 _OF2__ m Zw: ﬁm
Q2 s 160050’"[T(I+2£ 2£%) _~,,35 B cosf;| +
2 ma
o [P""ShT“‘Z‘f)] ’
h~ (mm)?
2.6) :
qa* E1-8 m? sinf,
I?l = o 16cos 0", [——8 — ?* (ﬁm(l —’V) +vg”") ; .
1=1,3,5,..
) sh—'?zl (1—28)
~ (1 =»)rm+ — ((1=»)0,+2vth0,,) |,
ch——
2
4 ga* m x
Of = = Sy 160080~ 5 2 finl1=9) = @=)gim)costy | +
2 mse ,
e [ G B a-2s)
mach —
2
N S
§im = (i TmP)cnb;”
Som (1 + —'2 % tho
= gim l Fm + 2 i)
6
(2'7) I = Sth o - ;‘ ’
2 h2 mn Ch eln
msa chf, mr |
Pm = — ch—- (1 —25).
2 2
ch——
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Przy wyprowadzaniu wzordw na wyrazy wolne (2.6) wykorzystano nastgpujace sumy
szeregow:

o0 o]

w . 2 . .
\TocosimE g g, COSIME _ T (1 28) (1426~ 267,
i 8 i 96
i=1,3,5,.. i=1.3,5,..
ni
@ (-2
Z cosi_y_r§ _ sh 2 (1-26)
. P24m?  4m ma ’
1=1,3,5,.. ch—
2
cosiné T mic mav
i=1.3,5,. 8m3ch —
R 2
_ ﬂchmmf
2 mz |’
b=
(2.8)
. sininé a0 Z.o: sinimé 7’ ,
— = >‘8~-5(1—5), . i %5(1 HA+E-8Y,
1=1.3,5,. i=1,3,5,.
mw isinimé 72 mx | mmn
2 (2+m?)? , M (2EChTShT(1—2£)+Shmﬂ£ ’
1=1,3,5,.. 16mch -
> sininé 7 mm mm
2 e s S ch 22 —ch % (1—28)—
i=-l,3,5,..l(l +m?) dmtch an 2 2

(ST e ™ (1 -26)\ |
ma 2

4
ch—-

gdzieé =cla, 0< E<1/2,
Dla plyt pokazanych na rys. 1 nalezy kolejno rozwiazaé nastgpujace ukiady dwéch
nieskonczonych uktadéw réwnan:
1) dla ptyt pokazanych na rys. la
ukiady (2.1) i (2.2),
2) dla ptyt pokazanych na rys. 1b
uktady (2.1) i (2.3);
3) dla plyt pokazanych na rys. lc
uktady (2.2) i (2.4);
4) dla piyt pokazanych na rys. 1d
uklady (2.3) i (2.4).

-

7 Mechanika teoretyczna



196 G. JEMIELITA
3. Piyta pelna — przejscie graniczne

Rozpatrzymy szczeg6towo przypadki szczegélne dla & = cf/a = 1/2 (tj. dla plyty
pelnej) przy obcigzeniu ¢ = const. Przy & = 1/2 dla wszystkich rozpatrywanych podparé
brzegu wewnetrznego nieskonczone ukfady réwnan (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4) sa uktadami
jednorodnymi. Powyzsze stwierdzamy na podstawie (2.6) i (2.7), gdzie dla & = 1/2 mamy:

mat

COST:)"HZP,":O, ]1’]-= ],3,5,...

3.1) i=0 dla j=1,2,3,4

3.1. Plyta z brzegiem wewnetrznym utwierdzonym przesuwnie i brzegiem wewnetrznym swobodnym.

Dla takich plyt przy & = 1/2 otrzymujemy nastepujgce uklady réwnan [por. (2.2),
2.3), (24 1 3.1}

1) dla brzegu wewnetrznego utwierdzonego przesuwnie

CI)I+DI)I = O’

(3.2) —~(1=»)Cy+(1+9)D,, = 0;

2) dla brzegu wewnetrznego swobodnego

—Com2(1 =) th 2 Do [2th T (1 gy P\
2 2 PITT
2¢ch? ——
2
o Psin asin™® o penlt
I WP RO T T S B I
7 2 "Pemr T L TN i em?
i=1,3,5,.. i==1,3,5,..
i*—m?
X 2'1}—}—(1-—'11) ['2—}—7 = 0,
-(1-»C,+(I+»)D, = 0.
Latwo jest wykazaé, ze jedynymi rozwiazaniami tych ukladdw sa stale
(34) Cm =D, =0.
.. ) 4qa* . . .
Wstawiajac powyzsze do (1.11) dla W, = Dm)® otrzymujemy znane rozwigzanie

dla plyty pelnej zginanej stalym obcigzeniem ¢ = const (patrz [8] s. 118).

3.2. Plyta z brzegiem wewngtrznym utwierdzonym i swobodnie podpartym. Przypadek ten jest
o wiele bardziej interesujacy od poprzedniego, a to ze wzgledu na to, ze przy & - 1/2
brzeg wewngtrzny sprowadza sig¢ do punktu.

Na podstawie (2.1), (2.2), (2.3) i (3.1) przy & = 1/2 otrzymujemy nastgpujace uktady
réwnan:
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I} dla brzegu wewnetrznego utwierdzonego

mm mm B
Dm T - Ci -
o o
2 2 ma 7 i
2ch 5 i=1.3,5

Cpth —

(3.5)

CIH+'DIH = 0;
2) dla brzegu wewnetrznego swobodnie podpartego

rownania (3.5),,
(3.6)

rownania (3.3),.

Trywialnym rozwigzaniem uktadéw (3.5) i (3.6) jest rozwiazanie (3.4), ktére odpowiada
plycie pelnej niepodpartej wewnalrz obszaru ptyty. Poniewaz w wyniku przejscia gra-
nicznego & — 1/2 powinni$émy uzyskaé rozwiazanie dla plyty petnej podpartej w Srodku
punktowo, przeto muszg istnie¢ niezerowe rozwigzania uktadéw réwnan (3.5) i (3.6).
Istnienie takich niezerowych rozwiazan wykazemy bezpodrednim rachunkiem.

7 drugiej grupy rownan ukladu (3.5) otrzymujemy zalezno$é¢ miedzy statymi C,, i D,,
postaci:

Cy = —D,.

Wstawiajac powyzsze do pierwszej grupy uktadu (3.5) oraz do uktadu (3.6) otrzymujemy
nastepujace rézne nieskonczone uktady réwnan:

m mmn 8 mz ‘mﬁ » j3sin_l;_
(38) Cm th‘j - —*l—ﬁ — — §in —— Ciﬁ = O,
2 2ch2 % T 2 i=1,3,5 (% +m?)
2 =y
39 C.m? thm—; + ——m-g’%; + than - Lmn -
2Ch27 2¢ch?—=
& P*sin— d i smi
8 sin i 2 2 +m?y Z Ci—5—5 2 =0
7 2 et FATma)? s @ mr ] —

Rozwigzania obu powyzszych ukiadéw przewidujemy w postaci:

.. mn

SIHT

(310) Cp= ~D, = A- 3
m

gdzie A jest dowolna stata.

7
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Wstawiajac (3.10) do (3.8)1 (3.9) kolejno otrzymujemy:

1 mm mmw 8 w’w 1
4D WM T | n_SJ Ty =
(3.12) ltﬂﬂ+_ﬁl__§‘%»_iﬂ_0
’ m 2 , mm n 0 (PAmA)?r
2 h _2 i=1,3,5,.

Jezeli wiec (3.10) jest rozwiazaniem ukladdw (3.5) i (3.6) to muszg by¢ spetnione réwnosci
(3.11) i (3.12). Na podstawie (2.8), oraz (2.8), stwierdzamy spetnienie powyzszch réwnosci.
Rozwiazanie (3.10) ma prosta interpretacje fizyczna. JeZeli zatozymy, Zze ¢ = 0, wtedy
Wug = 0, wstawiajac teraz rozwiazanie (3.10) do (1.11) otrzymamy rozwiazanie dla plyty
petnej, obciazonej w §rodku sita skupiona. W naszym przypadku przy ¢ = const rozwia-
zanie dla £ = 1/2, tj. dla plyty podpartej punktowo, otrzymamy wstawiajac (3.10) do (1.11).
Stata 4 wyznaczamy wtedy z warunku
- la
W(E’ 0) =0.

4. Plyty o innych ksztaltach i innych warunkach podparcia

Sposobem opisanym w punkcie pierwszym mozna znajdowaé ugiecia dla plyt o niety-
powych ksztattach charakteryzujacych sie jedna osia symetrii (rys. 4).

I:M

Rys. 4

Przedstawiajac funkcje ugiecia W(x, y) pojedynczym szeregiem kosinusowym o postaci:

o0

Wy =

N Wa(y)cos o,
m=0,1,2, .
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mozemy otrzyma¢ rozwigzania dla ptyt pokazanych na rys. 5. Korzystajac z rozwazan da-
nych w punkcie pierwszym przy wykorzystaniu tylko pierwszego z warunkéw (1.10), za-
gadnienie znajdowania ugiec plyt pokazanych na rys. 6 sprowadzi¢ mozna do zagadnienia
rozwigzania ukfadu trzech nieskonczonych uktadéw réwnan.

AN /
N

! ©

b —g'

(=}

1 [

| F ©
7 le c

a

Rys. 6

5. Przyklady liczbowe. Wnioski

Na podstawie rozwazah danych w punktach 1 i 2 utozono program na EMC «Odra»
1204 pozwalajacy na obliczanie wielko$ci geometrycznych i statycznych dla plyt pokaza-
nych na rys. 1 poddanych zginaniu obciaZeniem ¢ = const.

W tablicach 2, 3, 41 5 zestawiono wartosci ugieé, katéw obrotu i momentéw zginajacych
dla plyt z brzegiem wewnetrznym utwierdzonym oraz brzegiem swobodnym przy rozwiaza-
niu uktadu 2 x50 = 100 réwnan.

Przyjeto & = c¢/a = 0,250, v = 0,3.

5.1. Wnioski. Poprawno$¢ rozwiazaf stwierdzono na podstawie:

1) badania stabilno$ci uktadu nieskonczonych uktadow réwnar,

2) stopnia spelnienia warunkéw brzegowych dla y = 0,

3) stopnia spetnienia symetrii wzgledem osi I-I i II-TT (rys. 1a) wielkoSci geometrycznych

i statycznych.

Stabilno$¢ uktadu nieskonczonych uktadéw réwnan badano rozwigzujge kolejno 2 x 5 =
=10, 2x10 = 20, 2x 20 = 40, 2x 50 = 100 réwnan,.

Wigkszo$¢ uzyskanych rozwiazan jest stabilna, ale dla pewnych warto$ci wspdiczynnika
& w przypadku brzegu wewnetrznego utwierdzonego przesuwnie wystgpuje niestabilno§é
rozwigzan. Podobna numeryczna niestabilno$é rozwiazan zaobserwowano stosujac meto-
de Levy’ego dla plyt o ciggtych warunkach brzegowych [9].

Wydaje sig, ze usuniecie pewnych niestabilno$ci rozwiazan mozna uzyskaé przez:

1) stosowanie EMC o duzej dokladnoéci,

2) modyfikacje uktadéw (2.1)-(2.4) dla duzych wartoéci i oraz m,

3) branie do rozwigzywanego ukiadu réwnan wigkszej liczby réwnan ze stabszego wa-

runku brzegowego.

Stopien spelnienia warunkéw brzegowych zalezy od danego warunku, wspéiczynnika &
i rozwigzywanej liczby réwnan. Ze wzrostem liczby réwnan wzrastat tez stopiefi spetnienia
danego warunku brzegowego i stopien spelnienia symetrii. Najlepiej spelnione sa warunki
geometryczne dla plyty z otworem utwierdzonym.



Tablica 2

c
Brzeg otworu utwierdzony & = --. = 0,250
a

T 2 s 4 N s 6
. -— UL S— _
X D D D ! D ‘ D
— Wix,0 — 105 | My(x, 0)—10° | My(x, 00— 10" | My(x, &)~ 103 | M(x, x)— 107
a ga* qa* qa* | qa* qat
0 0 0 0 0 0
1 .
o 1,715 1,081 3,586 . 1,550 1,551
2
0 2,586 1,327 4,753 3,318 3,318
3
20 2,298 0,088 3,580 3,538 3,538
4
30 1,108 —2,633 —0,787 5,695 ) 5,694
5
) 0,0078 —27,265 — 18,654 — 27,265 — 18,654
8 0,000 7,970 2,290
20 » 1 ) T4
10
Er 0,00009 —7,926 —2,292
20
Tablica 3

Brzeg otworu utwierdzony & =_0,250

1 ; 2 | 3 | 4

y a D a D a D
= wl =, y}|==10% -, 104 M,|—, y) =-10%
¢ (2 ))qa“ (py(2 y) qa* y(2 y)qaz
1 0 —3,254 0

4
5 1,457 —2,288 . 3,434
3

T 2,106 —0,229 4,360

1
5 2,030 0,818 3,884
2 .

5 LT3 ' 1,667 2,786

1
5 0,674 2,153 —1,260

0 0,00009 ~0,0045 —7,926




Tablica 4

. c
Brzeg otworu swobodny & = — = 0,250
a

! 3

4 |

D D D D D
E W, 0 10° | My (x,00——10* | My (x,0)-—-10% | My(x, x)— 107 | M (x, x)—— 102
a ga? qa? qa qa? qa?
0 0 0 0 0 0
zlo 0,282 0,399 0,514 0,204 0,204
526 0,554 0,714 0,804 0,529 0,530
% 0,810 0,013 0,004 0,806 0,808
% 1,049 0,999 0,804 0,921 0,925
> 1274 0,386 0,737 0,386 0,737
5 1,478 —0,018 1,441
20
7
0,010 1,621
- 1,644
8
8 —0,008 1,735
5 1,765
9
2 1,839 0,007 1,7
20 )8 » 1 83
10
10 —0,007 1
- 1,864 v 806

Tablica 5

o Brzeg otworu swobodny & = 0,250
1 | 2 ' 3 4
Tl w D e | wll 100 | M, (2 10°
a 4,y qa* 2?7 a* y(Z’y qa®
5
= 0 0 0
4
55 0,282 0,391 4,966
3
20 0,554 0,773 7,430
5
& 0,684 0,960 7724
2
3 0,809 1,143 7,307
1
% 1,048 1,503 4,897
0 1,274 1,864 0,067

[201]
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Symetria wielkosci geometrycznych i statycinych wzgledem osi I-1 i II-1I zarysowala
sie juz przy niewielkich uktadach réwnan. Dla uvktadu 2 x 50 = 100 réwnaf, symetria jest
wystarczajaca (por. tablice 2, 3, 4, 5) dla ugi¢¢ — we wszystkich punktach, dla momentéw
M, i M, — wszgdzie z wyjatkiem otoczenia naroza wewngtrznego.

Rozwigzujac uklady réwnan (2.1»-(2.4) dla & = 0,125, 0,250, 0,3333, stwierdzono, ze
im mniejsza warto$¢ & tym nieskonczone uklady réwnan sa bardziej stabilne, wzrasta sto-
pien spelnienia warunkow brzegowych i stopien spelnienia symetrii.

Ogdlnie mozna stwierdzi¢, iz metoda podana w niniejszej pracy nadaje sie do realizacji
numerycznej oraz ze wymaga dalszego badania na EMC o wigkszej doktadnoéci i wigkszej
pojemnosci pamigci operacyjnej od EMC «Odra» 1204,

Pragne w tym miejscu podzigkowaé mgrowi inZz. A. CZECHOWSKIEMU za sprawdzenie
szeregu przeksztalcen oraz za pomoc w wykonaniu pewnych obliczen na EMC.
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Pezwome

N3STUB KBAIPATHOM IIJIMTEI C IIEHTPAJIBHO PACIIOJIOXKEHHBIM
KBAOPATHBRIM OTBEPCTHUEM

B paGote maeTcst pOpMaIBLHO TOUHOE pellieHue 3aJaur uarufa yrpyroi KBaJipaTHOH IMTEE C LIEHTPalb-
HBbIM KBafpATHLIM OTBEPCTHEM. PeleHHe IO3BOJNsAET YAOBIETBOPHTE JIOOBLIM HENPEPHIBHBIM KPAEBBIM
YCIIOBHAM IO KOHTYPY OTBEPCTHA JJIS IIMTLI CBOGO/THO OMMPATOUIEcs o BHeHeMy KOHTYpY (puc. 1).
IIpy HcnoMb30BaHHM CHMMETPHH 33/1aua HaXOMJIEeHHs Nporufa IUIMTEI C OTBEPCTHEM CBEJIEHA ¢ HAXOM(-
JEeHMI0 Nporuba IPAMOYTONBHOM MIHTBI C NPEepPLIBHLIMH KpaeBhIMK ycnoBuamu (puc. 3). Ilpumenenue
oauuapHelX pagoB Oypee (1.5) cBOAUT 3aauy K pEINEHMIO ABYX OECKOHEUHBIX CHCTEM YpaBHEHIMM.
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Summary

BENDING OF A SQUARE PLATE WITH A CENTRALLY LOCATED SQUARE HOLE

The paper presents a formally accurate solution of the problem of bending of an elastic square plate
with a central square hole. The solution makes it possible to account for arbitrary continuous boundary
conditions along the edge of the hole under the assumption that the outer edge of the plate is simply sup-
ported (Fig. 1). Due to the symmetry of the problem, the problem of determination of the deflections
of a plate with a hole is reduced to the problem of bending of a rectangular plate under discontinuous
boundary conditions (Fig. 3). Using simple Fourier series (1.5), the problem js reduced to the solution
of a system of two infinite sets of equations.
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