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Wstę p

Zagadnienie  zginania  pł yt  z  otworami  badano  głównie  z  uwagi  na  koncentrację   na-
prę ż eń w pobliżu  otworu.  Najwię cej  rozwią zań  uzyskano  stosując  metodę  funkcji  zmiennej
zespolonej  (por.  [1,  2],  s.  573—590).  Formalnie  ś cisłe  rozwią zanie  płyty  kwadratowej,
swobodnie  podpartej  na  obwodzie  zewnę trznym,  z  centrycznie  położ onym  otworem
kwadratowym,  swobodnie  podpartym,  podano w  [3] (por. też  [4]  s.  358,  [2]  s.  483- 488).
Z  powodu  trudnoś ci w uzyskaniu  rozwią zań  zamknię tych  lub  formalnie  ś cisłych  dla  płyt
prostoką tnych  z  otworem  w  wielu  przypadkach  stosowano  metody  przybliż one,  takie
jak:  metoda  elementów  skoń czonych  ([5], s.  180),  metoda  róż nic  skoń czonych  [6]  i  jej
odmianę  —  metodę   elementów  podstawowych  opracowaną   przez  REIPERTA  [7].
W  niniejszej  pracy  podamy  formalnie  ś cisłe rozwią zanie  pł yty kwadratowej  z  centrycznie
poł oż onym  otworem  kwadratowym.  Rozwią zania  zostały  uzyskane  za  pomocą   pojedyn-
czych szeregów Fouriera.

W  punkcie  pierwszym  podajemy  metodę   rozwią zania  zagadnienia  płyty  kwadratowej
swobodnie  podpartej  na  obwodzie  zewnę trznym;  brzeg  otworu,  zwany  dalej  brzegiem
wewnę trznym,  może  być  utwierdzony,  swobodnie  podparty,  utwierdzony  przesuwnie
lub  swobodny.

W  punkcie  drugim  szczegółowo  rozpatrzono  płyty,  na  które  działa  obcią ż enie  q —
=  const,  symetryczne  wzglę dem  wszystkich  osi  symetrii  pł yty.

Przypadek  graniczny —  pł yta  peł na —  został   rozpatrzony  w  punkcie  trzecim.  Moż li-
woś ci  rozszerzenia  proponowanej  metody  na pł yty  o innym kształcie i  innych  warunkach
podparcia  brzegu  zewnę trznego  podano  w  punkcie  czwartym.  Praca  jest  zakoń czona
przykł adami  liczbowymi.  W  całej  pracy  zakł adamy, że  rozpatrywane  płyty są   izotropowe
o  stałej  sztywnoś ci  D.

1.  Metoda  rozwią zania  zagadnienia

Rozpatrujemy  pł yty  pokazane  na  rys.  1.  W  rozważ anych  pł ytach  wyróż niamy  dwie
osie  symetrii  pokazane na  rys.  la.  Z pł yty kwadratowej  wyodrę bniamy  płyty prostoką tne,
każ da  o wymiarach  ax  c  (rys.  lb). Wprowadza  się  cztery ukł ady współ rzę dnych, pokazane
na  rys.  lc.

Korzystając  z  zasady  superpozycji,  dowolne  obcią ż enie  działają ce  na  pł ytę   q(x,y)
moż na rozłoż yć na cztery  schematy, które kolejno  oznaczymy:  S- S, S- A, AS,  A- A  (rys. 2).
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Funkcję   ugię cia  W^x^y  ̂ pierwszej  pł yty  prostoką tnej  moż emy  zapisać  nastę pują cym
wzorem
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Korzystając  z  symetrii  zagadnienia,  funkcję   ugię cia  dla pł yt  prostoką tnych:  drugiej,

trzeciej  i czwartej  wyraż amy  przez funkcje  wystę pują ce  w (1.1):

W2{x2,y2) =  Wfs(a- x2,y2)+Ws

1

A(a- x2,y2)- Wf(a- x2,y2)-

- Wi\a- x2,y2\

V  »n (*3, y3) -   M/ f (x3, j 3 ) -   ^ ^ ( A- 3 , ^,) -  Wf(x3,  y3) + Wi\x3,  y3),

WA(xA, yA)  = Wfs(a- x4,  y^)- WlA{a- x  ̂ y^+Wfia- x^y^- WVia- x^y^).

Z powyż szego  wynika,  iż rozwią zanie  zagadnienia pł yty kwadratowej  z otworem  sprowa-
dza  się  faktycznie  do rozwią zania  płyty  prostoką tnej  oznaczonej  na rys. lb numerem
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pierwszym.  Płyta  ta jest  podparta  swobodnie  na  trzech brzegach, a na czwartym  brzegu
wystę pują   niecią głe  warunki  brzegowe.  Sposób  podparcia  oraz  przyję ty  w dalszych  roz-
waż aniach  układ współ rzę dnych pokazano na rys. 3.
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Zależ noś ci  m ię dzy  wielkoś ciami  geometrycznymi  lub  statycznymi  na  brzegu  y  — 0
a  odpowiedn imi  im  wielkoś ciami  wzdł uż  lini i  x  = c i ^ = a - c d la  wszystkich  schematów
obcią ż eń  zestawiono  w  tablicy  pierwszej.

Tablica ł

Funkcja

W(.r, 0) =

<Py(X,0)m

My(x,0) =

Vy(x,0) =

Schemat
znak  funkcji
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Funkcja

W(c,  c- y)\ ,.x

mc',y)\y~x- c'

<Px(c, c- y)\y=x

<PX(Ć ,y)\ y= :X- c'

Mx(c> c- y)\y= x

MAc',y)\ymX- c

Vx(c,  c- y)\ymx

Vx(c',y)\ y-x- c'

Przedział

0 < x <6 c

c' < x ^ a

J

2

1

2

1

2

1

2

Wprowadź my  nastę pują ce  oznaczenia:

(1.3)

;)  =  ®x(x,y)  =   fI> y(x, y)  funkcja  ugię cia,

<Py(x,y)  =  $$(x,y),  (px{x,y)  =  $l(?C,y)  ką ty  obrotu,

My(x,y)  = ®l(x,y),  Mx(x,y)  =  $%(x,y)  momenty  zginają ce,

Vy(x,y)  =  0$(x,y),  Vx(x,y)  =  $i(pt,y)  zastę pcze  siły  poprzeczne.
Korzystając  z  oznaczeń  (1.3),  zależ noś ci  z  tablicy  pierwszej  moż na  przedstawić  ogólnie
za  pomocą   funkcji:

p+J+lcPi(c,c- y)\y=x  0<x<c,

c,0)(1.4)  < ^(*,0) =

gdzie ; =   1,2,3,4,

C < X <  Ć ,

c'  < x  < a,

C  =   a — c,

{0  gdy  oś  I,  I I  — oś  symetrii  (S),

1  gdy  oś  I,  I I  — oś  antysymetrii  04).
Aby  spełnić warunki brzegowe dla x  = 0 i x  — a, funkcję   ugię cia płyty  W{x,  y) wyraż amy
za  pomocą   pojedynczego  szeregu  Fouriera  o postaci

(1.5)

gdzie  «,„  =   mnja.

W{x,y)= Wm{y)ń namx,



190  G.  JEMIELITA

Podobnie  wyraż any  obcią ż enie  zewnę trzne

oo

(1.6)  q{x,y)  =   J£"  qm{y)s\namx,
ni = l,2, ..

gdzie
a

2  f
9m(y)  -   —  ^ ( x, ^ ) sin a„ , ^ .̂

0

Po  podstawieniu  (1.5)  i  (1.6)  do  równania  róż niczkowego  pł yty  o  stał ej  sztywnoś ci  D

(1.7)  DV2V2W  =   q

otrzymujemy  ukł ad  rozdzielonych  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  o  stał ych  współ-
czynnikach  (por.  [4], s.  315).  Cał ka  tak  otrzymanego  równania jest  postaci  (por.  [4],  s.
323)

(1.8)  Wmiy)  =   Amchamy+B,namyshamy  +  Cmshamy+Dmumychamy+Wm(y),

gdzie  A„„  B,„,   C,„, D m są  stał ymi cał kowania,  Wm  jest  cał ką  szczególną  o  postaci  (por.
[4],  s.  315)

y

na\  w  (  \  C  y.m{y- t)ch.am(y- t)- ś h.u.m{y- t)
(1- 9)  Wmą(y)=  T- j- pr  qm{t)dt.

Do  wyznaczenia  mamy cztery  nieznane grupy  stał ych. Eliminujemy  dwie  z nich wykorzy-
stując  warunki  brzegowe  na brzegu  swobodnie  podpartym y  — c, gdzie  mamy:

(1.10)  W(x,  c)  =   My{x,  c)  =   0.

Wykorzystanie  powyż szych  warunków  prowadzi  do  nastę pują cego  wyraż enia  na  funkcję
W(x,y):

CO

my- - ^[fVm(c)- - -2

- y)

gdzie

«  c
u,„  =  amc  =  mn —.

a
N a  cał ym obszarze pł yty prostoką tnej  obowią zuje  postać  funkcji  ugię cia  pł yty  (1.11).

Aby  otrzymać  kąt  obrotu  ęy,  moment zginają cy  My  oraz  zastę pczą  siłę  poprzeczną  Vy,
należy na funkcji  ugię cia  (1.11) wykonać  znane operacje  róż niczkowe. Korzystając  z ozna-
czeń  (1.3) zapisujemy  wyż ej wymienione wielkoś ci  w  nastę pują cej  postaci:

00

(I   \2\  & i ( x v)  =  V  O* (v\<ima  x  7 — 1  2  1  4
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gdzie

Ql(y)  -

v —  oznacza  współ czynnik  Poissona.
N a  osi  x  wystę pują   pewne  wielkoś ci  geometryczne  i  statyczne.  Wielkoś ci  te  na całym

brzegu  płyty y  — 0 rozwijamy  w pojedyncze  sinusowe  szeregi Fouriera o postaci

co

(1.13)  0J

y(x,O)=  V  AJ

m$m«mx,  7 = 1 , 2 , 3 , 4,
m=l,2,..

gdzie
a

2  C
AJ

m  =  -   0J

y(x,  0)sma.mxdx.
o

Wykorzystując  zależ noś ci  (1.4), wielkoś ci  AJ

m  obliczamy  z nastę pują cych  równoś ci:

(1.14)  AJ

m =  Ri+S{,

(1.15)  Ri  - - =  _ ( ( - l) *t+ 1+ ^  f $i(c, c- x)sinamxdx  + (- l)kn  f  0i(c',x~c')smoimxdx).
a  b  d

c'

(1.16)  SJ

m -  |  J

j=   1,2,3,4,  c'  =  a- c.

Wystę pują ce  w  (1.15)  poszczególne  wielkoś ci  geometryczne  i  statyczne  0j

x  otrzymujemy
wykonując  pewne  operacje  róż niczkowe  na  funkcji  ugię cia  (1.11).  Ogólnie  moż na  to
zapisać  nastę pują co:  '

(1.17)  H{x,  y)  -   U[W{x,  y)),  7 = 1 , 2, 3, 4,

gdzie L J  oznaczają   operatory  róż niczkowe  o postaci
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Dla  y  -   O szeregi  (1.12) i (1.13) przedstawiają  tę samą  funkcję,  więc dla każ dego7 speł nione
są  nastę pują ce  równoś ci:

(1.18)  Ai  -   R i + S i  =  QUO),  J-1,2,3,  4.

Każ da  z  powyż szych  równoś ci  przedstawia  nieskoń czony  ukł ad  równań, ponieważ  wiel-
koś ci  AJ

m  dane  są  w  postaci  nieskoń czonych  szeregów,  w  których  pod  znakiem  sumy
wystę pują  nieznane stałe Q,  D- ,  [por.  (1.11),  (1.15) i  (1.17)].

Równoś ci  (1.18)  bę dziemy  kolejno  nazywali:

1)  dla  j  =   1 —warunkiem  brzegowym  na  ugię cie,
2)  dla  j  — 2 — warunkiem  brzegowym  na  kąt  obrotu,
3)  dla  j  = 3 — warunkiem  brzegowym  na  moment  zginają cy,
4)  dla  j  = 4 — warunkiem  brzegowym  na  zastę pczą  siłę  poprzeczną.

W  przypadku  gdy  brzeg  wewnę trzny  nie doznaje  ugięć  lub  obrotu,  to  na  podstawie
(1.16)  mamy  odpowiednio:

(1.19)  S&- - 0,  5 5 - 0.

Jeż eli  na  brzeg  wewnę trzny  dział ają  znane  momenty  M(x)  dla  c  <  x  <  c  lub  znane
obcią ż enie brzegowep(x),  to wielkoś ci  S%  i SjJ  odpowiednio wynoszą:

c '

2  f
51,?, =  —  I   M(x)sina.,„xc/ x,

CL *J ,

(1.20)

a

W  funkcji  ugię cia  (1.11) pozostają  nieznane dwie  grupy  stał ych  C,„ i  £>,„.  Stałe  te  wyzna-
czamy  na  podstawie  (1.18),  (1.19)  i  (1.20)  z  nastę pują cych  nieskoń czonych  ukł adów
równań:

1)  dla  pł yty  z  otworem  zamocowanym:

(1.21)  ai- fli(0),  2?*

2)  dla  pł yty  z  otworem  swobodnie  podpartym,  obcią ż onym  dodatkowo  momentem
zginają cym  M(x):

c'

(1.22)  Rl  =  fli(0),   j?» +  i  f M(x)smamxdx  = fi»(0),

3) dla pł yty z otworem zamocowanym przesuwnie, obcią ż onym dodatkowo obcią ż eniem
brzegowym  p(x):

e'

(1.23)  / ja =  fl»(d),  /?* + i  f  ^(AOsina^Trf.v  =   fi*(0),
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4)  dla pł yty  z  otworem  swobodnym,  dodatkowo  obcią ż onym  momentem  zginają cym
M{x)  oraz  obcią ż eniem  brzegowym  p(x):

c'

Rm + — J  M(x)smamxdx  =   Q*(0),

(1- 24)

{  p(x)sina,„xdx  =
et

c

2.  Schemat  S- S

Rozpatrzymy  teraz  szczegół owo  przypadek  obcią ż enia  symetrycznego  wzglę dem
wszystkich osi symetrii  pł yty. N iech na pł yty pokazane na rys.  1 działa na cał ym obszarze
pł yty  obcią ż enie  q =   const.  Korzystając  z  rozważ ań  podanych  w  punkcie  pierwszym
uzyskano  nastę pują ce  nieskoń czone  ukł ady  równań  dla poszczególnych  warunków  brze-
gowych :

1)  warunek  na  ugię cie

00

(2.1)  y  lci(.aim&m6t+d imthdd+Di[b im&wdt+- ^dtm\ \   =  Qi\
1 = 1,3,5,..  *   c  i  / )

2)  warunek  na  kąt  obrotu

(2.2)  y  j{C i(aimcos0i  + (3;„,)+ A(^ mcoSOi +  ( U } =   Ql\
/ =1,3,5,..

3)  warunek  na  moment  zginają cy
co

(2.3)  2  H ^ O ~v) (oi»8inflł :-  dh,rtflO + AI   sin0i((l - J- )6lm- 2
1 = 1 , 3 , 5 . ..  *•

4)  warunek  na  zastę pczą  siłę  poprzeczną
00

(2.4)  ]£  i*   {Ct(l  - v)(«,,„cos0,-   dim)  +D ([cos^((1  - v)bim  +2(2- v)aim)•
(=1,3,5,..

gdzie  m — 1, 3, 5,  ...
5im  oznacza  deltę  Kroneckera,

et  =  mi,  s -  4>

(2.5)  (

4 :  I   ®  2im

/   * 2+ m 2  J
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(2.6)

qa«
mnD . = 1,3,5.

(mn)4 >• „,+. (0,„-2th0„,)

1ÓCOS0, • [­ 96

ch-

00

-I
i = l,3,5,..

^­cosflJ.

ch inn

16cosg

ch mn

,— (3-v)sh-

(2.7)

1

./im = ^im

i2(i2+m2)chdi'

i2

rm  =

i2+m2  2
mn

2 c h * ^

WOT

c h
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Przy  wyprowadzaniu  wzorów  na  wyrazy  wolne  (2.6)  wykorzystano  nastę pują ce  sumy
szeregów:

2"  ^  =  (̂1- 21),  2  ^ - ^ d "
/ "  1,3,5, . .

<Ć J  i2+m2  4m
135(- 1,3,5,..

!= 1,3,5,..

mn

rrm

cosinę

(2.8)

2
(= 1,3,5,.. (- 1,3,5,..

sh mn

1 = 1,3,5...
Ki2+m2)2

4m*ch mn
mn  ,  mn

,  mn
~2~

gd z ie l^c / a,  0 <  f  <  1/2.

Dla  płyt  pokazanych  na  rys.  1  należy  kolejno  rozwią zać  nastę pują ce  układy  dwóch
nieskoń czonych  układów  równań:

1)  dla  płyt  pokazanych  na  rys.  la
układy  (2.1)  i  (2.2),

2)  dla  pł yt pokazanych  na  rys.  lb
układy  (2.1)  i  (2.3);

3)  dla  płyt  pokazanych  na  rys.  lc
układy  (2.2)  i  (2.4);

4)  dla  płyt  pokazanych  na  rys.  Id
układy  (2.3)  i  (2.4).

7  Mechanika  teoretyczna
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3.  Pł yta  peł na  —•  przejś cie  graniczne

Rozpatrzymy  szczegół owo  przypadki  szczególne  dla  £ =   c/ a  =  1/2  (tj.  dla  pł yty
peł nej)  przy  obcią ż eniu  q  =  const.  Przy  £ =  1 /2 dla  wszystkich  rozpatrywanych  podparć
brzegu  wewnę trznego  nieskoń czone  ukł ady  równań  (2.1),  (2.2),  (2.3)  i  (2.4)  są  ukł adami
jednorodnymi. Powyż sze  stwierdzamy  na podstawie  (2.6)  i  (2.7), gdzie  dla  £ =  1/2  mamy:

cos——  =  ;• „, =  pm  =  0,  ni  =   1, 3,  5,  ...

( 1 1 )  Qi  =  Q  dla  7 = 1 , 2 , 3 , 4.

3.1.  P ł yta  z  brzegiem  wewnę trznym  utwierdzonym  przesuwnie  i  brzegiem  wewnę trznym  swobodnym.

Dla  takich  pł yt  przy  £ =  1 /2  otrzymujemy  nastę pują ce  ukł ady  równań  [por.  (2.2),
(2.3),  (2.4)  i  (3.1)]:

1)  dla  brzegu  wewnę trznego  utwierdzonego  przesuwnie

Cm+Dm  =  0,
( 1 2 )

2)  dla  brzegu  wewnę trznego  swobodnego

_  , .  .  ,  mn  ,  / .  ,  mn  ,
- Cmm

2{\   - v ) t h - =-   ~D„,m2  | 2 t h —  + (1

00  z3sin—
H  _  2\

-   — - *  i ^  •   — —  ^ %  — — _

r.  _.   ...   J.  i_  \   /).  _,,

=  0,

n  2  JLJ
1= 1, 3 , 5 . ..  i =  l , 3, 5, ..

Ł atwo jest wykazać,  że jedynymi  rozwią zaniami  tych ukł adów są stałe

(3.4)  C,„  =   D,„   =  0.

Wstawiając  powyż sze  do  (1.11)  dla  Wm  =   ~=——rj- ,  otrzymujemy  znane  rozwią zanie

dla  pł yty peł nej zginanej  stał ym obcią ż eniem  ą  =  const  (patrz  [8] s.  118).

3.2.  Pł yta  z brzegiem  wewnę trznym  utwierdzonym  i  swobodnie  podpartym.  Przypadek  ten  jest
o  wiele  bardziej  interesują cy  od  poprzedniego,  a  to  ze  wzglę du  na  to, że  przy  £ - »•   1/2
brzeg  wewnę trzny  sprowadza  się  do  punktu.

N a  podstawie  (2.1),  (2.2),  (2.3)  i  (3.1)  przy  £ =  1/2  otrzymujemy  nastę pują ce  ukł ady
równań:
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1) dla  brzegu  wewnę trznego  utwierdzonego

.  .  mn  .  .  in
4 sin

mn

n

cm

i - l , 3 ,5

4 sin  - y-

+ A„   «=   0;

2
. . .2

Ć J
1.3,

1

5

/ (Z 2
—  OT2)sin- = -

ii 2+m2)2

2)  dla  brzegu  wewnę trznego  swobodnie  podpartego

równania  (3.5)x,
( 3 ' 6 )  równania  (3.3)i.

Trywialnym  rozwią zaniem  ukł adów  (3.5) i  (3.6) jest  rozwią zanie  (3.4), które  odpowiada
płycie  pełnej  niepodpartej  wewną trz  obszaru  pł yty.  Ponieważ  w  wyniku  przejś cia  gra-
nicznego  f  - >•   1/2  powinniś my  uzyskać  rozwią zanie  dla  płyty  pełnej  podpartej  w  ś rodku
punktowo,  przeto  muszą   istnieć  niezerowe  rozwią zania  ukł adów  równań  (3.5)  i  (3.6).
Istnienie  takich  niezerowych  rozwią zań  wykaż emy  bezpoś rednim  rachunkiem.

Z  drugiej  grupy  równań  ukł adu  (3.5)  otrzymujemy  zależ ność  mię dzy  stałymi  C„,   i D,„
postaci:  ,  • •

C  =  — D

Wstawiając  powyż sze  do  pierwszej  grupy  ukł adu  (3.5)  oraz  do  ukł adu  (3.6)  otrzymujemy
nastę pują ce  róż ne nieskoń czone  ukł ady  równań:

/   \   8  V°V  ' 3 s i n- y-
(3.8)  C,„  |  t h - ^  ~mir\ ~ i " s i n ~T  2J  Ci  (i2+m2)2  =  °'

(3.9)  Cmnr
,  mn  mn  /  ,  mn  mnth  +   + v  / t h - -

2

8  mn  I   V  n  '  " "  2

  2  V  -   Sm~2
Sin  —- r—  I   /   Ci- r- T.  T^r  +m  V  /   C;- TTó  rrr,

( =  1,3,5

Rozwią zania  obu powyż szych  ukł adów przewidujemy  w postaci :

.  mn
sin——

gdzie A  jest  dowolną   stał ą.
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Wstawiając  (3.10) do  (3.8)i  (3.9)  kolejno  otrzymujemy:

(3.11)
1  / .,  i

—r/ th-
m5

1

2ch2 mn O'2 + «2 ) f = 0 ,

(3.12)
2 V

x  /   (/ 2+ m2)
/ = 1,3,5„

=r =  0.

Jeż eli wię c (3.10) jest  rozwią zaniem  ukł adów (3.5) i  (3.6) to  muszą   być  spełnione równoś ci
(3.11) i (3.12). Na  podstawie  (2.8)3 oraz (2.8)2 stwierdzamy  spełnienie powyż szch  równoś ci.
Rozwią zanie  (3.10)  ma  prostą   interpretację   fizyczną.  Jeż eli  założ ymy,  że  q  =  0,  wtedy
Wm  =  0, wstawiając  teraz  rozwią zanie  (3.10)  do  (1.11)  otrzymamy  rozwią zanie  dla pł yty
pełnej,  obcią ż onej  w  ś rodku  siłą   skupioną.  W  naszym  przypadku  przy  ą   =  const  rozwią -
zanie dla |  =  1/2, tj. dla płyty podpartej punktowo, otrzymamy wstawiając  (3.10) do  ( l . l l ) .

Stałą  A  wyznaczamy  wtedy  z warunku

=o.

4.  Płyty  o  innych kształ tach  i  innych  warunkach  podparcia

Sposobem  opisanym  w punkcie pierwszym  moż na znajdować  ugię cia  dla  pł yt  o niety-
powych kształ tach charakteryzują cych  się  jedną   osią   symetrii  (rys. 4).

I
a

H

Rys.  4

Przedstawiając  funkcję   ugię cia  iV(x, y)  pojedynczym  szeregiem  kosinusowym  o postaci:

00

W(x,y)=  2"   W^
w- 0,1,2,

Rys.  5
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moż emy  otrzymać rozwią zania  dla  pł yt pokazanych na rys.  5. Korzystając  z rozważ ań  da-
nych  w  punkcie pierwszym  przy  wykorzystaniu  tylko  pierwszego  z warunków  (1.10), za-
gadnienie znajdowania  ugięć  pł yt  pokazanych  na rys.  6 sprowadzić  moż na do zagadnienia
rozwią zania  ukł adu  trzech nieskoń czonych  ukł adów równań.

\   W/ / / / A  •

\ 1

\

V/ / / / / A- - -

V/ / / / / A

•
W/ / / / A

\ IJ
1  J

\ \  '

a

1

|
1

r—J Nn
Rys. 6

5.  Przykł ady  liczbowe.  Wnioski

N a  podstawie  rozważ ań  danych  w  punktach  1 i 2  uł oż ono  program na  EMC «Odra»
1204  pozwalają cy  na  obliczanie  wielkoś ci  geometrycznych  i statycznych  dla  pł yt  pokaza-
nych na rys.  1 poddanych zginaniu  obcią ż eniem q =  const.

W tablicach 2, 3, 4 i 5 zestawiono wartoś ci ugię ć, ką tów obrotu i momentów  zginają cych
dla pł yt z brzegiem  wewnę trznym utwierdzonym oraz brzegiem swobodnym przy  rozwią za-
niu  ukł adu 2 x 50  =  100  równań.

Przyję to  £ =  c/ a  =   0,250, v  =  0,3.

5.1. Wnioski.  Poprawność rozwią zań  stwierdzono  na  podstawie:
1)  badania stabilnoś ci  ukł adu  nieskoń czonych ukł adów równań,
2)  stopnia speł nienia warunków  brzegowych  dla y =  0,
3)  stopnia speł nienia symetrii wzglę dem  osi T-I  i  I I - II   (rys.  la) wielkoś ci geometrycznych

i  statycznych.

Stabilność ukł adu nieskoń czonych ukł adów równań badano rozwią zując  kolejno 2x5  =
=  10, 2 x 10  = 20, 2 x 20  =  40, 2 x 50  =  100 równań ,.

Wię kszość uzyskanych  rozwią zań jest stabilna,, ale dla pewnych wartoś ci współ czynnika
I   w  przypadku  brzegu  wewnę trznego  utwierdzonego  przesuwnie  wystę puje  niestabilność
rozwią zań.  Podobną numeryczną  niestabilność  rozwią zań  zaobserwowano  stosując  meto-
dę Levy'ego dla pł yt o cią gł ych warunkach  brzegowych  [9].

Wydaje  się,  że usunię cie  pewnych  niestabilnoś ci  rozwią zań  moż na  uzyskać  przez:

1)  stosowanie  EMC o duż ej dokł adnoś ci,
2)  modyfikację  ukł adów (2.1)- (2.4) dla  duż ych wartoś ci  /  oraz m,

3)  branie do rozwią zywanego  ukł adu  równań wię kszej  liczby  równań ze sł abszego  wa-
runku  brzegowego.

Stopień speł nienia warunków  brzegowych  zależy  od danego warunku, współ czynnika £
i rozwią zywanej  liczby  równań. Ze wzrostem  liczby  równań wzrastał  też stopień speł nienia
danego warunku  brzegowego i stopień speł nienia symetrii.  Najlepiej  speł nione są warunki
geometryczne  dla pł yty z otworem  utwierdzonym.



Tablica  2

1

X

a

0

1

20
2

20

3

20
4

20

5

20

8

20

10

20

2

D

qa*

0

1,715

2,586

2,298

1,105

0,0078

0,0001

0,00009

Brzeg  otworu  utwierdzony  f «=
a

3

D
My(x,  0) —~ 103

0

1,081

1,327

0,088

- 2,633

- 27,265

- 7,970

- 7,926

4

D
Af*( A, 0) ~ r !0

0

3,586

4,753

3,580

- 0,787

- 18,654

- 2,290

- 2,292

= 0,250

5

MJx,x)~  -  103

qa

0

1,550

3,318

3,538

5,695

- 27,265

6

D
Mx(x,x)  JO3

qa1

0

1,551

3,318

3,538

5,694

- 18,654

Tablica  3

1

Ł
c

I

4

5
3

5
1

2
2

5"

1

5
0

Brzeg  otworu

2

0

1,457

2,106

2,030

1,713

0,674

0,00009

utwierdzony  |  =  0,

3

n  vi  Ifl 4

-   3,254

- 2,288

- 0,229

0,818

1,667

2,153

- 0,0045

250

Ad

4

0

3,434

4,360

3,884

2,786

- 1,260

- 7,926

[200]



Tablica  4

1

X

a

0
1

20
2
20
3
20
4
20

5
20

6
20
7
20
8
20
9
20
10
20

2

qa2

0

0,282

0,554

0,810

1,049

1,274

1,478

1,644

1,765

1,839

1,864

Brzeg  otworu

3

D

0

0,399

0,714

0,913

0,999

0,386

-0 ,018

0,010

-0 ,008

0,007

-0 ,007

swobodny f => —
a

4

Mx(.x, 0)—
qa

0

0,514

0,804

0,904

0,804

0,737

1,441

1,621

1,735

1,783

1,806

= 0, 250

5

D

"X'X  qa2

0

0,204

0,529

0,806

0,921

0,386

6

MAx.x)-^^2

qa2

0

0,204

0,530

0,808

0,925

0,737

Tablica  5

Brzeg otworu swobodny | = 0,250

1

.V

a

5
20
4
20
3

20

5
40
2
20
1

20
0

2

la \ D
\ 4 / <7#*

0

0,282

0,554

0,684

0,809

1,048

1,274

3

(a \ D

\ 2 ' / qa*

0

0,391

0,773

0,960

1,143

1,503

1,864

4

I"   \ °My\2'y)qa
2'

0

4,966

7,430

7,724

7,397

4,897

-0,067

1201]
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Symetria  wielkoś ci  geometrycznych  i  statycznych  wzglę dem  osi  I - I   i  II—I I   zarysowała
się już przy  niewielkich  ukł adach równań.  D la ukł adu 2x50  =  100 równań,  symetria  jest
wystarczają ca  (por. tablice 2, 3, 4, 5) dla ugięć —  we wszystkich  punktach, dla momentów
Mx  i My  — wszę dzie  z wyją tkiem  otoczenia naroża  wewnę trznego.

Rozwią zując  ukł ady  równań  (2.1)- (2.4)  dla  £ =  0,125,  0,250,  0,3333,  stwierdzono,  że
im  mniejsza  wartość  |  tym  nieskoń czone ukł ady równań  są  bardziej  stabilne, wzrasta  sto-
pień  speł nienia warunków  brzegowych  i  stopień speł nienia symetrii.

Ogólnie moż na stwierdzić,  iż metoda podana w niniejszej  pracy  nadaje  się do  realizacji
numerycznej  oraz że wymaga  dalszego  badania na EMC o wię kszej  dokł adnoś ci i wię kszej
pojemnoś ci  pamię ci operacyjnej  od EMC «Odra»  1204.

Pragnę  w  tym  miejscu  podzię kować  mgrowi  inż.  A.  CZECHOWSKIEMU za  sprawdzenie
szeregu  przekształ ceń oraz za  pomoc w  wykonaniu  pewnych  obliczeń  na EMC.
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P  e 3 io  M e

H 3rHB  KBAflPATHOH  IIJIHTŁ I  C  HEHTPAJIBHO PACnOJIOKEH H Ł IM
KBAflPATHBI M   OTBEPCTHEM

B pa6oie flaeTCH $opMajn>HO To^Hoe peniemie  3aflaiH  H3rn6a ynpyroił   KBaapaTHoii nnHTbi c i^eHTpaJib-
KBaflpaTHMiw  oTBepcTHeM.  PeiiieHHe  no3BojraeT  yflOBJieTBOpHTt  JIIOSMM  HenpepbiBHbiM   KpaeBbiM

ycnoBjMM  no KOHTypy  OTBepciHH fljiH  miHTbi  CBo6oflno  onupaiomeHCH no BHeumeMy  Komypy  (pnc.  1).
I I p n  HcnoJiB3OBaHHH CHMMeTpHH 3afla^ia  HaxowfleHHH  nporn6a  njiHTbi  c oTBepcraeM  cBeflena  K  Haxo>i<-

nporH6a  npHMoyroJiŁ Hoń  njiHTbi  c  npepbiBHbiMii  KpaeBbimH  ycJiOBHHMH  (puc.  3). IIpHMeHeHHe
pnfloB  O yp te  (1.5) CBOflHT 3afla ŷ K peuieHHto flByx 6eci<OHe^iHbix  CHCTCM  ypaBHeiniH.



ZG IN AN I E  PŁYTY  KWADRATOWEJ  Z  CENTRYCZNIE  POŁOŻ ONYM   OTWOREM   203

Summary

BENDING  OF  A  SQUARE  PLATE  WITH  A  CENTRALLY  LOCATED  SQUARE HOLE

The paper  presents  a  formally  accurate solution  of  the problem  of  bending  of  an elastic  square  plate
with  a  central  square  hole. The solution  makes  it  possible  to  account  for  arbitrary  continuous  boundary
conditions along the edge of the hole  under  the assumption  that the outer edge of  the plate  is  simply  sup-
ported  (Fig.  1). Due  to  the  symmetry  of  the  problem,  the  problem  of  determination  of  the  deflections
of  a  plate  with  a  hole  is  reduced  to  the  problem  of  bending  of  a  rectangular  plate under  discontinuous
boundary  conditions  (Fig.  3). Using  simple  Fourier series  (1.5), the problem  is  reduced  to  the  solution
of  a  system  of  two  infinite  sets  of  equations.

POLITECHNIKA  WARSZAWSKA
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