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- W pracy [6] sformuiowano analogi¢ statyczno-geometryczna w teorii powlok siatko-
wych, opisanych za pomoca réwnan dyskretnego ofrodka Cosseratéw. [stnienie analogit
statyczno-geometrycznej w liniowej teorii dyskretnych oérodkéw Cossertéw wykazano
réwniez w pracy [2].

Te sama analogi¢ dla powlok siatkowych, opisanych za pomoca réwnan rézniczkowych
w przypadku, w ktérym modelem obliczeniowym jest dwuwymiarowy widknisty osrodek
Cossertoéw, sformulowano w pracy [4].

W cytowanych pracach nie analizowano jednak réwnan opisujgcych stan tarczowy
i ptytowy; w pracy [2] ograniczono si¢ jedynie do podania réwnaf przemieszczeniowych
dla wymienionych przypadkdéw. Analize takg przeprowadzono w niniejszej pracy. Pozwolita
ona sformulowaé inna analogic o pewnym znaczeniu praktyczoym. Jest nia analogia
tarczowo-ptytowa. Zachodzi tu formalne podobienstwo do znanej analogii w klasycznej
teorii tarcz i plyt, obciazonych tylko wzdiuz brzegdw, a polegajacej na podobienstwie
rownania naprezeniowego tarczy

ViV =0
i réwnania przemieszczeniowego plyty

ViViw =0,
Ta klasyczna analogia, jak wiadomo, znalazta zastosowanie w eksperymentainych bada-
niach stanu napreZenia tarcz. '

Przedstawiona w tej pracy analogi¢ prawdopodobnie bedzie mozna w podobny sposdb
wykorzysta¢ w zagadnieniach dZwigaréw siatkowych. W punktach 1-3 omdwiono te
analogi¢ oraz réwnania regularnych tarcz i plyt siatkowych, utworzonych z dwdch rodzin
pretéw sztywno ze sobg potaczonych w wezdach i opisanych za pomoca#réwnan dyskretnej
teorii sprezystosci [1]. Oprécz tego zaloZono, ze wszystkie oczka siatki maja jednakowe
ksztalty i wymiary. W punkcie 4 oméwiona jest analogia tarczowo-ptytowa w kontynualnej
teorii dZwigaréw siatkowych. Modelem obliczeniowym jest w tym przypadku dwuwymia-
rowy o§rodek widknisty Cosseratéw [3].

W pracy stosowana jest konwencja sumacyjna. Wskazniki k, I, m, n, ... oraz K, L, M,
N, ... Brzebiegajac ciag 1,2, wskazniki 4, @, ... przebiegaja ciag I, II. Symbole 4,¢(d)
oraz 4,¢(d) oznaczaja prawe i lewe réznice funkcji @(d) [1]. Pochodna kowariantng
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oznaczono kreska pionowa. Symbole ag,, i ex, oznaczaja sktadowe tensora metrycznego
1 dwuwektora Ricciego. Natomiast &, g40 1 0 0znaczaja symbole Ricciego oraz symbol
. Kroneckera. Ujecie wskaznikéw w nawias prostokatny oznacza ich alternacje, a ujecie
wskaZnika w dwie pionowe kreski oznacza, ze wskaznik ten w operacji alternacji udziatu
nie bierze.

1. Réwnania przemieszczeniowe tarcz i plyt siatkowych opisanych za pomoca réwnan dyskretnej teorii
sprezystosci

Dla stanu tarczowego jednorodne réwnania réwnowagi, zwiazki geometryczne oraz
réwnania konstytutywne wyraZaja si¢ wzorami:

LD A, TE =0,
' AuMA+ e/ I5TH = 0,
1.2 Yy = A+ 'l0,
’ ) xqg = AAW,
(1.3) T = 47+ B %s,

M = F®xq B,

dla zagadnienia za$§ plytowego maja postaé nastgpujaca [5]:

14 A T4 =0,
A ME+ e 14T = 0,
(1 5) Ng = AAu‘*—E'kllﬁ'Z)l,
. Mfi = AAvk,
w6 T4 = A4y, + B sy,

A A, 1 o4
Mg = F"ng+ B0,

gdzie Ti'i M*, v i x4, 1 i v sa kolejno skladowymi tarczowego stanu naprezenia, odksztat-
cenia i przemieszczenia, a T4 1 M, n4i #%, u i ¥* sa skladowymi plytowego stanu napre-
Zenia, odksztalcenia i przemieszczenia, 1% sa skladowymi wektora laczacego $rodek wezla
d ze §rodkiem wezla f,d, natomiast wielkoSci 41?, 44®, BA2 B® FA® FA® charaktery-
zuja wiasnosci sprezyste rozwazanych ustrojéw. Wzory dla wielkoSci A4%, 4{?, B4%,
B{?, F®, F*® podano w [5). Podstawiajac (1.2) do (1.3) oraz wykorzystujac réwnania
(1.1), otrzymamy

an A B (A gt + €4, 150) + B{®A 5o] = 0,
A,[F*%4 40 + B A gt + &b 15 0)] + & I TARS (A pu™ + €™ I3 0) + B{i® A 0] = 0.

Roéwnania (1.7) stanowig przemieszczeniowy uklad réwnan rozpatrywanych tarcz siatko-
wych.
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Podobnie uzyskamy réwnania przemieszczeniowe dla stanu plytowego, mianowicie
ZA[AA(I)(A(I,U -+ EHH;,‘Z)I)-FBA(II)A(I)'UI = O,
(1.8)  AAFEPAa0 + B4 (A pu+ e lpo™)] +
+ Ekllil[AArb(AfDu+£mn]$7)")+BAl({:A¢vm] = 0.

2. Roéwnania naprgzeniowe tarcz i plyt siatkowych

WprowadZimy nowe skladowe stanu napr¢zenia za pomocg zwiazkow
Th = sps M TP,

My = epa M7,

Ml‘l = epq 0" MY,

T, = ep,T?.

Mozna teraz réwnania (1.1) i (1.4) przedstawié¢ w nastepujacej postaci:

@.1)

Z1_[‘Aj:(,l(5] = O,
2.2) Y K
ApaMpy+ eylia T = 0,
A4 Tgy =0,
(2.3) s

A—_[AM(IB]'I‘S,‘[][IA j:'q)] = 0.
Jezeli z kolei wielkoS$ci f‘,’j, T, M % M, wyrazimy przez dowolne funkcje ¢*, ¢, v*, 9
w nastgpujacy sposdb:

Tk — Z—':ﬂpk,
(24) ¥ 1 k1
JWA = AA'(/)'I‘EHZAQD )
2.5) A = A yyk+ il

Ty= 49, ,

to tatwo sprawdzié, ze réwnania (2.2) 1 (2.3) beda spelnione tozsamo$ciowo. Zatem funkcje
@* iy sa funkcjami napreZen dla zagadnienia tarczowego, funkcje za$ y*i @ dla zagadnienia
plytowego. Korzystajac z (2.4), (2.5) oraz (2.1) otrzymamy zwiazki pomiedzy T3, M4, My,
T a funkcjami o*, 9, 9", p:

T¢ = 40, Ag¢",
2.6) ¢ ey
M = 8A¢(A¢1P+Ektlgifl’l),
M = "8, (dop' + &l ep),
2.7) k k(Ao ﬁ'l’)

T4 = eA4.

Sktadowe stanu odksztalcenia nie sa od siebie niezalezne, lecz musza spelnia¢ warunki
nierozdzielnoéci. .

Dla zagadnienia tarczowego warunki te maja postaé nastgpujaca:
A[Anlés]'i‘sktlf/l%cp] =0,

(2.8
) A[A%¢] = 0,

3 Mechanika teoretyczna
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dla zagadnienia za$ plytowego maja postac
A[A"?lb]'*'gkll?A%Eﬁ] =0,
A[A”’ri)] =0.
Warunki (2.8) i (2.9) mozna wyprowadzi¢ ze wzoréw podanych w pracy [2].
Wprowadzajac nowe sktadowe stanu odksztalcenia 7, 7, %, #* za pomoca wzoréw

(2.9)

@.10) e, =
M = & Ong, = &g,
warunki (2.8) i (2.9) przedstawimy w nastgpujacej postaci:
(2.11) At +eylizt =0, Am1=0
(2.12) . A+ llkat =0, A =0.

Zwiazki geometryczne dla sktadowych #7, 7, %, #* uzyskamy podstawiajac do (2.10)

prawe strony (1.2) i (1.5),

7 = "oy (dprt + ¢, 150),
A = e A0,

7t = " (dgu+eylio?),

RV PLR

(2.13)

(2.14)

Zwiazki odwrotne do (1.3) i (1.6) maja postaé

nh = ais T+ b M?,
%4 = faoM®+bys TP,
Na= 1o T +bs s MT,
wi = fRoMT +b,gT”.

(2.15)

(2.16)

Wielkosci @y, aus, b4o, bak, f¥, fis mozna jednoznacznie okreslié korzystajac ze
wzorow podanych w [5].

Korzystajac z (2. 15) (2 16) (2.10) i (2.1) otrzymamy zwigzki pomiedzy sktadowymi
a0, Gl % ATk T ME, M, mianowicie :

T = aklmTw‘f‘bfqiqu,

2.17) . - -
Ry
2.18) 7" = @' Tp+ b3 M,
' o, _‘fk ® MY+ T,
gdzie
a’ﬁrp = 5km 51!! ad P(ba_QIB
I(il(p = (Skm(slng Agpmfg_,["',

TAD _ QA IToyl
bk = (5“8 & bﬂ_p,

LAD _ 04 I'D
bll - 511118 [ bQ’]”‘,

~AD _

& QA4 I

e E Tdagp,

AP = goagrof
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Zwiazki (2.4), (2.17) oraz réwnania (2.11) stanowia uktad réwnar naprezeniowych tarcz

siatkowych.
Podstawowymi niewiadomymi sg trzy funkcje naprezen. Réwnania dla tych funkcii

majg postaé

A [l A + 58 (App + el ™+ el 4 LA (Ao + e ") + 6T A 5" = 0,
2.19 o .
@19) AL Ao+ eall ') +074 A5 "] = 0.

Natomiast réwnania (2.5), (2.18) i (2.12) stanowia uklad réwnan naprezeniowych plyt
siatkowych. Rédwnania dla funkcji naprezen maja w tym przypadku postaé nastgpujaca:
A3 Do+ 55 (Agp* + e W5 p)) + el T Lfir (o™ + el ) + 5% Ao ] = 0,

2.20) Lo L
( DAL (Tt + 608 ) 45 A = 0.

3. Analogia tarczowo-plytowa

Miedzy réwnaniami stanu tarczowego i stanu plytowego rozwazanych siatek zachodzi
pelna analogia. MoZna ja sformutowaé nastgpujaco: Jezeli w réwnaniach przemieszczenio-
wych (1.1), (1.2), (1.3), (1.7) dokonamy zamiany wystepujacych tam symboli wedhg
schematu

A_AHAA7 Tf(——);{i}, MAH;}A’
uk"‘”/)k, 'U""(P, nlleMfly
17 j:"/l, Aﬁlqi > ;}11{15: BI/.'MSHI;Q)I?:
FA(D PN &Avﬁ,
to otrzymamy réwnania naprezeniowe plyt (2.5), (2.12), (2.18) (2.20). Podobnie, jeZeli

w réwnaniach naprezeniowych tarcz (2.4), (2.11), (2.17), (2.19) zamienimy symbole wediug
schematu

o Pl k "

Ay Ay, Th & nj, Myo 1y,
K k ~A A

Pt e, Y u, T <> MY,

7 e TA, thﬁ'p (—-)Ff{p, bﬁ‘pe—»Bmﬁ,

~

f'DA PN AA'I',

to otrzymamy réwnania przemieszczeniowe plyt (1.4), (1.5), (1.6), (1.8).

Analogia ta obejmuje réwniez pozostale réwnania, mianowicie (2.6), (2.7) i (2.13),
(2.14); (2.2), (2.3) i (2.8), (2.9). Ogélnie mozna wigc powiedzieé, ze zamieniajac odpowied-
nio symbole w dowolnym réwnaniu zagadnienia tarczowego, otrzymamy odpowiadajace
mu réwnanie zagadnienia plytowego i odwrotnie, dokonujac takiej zamiany w dowolnym
réwnaniu zagadnienia plytowego otrzymamy odpowiednie réwnanie zagadnienia tarczo-
wego.

3*
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4, Analogia tarczowo-plytowa dla diwigaréw, ktérych modelem obliczeniowym jest dwuwymiarowy widkaisty
' ofrodek Cosscratéw

W poprzednim punkcie pracy omdwiono analogig tarczowo-plytowa dla regularnych
siatek pretowych, opisanych réwnaniami dyskretnej teorii sprezystosci. W tym punkcie
wykazemy istnienie takiej samsj analogii w kontynnalnej teorii dZwigaréw siatkowych.

Korzystajac z regut aproksymacyjnych podanych w [1] i w [5] mozna przejs¢ od réwnaf
modelu dyskretyzowanego do réwnan modelu ciagtego. Réwnania dla modelu ciaglego
przedstawimy od razu w krzywoliniowym uktadzie wspdtrzednych x¥, stosujac takie same
oznaczenia jak w pracy [3].

w " Jednorodne réwnania réwnowagi, zwiazki geometryczne oraz rownania konstytutyw-

b

ne dla zagadnienia tarczowego maja postaé [3]:

4.1) P =0, mgtexp®t =0,
4.2) . vk = | texv, #g = Vi,
4.3) PrE = AV, omR = CX gy

dla zagadnienia za$ plytowego postaé nastgpujaca [3]:

4.4) PMlx =0, m*|g+elgp® =0,
4.5) ' vk = g t+exm™,  wxy = vk,
(4.6) 17K — AKL7L5 mKL — CKLMN%MN,

gdzie pXE i m¥, ygr 1 %y, ux 1 v sa kolejno sktadowymi tarczowego stanu napreZenia,
odksztalcenia i przemieszczenia, a pX, m*", yx i gy, u i vx — sktadowymi plytowego stanu
naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia, za§ AXIMN CKL CKIMN j 4KL g5 sktadowymi
tensoréw sztywnosci sprezystej.

Réwnania dla sktadowych stanu przemieszczenia maja odpowiednio postaé [3]:

[AKLMN(ZIN‘M +€NM7))] ‘K = 0,

4,7
“.7 (C*™ |y x+exr, AX (uy |y + eyuv) = 0

dla tarczy oraz

[A* |+ ek = 0,

4.8 ¢
“8) (CEIMN g ) AR at g+ e 0™) = O

dla plyty. .
Réwnania naprezeniowe tarcz siatkowych zostaly szeroko omdwione w pracy [3],
gdzie jako podstawowe niewiadome przyjeto dwie skladowe stanu naprezenia mX oraz
jedna funkcje naprezen. Pomigdzy tymi réwnaniami i réwnaniami przemieszczeniowymi
ptyt nie zachodzi jednak analogia. Dlatego tez obecnie przedstawimy réwnania, ktére
odpowiadaja swoja budowa réwnaniom podanym w'drugim punkcie pracy.
Zwigzkom (2.1) odpowiadajg wzory:
(4.9) bxe = emxanrp™®, g = epem™,

A MN ~
Mg = eqg aypm>=", Px = C’MKPM,
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réwnaniom za$§ (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5) réwnania nastepujace:

(4.10) Pminlx; = 0, '7~7[M|K]+C’[KNﬁM]N =0,
(4.11) Pmlxr =0,  fpawlxy+enxbmy = 0,
(4.12) PxL = @Llk, Tk = px+ex ot
(4.13) mxL = Yolxtewk®, Pk = @lk-

A zatem funkcje gg 1 v sa funkcjami naprezen dla zagadnienia tarczowego, a funkcje
¢ i px dla zagadnienia plytowego. Zwiazki pomigdzy sktadowymi p**, mX, m*E, pX
_a funkcjami g, ¥, Yk, @ maja postaé:

(4.14) PKE = Mty m" = KM (plarter b,
.15) L = KN |y etag), K = gl

Warunki nierozdzielnosci odksztalcenia odpowiadajace warunkom (2.8) i (2.9) maja
postac:

(416) 'V[MIN||K]+€N[K%M] =0, %[M|N] =0,
(4.17) vl e omw =0, xpnle = 0,

a odpowiadajace warunkom (2.11) i (2.12) posta¢ nastepujaca:

(4.18) PEE e K = 0, g =0,
(4.19) Pk texe#®t =0, =X =0,
gdzie
,’)'/KL — C‘KM(ZLN’)/MN, RK — EKL%L,
KL = KM LN g K KLy,

Ostatnie zaleznoéci sg odpowiednikami wzordéw (2.10).
Réwnania geometryczne odpowiadajace zwiazkom (2.13) i (2.14) sa mnastgpujace:

(4.20) PEL = KM (L[ el ), 7% = Klo)y,
(4.21) P = XMy ey o), WL = Moy,
Zwiazki odwrotne do (4.3) i (4.6) maja postaé

(4.22) vkL = Bxomn ™Y, g = Dgrmb,
(4.23) vk = Bxrp®,  #xr = Dxranm™",

natomiast réwnania odpowiadajace zwiazkom (2.17) i (2.18) postaé nastepujaca:

(4.29) JRL = EKLMNﬁMN" 7K = DNKL";,[L’

(4.25) - PK = EKL;,L, KL — 5KLMN;,1MN’

gdzie
BKPRT _ LK ;NP ,MR ,ST Biniss, DXS = LK MS Doy,
DXPRT _ LK GNP MR ST e BES — LK eMSB, .
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Korzystajac z (4.12), (4.24) i (4.18) otrzymamy réwnania na funkcje naprezen dla zagad-
nienia tarczowego

[5KL(W|L+€LM¢M)] x =0,
(BEMMY oy | 30)] k + €= DX (I +-eaw ™) = 0.

Korzystajac zaé z (4.13), (4.25) i (4.19) otrzymamy odpowiednie réwnania dla zagadnie-
nia plytowego, mianowicie

(4.26)

[bKLMN(U’NLw +evuPllx =0,
(B pla)lx +exs DKM (g +enpe @) = 0.

A zatem réwniez w tym przypadku mozna stwierdzi¢, ze jezeli w réwnaniach przemie
szczeniowych tarcz (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) dokonamy zamiany symboli wedtug schematu:

@4.27)

L ~KL K ~K

PK xR, me ey, Ug <> Pk,
VP, YKL <> gL, K <> VK
AKLMN (—)DKLMN, CKM HBKM,

to otrzymamy réwnania naprezeniowe plyt (4.13), (4.19), (4.25), (4.27) oraz ze jezeli w réw-~
naniach napreZeniowych tarcz (4.12) (4.18), (4.24), (4.26) dokonamy zamiany symboli
wedtug schematu:

PRL < MKL, Mg > VK, g Vg,

p e, FRL oy mKL K o pK,

NKL KL RKLMN KLMN
D > A s B Rard C >

to otrzymamy réwnania przemieszczeniowe plyt (4.4), (4.5), (4.6), (4.8).

Wydaje sig, Ze najistotniejsze znaczenie ma analogia pomiedzy réwnaniami (4.26)
i (4.8).

Funkcje naprezen tarczy siatkowej musza spelniaé¢ réwnania identyczne z réwnaniami
dla sktadowych stanu przemieszczenia odpowiednio dobranej plyty siatkowej. A zatem
bedzie mozna mierzac skladowe stanu przemieszczenia plyty jednoznacznie wyznaczyé
wartoici funkcji naprezen dla tarczy. W ten sposéb mozna eksperymentalnie badaé stany
napreZenia tarcz siatkowych. Moze to mieé znaczenie dla tarcz o nietypowych ksztaltach.

5. Uwagi koncowe

W pracy [6] rozwazono powtloki siatkowe zbudowane z trzech rodzin pretéw przy
zatozeniu, Ze réznice miedzy dtugoéciami pretéw sasiednich sa wielko§ciami «matymi»
w poréwnaniu z diugosécia preta. Przy takim zalozeniu dokladno$é réwnan przemieszcze-
niowych i naprezeniowych jest rézna w ramach tej samej teorii. Trudno zatem moéwic
w takim przypadku o pelnej analogii. Z tego tez powodu w punktach 1-3 niniejszej pracy
rozwazania ograniczono do siatek, ktérych wszystkie oczka maja jednakowy ksztalt
i wymiary. Jednak znacznie istotniejsze jest zalozZenie, ze siatka pretowa utworzona jest
z dwéch rodzin pretéw. Modelem obliczeniowym jest wtedy dyskretny o§rodek Cossera-
téw, ktérego rzad struktury réznicowej m wynosi 2.
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Wydaje sig, Ze tylko dla tego przypadku mozliwe jest sformutowanie nie tylko analogii
tarczowo-plytowej, lecz réwniez analogii statyczno-geometrycznej. Co prawda w pracach
[2] i [6] dopuszczono do rozwazan dyskretne oSrodki Cosseratéw, dla ktérych m >2,
lecz nie wyjasniono istotnych problemoéw z tym zwiazanych. Miedzy innymi nie wyjanio-
no redukcji liczby warunkéw nierozdzielnoci. Na przykiad w pracy [2] wzér (3.2), na
str. 122 ma postaé

(5_1) A[;p%ﬁ] = 0.

Dla m = 3 uktad ten zawiera dziewigé niezaleznych warunkéw nierozdzielnosci, podany
za$ na tej samej stronie ukfad (3.3), w postaci ’

(5.2) e A 0k =0

dla m = 3 zawiera juz tylko trzy warunki nierozdzielnosci.

Ta sama uwaga odnosi si¢ takze do pozostatych warunkéw nierozdzielnosci. Powstaje
zatem pytanie, czy rozwigzania otrzymane na podstawie réwnan naprezeniowych, po-
danych w [2] i proponowanych w [6], w przypadku gdy m > 2, beda poprawne, tzn.
czy uzyskane na ich podstawie sktadowe stanu odksztalcenia beda spelnialy wlasciwe
warunki nierozdzielno§ci. Pytanie jest o tyle istotne, Ze mozna okreéli¢ fikcyjny stan
odksztalcenia o sktadowych spelniajacych warunki (5.2), a nie spelniajacych koniecznych
warunkoéw nierozdzielnosci (5.1), gdyz réwnania (5.2) sg sumami odpowiednich réwnan
(5.1).

Gdy m = 2 symbol €® przechodzi w symbol &% i réwnowaznoéé odpowiednich
uktad 6w jest oczywista. Natomiast w przypadku modelu ciaglego rozwazania sa poprawne
dla siatek utworzonych zardwno z dwdch, jak i z trzech rodzin pretow.
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Peawme

TIIACTHUHOYHAS AHAJIOTHA B TEOPHH ITOBEPXHOCTHBIX
CETUYATBIX HECYIIUX COOPYXKEHUH

B pabore npeacrasieHa NIaCTHHOYHASA aHATOTHA ANA JUCKPETH30BAHHOH MOJENH M JJIS HENpephIB-
HOH MOJENM CeTUaTBIX IJIACTHH.

AHAJIOTHA COCTOMT B CXOICTBE YPABHEHMA B IIEPEMEINEHHAX OIMUCHIBAIOLUMK COCTOSIHME, BBHI3BAHHOE
HAT'PY3KOH, NeHCTBYIOLEH B IIOCKOCTH CHCTEMBl H YPAaBHCHUN B HANPSDKEHMAX, ONMUCBIBAIOLUMX COC-
TOSHHE, BLISBAHHOE HATDY3KOM HelcrByIonei TNEPICHMKYISIPHO TIIOCKOCTH NNACTHHKM, 2 TaloKe
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B CXOJICTBE YPaBHeHHH B HaIPSOKEHMsIX [UISl IepBOro Ciayyast M YpaBHEHWH B NEpEMEIEHHSIX IS BTO-
poro ciyvast.

IIpencraBieHHasas aHaNOrHsi MOM(eT ObITh MCIOJIB30BaHa UL OKCIIEPHMEHTANBHOTO MCCINeIOBANHS
HATpSHKEHHOT0 COCTOSHUS B CETWATHIX ITIACTHHKAX.

Summary

PLATE ANALOGY IN THE THEORY OF SURFACE LATTICE STRUCTURES

The paper discusses the plate analogy for a discretized mode! as well as for a continuous model of
plane surface lattice structures.

Such an analogy consists in the similarity of displacement equations describing the state due to the loa-
ding acting in the plane of the system, and the stress equations describing the state produced by the loading
acting perpendicularly to the plate, as well as in the similarity between the stress equations for the second
case.

The analogy discussed in the paper may be applicd in experimental investigations of stresses occurring
in lattice plates.
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