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Laminarny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirujacymi tarczami [1-8, 12],
stozkami [9, 10] oraz powierzchniami obrotowymi [11] od dawna zwracal uwage ze wzgledu
na mozliwoéci szerokich zastosowad praktycznych zaréwno w badaniach przepltywo-
wych maszyn wirnikowych, jak i w teorii tozysk wzdluznych. Autorzy wigkszosci cytowa-
nych prac ujmuja zagadnienie przeptywu w szczelinie miedzy wirujacymi tarczami w oparciu
o réwnania warstwy przysciennej (lub o réwnania zblizone do réwnani warstwy przy-
$ciennej) dopuszczajace istnienie rozwiazan samopodobnych. W pracach [10, 12] roz-
wiazano zagadnienie przeplywu w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami stozko-
wymi i wirujacymi plaskimi tarczami wychodzac z uproszczonych zlinearyzowanych réwnan
ruchu cieczy lepkiej. W pracy [11] rozwiazano zagadnienie przeptywu w szczelinie migdzy
wirujacymi powierzchniami obrotowymi, ktérych ksztalt opisany jest funkcjami spelnia-
jacymi pewne warunki, dopuszczajace istnienie rozwigzan samopodobnych dla réwnan
warstwy przysciennej.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogdélnej rozwiazania zlinearyzowanych réwnan
ruchu ustalonego cieczy lepkiej o stalej lepkosci w szczelinie migdzy wirujacymi powierz-
chniami obrotowymi o dowolnym ksztalcie.

1. Réwnania ruchu

Rozpatrzmy przeplyw ustalony cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzchniami
obrotowymi o poziomej osi symetrii (rys. 1), z ktérych wewnetrzna wiruje z predkoécia
katowa w, a zewngtrzna — z predkoécia katowa w,. Wprowadzmy krzywoliniowy uklad
wspdtrzednych x, 0, y, przy czem o§ x niech bedzie skierowana wzdtuz linii symetrii potud-
nikowego przekroju szczeliny, o y prostopadle do linii symetrii szczeliny. Element diu-
gosci uku w przyjetym ukladzie wspétrzednych okresla wzor [1]:

ds? = dx*+ R*(x)d6? +dy?,
gdzie R(x) jest odlegloscia od osi obrotu. Zatem wspdSiczynniki Lamégo bgda réwne:
H, =1, Hy = R(x), H, = 1. Postlugujac si¢ nimi mozemy — przy zaloZeniu, Ze grubo$¢ A
szczeliny jest mata w poréwnaniu do promienia R, co wyrazi sig¢ zaleznocia

h(x) € R(x),
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przedstawi¢ réwnania ruchu cieczy lepkiej w uktadzie wspdlrzednych krzywoliniowych [13]
dla osiowej symetrii w postaci:

0V, vy R , 1 dp
R B iy S iy
|80 PO R oo, R R'zv)
"ox* T9# TR xR TR
0v, dvy R _ (v | vy R dvy R’ R
4.3 ”‘7:?+”y‘a?+7”"”°‘”(ﬁ+'?ajﬁ—+ Rox " RO
dv, do, 1 0p v, v, R av,)
-9 R N A Py TRy

oraz réwnanie ciggtoéci

1 oRey) | Ov _

(14 R ox T

gdzie primem oznaczono pochodng wzgledem zmiennej X.

ri

NV

Przyjete wczeéniej zatoZenie, Ze h(x) € R(x) pozwala po dokonaniu odpowiednich
przejé€ asymptotycznych [10, 12], wynikajacych z oszacowania poszczegélnych sktadnikéw,
sprowadzi¢ réwnania ruchu-(1.1)-(1.3) do uktadu réwnai liniowych:

R, 1 dp 0%,
@3 TR T e
0%,
L. =0
.( 0 =%
o , ol : A . adp
1.7 ' = -,
(17 N >

Réwnan tych uzyjemy do zbadania przeplywu eieczy w szczelinie.
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2. Calki ré6wnan ruchu

Rozwiazania réwnan ruchu powinny spelniaé warunki brzegowe:

2.1) © oux, £h) = 0,
2.2) vo(x, —h) = R(X)wy,  vo(x, +h) = R(X)w,,
(2.3) vy(x, £h) = 0.

Ponadto na wlocie i wylocie ze szczeliny powinny by¢ spelnione warunki brzegowe doty-
czace cinienia:

2.4 p=py» dla x=ux,,

2.5) p=p, dla x=ux,,

gdzie przez x,, oznaczono wspoélrzedna wlotu na linii symetrii przekroju potudnikowego
szczeliny, a przez X, — wspdlrzgdna wylotu na tej linii.

Calkujac réwnanie (1.6) wzgledem zmiennej y i wyznaczajac stale catkowania z wa-
runkéw brzegowych (2.2) otrzymamy

(2.6) v, = g[(w1 Fwg)— (wl—wz)%] .

Z réwnania (1.7) wynika, ze

@7 p = p(x)-
Nastegpnie calkujac réwnanie ciggloéei (1.4) w poprzek szezeliny i uwzgledniajac warunki
brzegowe dostaniemy

h h

1 2
TWR_{ vedytey| =0,
a stad wynika
)
2.8 f - G

—h

Podstawiajac warto§¢ skladowej predkosci v, ze wzoru (2.6) do réwnania (1.5) otrzymamy
po scatkowaniu i uwzglednienin warunku brzegowego (2.1) oraz zaleznoéei (2.7):

_ 1 dp , .5 2
2.9) vx—'mﬁ(y —hH)— ™ a7 (W1 —w,3)* —

RR' [y4 —pt
12h%

3__.2 2__ 12
_%&(wg_wg)ﬂ 2h (w1+w2)2].

Po uwzglednieniu powyzszej zaleznoéci w (2.8) i po wykonaniu catkowania znajdziemy

_oRQ? L 4@-4] B, — [A(X)— A,,) B,

2.10) |
( ) P 8 : . . AW—AZ' ’
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gdzie oznaczono:

dx
49~ | orc

Aw = A(xw)’ AZ = A(xz);

. 02

Ry = R(x,), R:.= R(x;);
1
22 = ?(wl —w2)? +(w; +w,)?.

Wprowadzajac (2.10) do (2.9) wyznaczymy

1 B,—B, y2—h? _ RR 5y*—6h%y? +h*
2u A,—A, h°R 4y 60h2

212) o, = (wg—wy)*~

_._——hzy
3k
Skiadowg predkosci v, wyznaczymy podstawiajac (2.12) do (1.4) i catkujac otrzymane
wyrazenie wzgledem zmiennej y:
14 { B,—B. y*—3h%
R ox \6p Aw—A. I/
RZRI y(y2 _h2)2 2 (y2 h2)2 2
T T [ gope (@1 @2) = T (e |

Réwnania (2.6), (2.10), (2.12) oraz (2.13) pozwalaja okreli¢ sktadowe predkosci i rozklad
cifnienia W szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi.

(M—Mﬂ-

(213) v, = —

3. Przyklady zastosowan

Wyprowadzone wyZej réwnania zostana uzyte do okre§lenia parametréw przeplywu
w szczelinach migdzy wirujacymi powierzchniami stozkowymi i kulistymi. Dla uproszczenia

: <z
Rys. 2

zalozymy, Ze wiruje tylko powierzchnia wewngtrzna, co wyrazi si¢ zaleznoSciami:

3.1 ' 0wy =w#0, wy=0
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3.1. Przeplyw migdzy powierzchniami stozkowymi o réwnych katach rozwarcia. Rozwazmy dwie
réwnolegle powierzchnie stozkowe; z rys. 2 wynikaja zaleznosci:
(3.2) R = xsina, R, = x,sing, R, = x,8ina, A = const.

Uwzgledniajac (3.1) oraz (3.2) we wzorach okre$lajacych skladowe predkosci i rozklad
ci$niefl otrzymamy:

3.3 v, = wsiznoc (1~%)x,
0. = Pw—pa+0,1500>(RZ —R}) Y —h*
(3.4) 2ln g
- %1;_9‘_ l6_10 (Sy*—6h*p* + 1) — —131 (»? —hzy)] X,
05 o= 2 ey,
(3.6) P = 0,150w2x%sin® o+
(pw—0,15002RE) In-> i‘;“ —(p.—0,1500?R2) In xj,i’i“
" In 2

R,
Otrzymane tutaj zaleznoSci dla sktadowych predkoéci i ci$nienia sq identyczne z zalezno-

$ciami wyprowadzonymi w pracy [10].

3.2, Przeplyw miedzy powierzchniami stozkowymi o réinych katach rozwarcia. Dla szczeliny
migdzy powierzchniami stozkowymi o réznych katach rozwarcia maja miejsce zaleznosci
geometryczne (rys. 3):

(3.7 R =xsina, h=h,+(x—x,)8, K =20 ©6<l.

Rys. 3
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Podstawiajac (3.1) i (3.7) do wzoréw okreslajacych parametry przeplywu dostaniemy:

(L)Slnd.

[_pw —P: +0,159602(R: - R\ZV)](yz - hz)

3.9 o= — -
o 2pxk? |y Keh oy Xe e} 0 ﬁé_xi)]
iy —x00)? | Xty hy BT 2\B2 T W2
w?sin?a| 1 . 22 ey Pa g2 ]
T [%(Sy — 6By + 1) — (P =) x
(310) o, = — 6[pw—pz+0,1500% (RZ — ROI(* —h*)y +
R RV SEPST S I ﬁi_x_z)]
h—x07 | Xuhs he k| 2\B TR

_I_wzsin"oc y 5h (%~ 2" — dw?sin?a x(y2—h~*) [SA(y2—h*)-2(» +h2)(5h—))
2vh? 4y n 60

(3.11)  p = 0,150w*x*sin’a+

(Pw—0,1500%R2) [

2 2 2 -
L +25(i‘1 _ 3:) _i(ﬂ _x_z)
Xwhz

+

0150002 R2Y| 1 2 i_ﬂ_fi(f__xiﬂ
_(pz 0,150w R,)[mxhw +2a(h hw) v

in e +z(s(_xi x| _ 8 (x z_)
e B, R 2\B TR

Dia § = 0 (co odpowiada szczelinie o stalej grubosci) powyzsze wzory pokrywaja sie ze
wzorami dla poprzedniego przypadku.

3.3. Przeplyw migdzy powierzchniami kulistymi. ZaleZnofci geometryczne prowadza do
zwiazkow (rys. 4):

(3.12) R = Rysing, ¢ =x|R,, R =cosp, h = const.
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Uwzgledniajac (3.1) oraz (3.12) we wzorach okre$lajacych parametry przeptywu wyzna-
czymy':

R .
(B13) v = w2° (1 - %)sm(p,

_ pw—p-+0,1 Sow?R5(sin? p,—sin?g,) y*—h?

Ox = Rosing
(.14) 2ufin tg 2 —n tg 2= °
2 2
W Rosin2¢ | 1, o h,a
— Wl@ (5% —6h%p> +1i )——i(y -yl
_ (2-3sin’ p)o? (y—S/z) 2 a2
(3.15) v, = s ) (y*—h»?,

(pw—0,15002REsin® p,,) (In tg% —In tgﬁ)

3.16)  p = 0,150w*R3sin?p+ o P .-
I w . _z
ntg 5 Intg >
(p=—0,1500* R3sin® ;) (ln tg% —Intg q;” )
o P e P
In tg > Intg >

4. Uwagi koncowe

Wzory odnoszace si¢ do skladowych predkosci, otrzymane w p. 3 pracy, dla stalej
grubosci szczeliny mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci niezaleznie od ksztaltu po-
wierzchni ograniczajacych przeplyw:

4.1) vy = DY fi(n),

(4.2) v, = D3 f5(m)+ D5 f3(n),
4.3) v, = Difu(n);

dla szczeliny za§ o zmiennej grubosci w postaci:

(4.4) v = Dy fi(n),

(4.5) vy = D} fo(n) + D3 f3(n),

(4.6) vy = Dj fu(n) + D% f5(n) + Dg fs(n);

gdzie oznaczono dla uproszczenia:
[i) =1=n,  fulp) =1-77,

$501) = 5 (5n* =6 +1)= G -1),

S =22 612, () = -1,

Jsm) = 5> =) =2(*+DG-nln*-1), n=

=~_] <
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Tutaj D, D? oznaczaja wspétczynniki zalezne od lokalnego potozenia przekroju poprzecz-
nego szczeliny. Gérny wskaznik oznacza odpowiednio stata lub zmienng grubo§¢ szczeliny.

Z analizy otrzymanych wzoréw wynika, ze przeptyw w szczelinie jest wywolany przez
dwa czynniki: ruch wirowy powierzchni ograniczajacych szczeling (w przypadkach szcze-

YNy
0220
)
{ VNI e
7]
Z m% ! \b
re ~
\0,0 ™
N
-q1 \g/ﬂ/ //
<1

-10 -08 -06 -04 02 00 G2 04 06 08 10 p

Rys. 5

golnych — przez ruch wirowy powierzchni wewnetrznej) oraz przez réznicg ciénien miedzy
wlotem i wylotem szczeliny.

Wzory charakteryzujace sktadowe predko$ci przeptywu dla przypadkéw szczegdlnych
oméwionych w p. 3 pozwalaja stwierdzi¢, ze profil predkoéci obwodowe] v, dla ustalonej

A5
@ ’ i 0006 0,3\ \/\
C‘V 0004|102 \K \\
// 0002 |01 \
7
\ -1
\\\ - / -2 < /
DY ‘«}y 03 f&
ND: S yd .

=10 -08 -06 ~04 -0Z 5 02 04 G5 48 10 )
Rys. 6
warto§ci wspétrzednej x jest liniowy (funkcja £ (%) na rys. 5) niezaleznie od ksztaltu szcze-

liny. Profil ten jest identyczny z profilem przeptywu Couette’a miedzy dwiema plaszczyz-
nami, z ktérych jedna jest nieruchoma, a druga posiada lokalng predko$é réwna wR(x).
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Z postaci wzoréw opisujacych skladowg wzdluzna predkoéci o, wynika, ze gléwna
jej czescia jest paraboliczny profil plaskiego przeptywu Poiseuille’a (funkcja f,(n) na rys. 5)
uwarunkowany istnieniem wspomnianej wyzej réznicy ciSnien i ruchem wirowym po-
wierzchni wewnetrznej.

Na gléwna czeé¢ skiadowej predkoéci wzdiuznej naklada sig przeptyw wtdrny, wy-
wolany ssacym dzialaniem wirujacej powierzchni wewnetrznej. Powierzchnia wewnetrzna
zasysa w swoim sasiedztwie ciecz wywotujac jej ruch wzdhuzny odérodkowy. Ruch ten
musi byé réwnowazony ruchem wzdhuznym do$rodkowym przy powierzchni zewnetrznej
i ruchem poprzecznym okre§lonym sktadowa v, predkosei. Przeplyw wtdrny opisany jest
drugim sktadnikiem predkosci v, i predkoscia w,; profile przeplywu wtérnego reprezento-
wane funkcjami f5(n) oraz f,(n) pokazano na rys. 51 rys. 6.

Dla szczeliny o zmiennej gruboéci profil predkodcei v,, zwiazanej z omdéwionym wyzej
przeplywem wtdrnym, ulega zmianom okre§lonym funkcjami f5(n) 1 fs(n) pokazanymi

na rys. 6.
Rozkiad cinien wzdluz tworzacej powierzchni symetrii szczeliny — niezaleznie od

rodzaju i ksztattu szczeliny — daje si¢ przedstawi¢ w postaci sumy dwéch sktadowych:
pierwszej — wywolanej ssacym dzialaniem wirujacej powierzchni i drugiej — bedgcej
skutkiem istnienia przeptywu wzdluznego. Wynikiem dodawania tych skladowych moze
by¢ istnienie podciénien wewnatrz szczeliny.

Waioski o podobnym charakterze jako§ciowym wynikaja z analizy wzoréw wyprowa-
dzonych w p. 2 pracy.
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Peswome

TEYEHUE BA3KOH JXHUIKOCTU B 3A30PE MEXIY BPAIIAIOIMMMUCA
NOBEPXHOCTAMM BPAUIEHMA

B pafore BriBemenn! (hopMynnI ONpemeNAIOME TAKME NAPaMETpPhI JIAMUHADHOTO CTAHOHAPHOIO
TeUeHHA BA3KOHK IKUIKOCTH B 3230pe MY BPaIlaIoLHMMHCS IIOBEPXHOCTAMY BPAILEHNs, KAK COCTABJIA-
I0LHe CKOPOCTH Uy, U, ¥y M OAaBIEHHE p.

TIpumensioTcsa JMHEApHU30BAHHbIE YPABHEHHSA ABIIKEHHS BA3KOH »KHMIOKOCTH ONA OCEe-CHMMETDHY-
HOTO TEUECHMS B CHCTEME KPMBOJIWHEHHBIX KOOPOUHAT X, 0, y.

TTonyueHHble pelenysT YpaBHEHHH OBIDKEHHSA NPOHILTIOCTPUPOBAHEl IPUMEpaMH TEUCHUA B 3a30pe
IIOCTOSTHHOM TOJIIMHBI MEKIY Bpararoleiicd M HENOOBIYKHOM KOHYCHBIMH IIOBEPXHOCTAMM, 4 TalOKe
MeKIXy Bpamaonefica ¥ HENOABIWKHON ChEPHUECKUMH MOBEPXHOCTAMHU. PACCMOTDEHO TAXIKE TEUeHMe
B 3230p€ [IePeMEHHOM TOMMUMHEL, 00PA3YIOLEMC MENTY KOHYCHBIMY IOBEPXHOCTSIMH C PasHbIMH yrilamu
HAKJIOHA.

Summary

FLOW OF VISCOUS FLUID BETWEEN ROTATING SURFACES OF REVOLUTION

This paper contains formulae which define such parameters of the steady laminar flow of viscous
fluid between rotating surfaces of revolution as the velocity components vy, g, v, and pressure p.

The linearized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry in the intrinsic curvi-
linear orthogonal coordinate system x, ¢, y are used.

The solutions of the equations of motion have been illustrated by examples of fluid flow through the
slot of stable thickness between rotating and fixed conical surfaces, and between rotating and fixed spherical
surfaces. )

The flow through the slot of variable thickness formed by conical surfaces with various angles of diver-~
gence has also been examined.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA
BYDGOSZCZ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 marca 1973 r.



