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1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan w pracy bedzie osobliwo$¢ napre¢zen sitowych i naprezen mo-
mentowych w liniowym oérodku mikropolarnym [1]. Rozpatrzymy poélprzestrzen spre-
2ysta w plaskim stanie odksztalcenia (zagadnienie statyczne bez uwzglednienia obciaZen
masowych i temperatury) na brzegu ktérej, w poczatku wspoirzednych, dziala¢ beda
skupione, ograniczone obcigzenia.

Zagadnienie polprzestrzeni poddanej na brzegu rozlozonym obcigzeniom niecigglym
rozpatrzone bgdzie w drugiej czesci pracy. Wnioski wynikajace z rozpatrzenia tych za-
gadnien moga by¢ wykorzystane przy rozpatrywaniu probleméw dotyczacych koncen-
tracji naprezen w ciele mikropolarnym (np. zagadnienia szczelin, zagadnienia kontakto-
we itp.)

Zagadnienia powyzsze w ramach niesymetrycznej, liniowej teorii sprezystosci dla ciata
ze zwigzanymi obrotami rozpatrzone sa szczegdtowo w pracach [2] i [3]. Wyczerpujace
omodwienie zagadnien prowadzacych do koncentracji naprgzen w ciele ze zwiazanymi
obrotami wraz z podaniem literatury dotyczacej tych problemdéw znaleZ mozna w mono-
graficznych pracach [4], [5] oraz w pracach [14+17].

W pracy oprzemy si¢ na nastepujacym ukladzie zwigzkéw opisujacych deformacje
i stan napre¢zenia w ciele mikropolarnym zapisanym w prawoskretnym kartezjanskim
ukladzie wspdirzednych x; (/ = 1,2, 3) [1].

Przemieszczeniowe rownania réwnowagi:

(pta)u;, i+ (A+u—a)uy, ji+20e;p; = 0,

1.1 A
(1.1 (}’+€)<Pi,jj—4a<]7i+(ﬂ"“}’—e)%,ji‘*‘zaeukuk,j =0, (i,j,k=1,2,3),

gdzie 2, u oznaczaja stale Lamégo, natomiast «, 8, y, &€ sa dodatkowymi statymi materia-
towymi. Funkcje u;, ¢; sa skladowymi odpowiednio wektora przemieszczenia u i wektora
obrotu ¢p. Symbol ¢;;, oznacza alternator Levi-Civita.

Zwigzki geometryczne:
(1.2) ‘ Yii = Ui, j—Eji®Pks  %pi = @i,j»

gdzie y;; jest niesymetrycznym tensorem odksztatcenia, »; — niesymetrycznym tensorem
skretno-gietnym.
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Roéwnania konstytutywne:

(13) oji = (ut ) y;i+(u—0)yij+ Zyudij,
’ wji = (P+e)x;i+ (y— &)y, + Pradij,

gdzie oj; jest niesymetrycznym tensorem naprgzen sitowych, wu;; — niesymetrycznym
tensorem napr¢zen momentowych i symbol 6;; oznacza delt¢ Kroneckera.
Warunki brzegowe

(14) Pi = O;injg, m; = W;n;

oznaczaja, ze na powierzchni ograniczajacej cialo mikropolarne dzialaja obcigzenia
w postaci sily p i momentu m. Ponadto n; sa tu skladowymi jednostkowego wektora n
normalnego do powierzchni ciala.

2. Plaski stan odksztalcenia

W dalszym ciaggu pracy interesowaé nas bedzie zagadnienie plaskiego stanu odksztat-
cenia (a wiec wszystkie przyczyny i skutki zaleze¢ beda tylko od zmiennych x,, x,) repre-
zentowane przez wektory u i ¢ postaci [1]:

2.1 u(x,, xz) = (4, u,,0), @x;,x;)=(0,0,q;).

W tym zagadnieniu stan deformacji opisuja macierze

Vi1 Yiz 0' 0 0 x4
(2.2) Vi = Y21 Y22 0|, %; =10 0 3557,

|0 0 O |00 0.
przy czym

Y = 0,uy, Y22 = Oy Us, Yi2 = 01tz —@a,

2.2"
(.29 Y21 = Oty + @3,  Hay = Oa@3 (a =1,2).

Dila stanu naprezenia uzyskujemy wyraZenia

0y, 042 0 ‘[ 0 0 M3
(2.3) Oji = |03y 022 0 |, Hii E\ 0 0
10 0 o033 1,“32 32 O

Réwnania réwnowagi (1.1) przyjmuja teraz postaé
(u+)Viu +(A+p—a)d,e+20d, 05 =0,
2.4) (u+)Viu,+ (A +u—a)d,e—20d, s = 0,
[(y+e)Vi—dalps+2a(d,u,— d,uy) = 0.
Symbol V% oznacza dwuwymiarowy operator Laplace’a, natomiast e oznacza dylatacjg

V2=22102, e=0,u+30u,.
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Skladowe stanu napreZenia z (2.3) wyrazamy przez przemieszczenia u,, u, 1 obrét
@3 Nasi¢pujaco:

oy, = Qu+2)ad u,+20,u,,
Gaz = Qu+A)0u,+20,uy,
(2.5) 012 = (u+a) 0, uy+(u—0a)dru, —2agp;,
0y, = (u+0)Ouy +(Uu—0)0, 11, +200;
oraz
(2.6) Maz = (Y+8)0aps (2 =1,2).
Sktadowe 033, p3, 1 132 Wyznacza si¢ ze wzorow
A
033 = '2—(2_*_7) (011 +022),
2.7
Has = i:;u (0 =1,2);

LA

wzordw tych w dalszym ciggu pracy nie bedziemy powtarzaé.

3. Ogo6lne rozwiazanie réwnan réwnowagi (2.4) dla pélprzestrzeni {x, > 0, —co < x; < co}

W punkcie tym podamy ogdlne rozwigzanie réwnan réwnowagi (2.4) dla polprzestrzeni
bedace suma dwoch rozwigzan cze$ciowych, z ktérych jedno odpowiadaé bedzie zagadnie-
niu klasycznej teorii sprezystoéci, a drugie stanowi¢ bedzie rozwiazanie uzupelniajace.

Rozwiazania czesciowe wiaza¢ si¢ beda ze soba poprzez warunki brzegowe. Wprowadz-
my w tym celu wektor § przy pomocy zwiazku [6]

1
(3.1) §=—2—rotu—(p.
Dla rozpatrywanego zagadnienia plaskiego (2.1) podstawienie (3.1) prowadzi do zalez-
nosci

1
(3.2) 93 = = (33— 0u) = L.

Wprowadzajac (3.2) do rownan réwnowagi (2.4) otrzymujeny:
uViu +(A+p)d e = 200,85,
uViu,+(A+p)de = —200,(5,

(3.3) 1
5 (Y +&)Vi(0,ur—0u,) = [(y+e)Vi—4a]L;.
Rozwigzanie ukladu réwnan (3.3) przyjmujemy w postaci
(3.4) uy = uyj+uy, U, =us+uy, Ly =C3+0%.

Podstawiajac teraz (3.4) do (3.3) i przyjmujac {3 = 0, widzimy, Ze (3.3) bedzie speinione,
1e8li beda spetnione dwa uktady réwnan
 uViu{+(A+pd e =0,
3.5 uViu, 4+ (A+pde’ =0,
V(,us—0,u)) =0, e = 0,u,+0u;
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oraz

it

uViu +(A+uyo, e’ = 200,05,

(3.6) uViuy +(h+ud e = —209,05,

l 17 t 17 rr xa
2_(7+8)Vf(61“'2’_62“1) = [('}’+8)Vf_4a] 3> e’ = 0,uy + duy .

Zauwazmy, ze réwnanie (3.5); mozna uzyskaé z réwnan (3.5), ,, ktdre sa przemiesz-
czeniowymi rownaniami klasycznej elastostatyki (por. [7]). Z faktu, Zze {; = 0 wynika
zalezno$¢

’ I 7 !
3.7 P3 = 2 (0yuy—0yuy),

ktora jest rowniez stuszna w klasycznej teorii sprezystosci. Zalezno$¢ (3.7) wraz z (2.6)
pozwola na wyznaczenie u,; ze zwiazku

’ 7 l I ?
(3.8) Uaz = (Y +€)0 @3 = ) (y+8)0,(3uy—0uy) (a=1,2).

Przejdzmy teraz do ukitadu réwnan (3.6). Z dwdch pierwszych réwnan tego ukladu
uzyskujemy réownanie Laplace’a dla dylatacji

(3.9) Vie” =0,

natomiast dla funkcji u), w3, {4 uzyskujemy rozseparowane réwnania rézniczkowe
postaci

(3.10) V2VHI2VI— D =
(3.11) V2V2(12V2—1)u2 =0,
(3.12) (1PV2—1)¢y =

gdzie wielkos$¢ 2 jest stalg i wynosi /2 = (y+&)(u+o)/dou.
Wprowadzmy wyktadnicza transformacje¢ Fouriera [8]

~ I X '
f(xl 5 5) = —l/zn —‘O[‘ f(xl s xz)elﬁxzdxz,
(3.13)
SO, ) = o= | Jlrr, §emudE.
.

Wykonujac transformacje (3.13), na réwnaniach (3.10) = (3.12), otrzymujemy zwyczajne

Grr

réwnania rézniczkowe dla funkcji &y, oy, £5,

2 2
( - —52) (_‘i —92)(17’{, iy) =0,
(3.14) ' 1
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Rozwiazanie rownan (3.14) dla polprzestrzeni przyjmujemy w postaci
WY = (A +BY[€|x,)e” FFip Clem v,
(3.13) iy = (A% +B5|&E|x))e™ "4 Cyem ™1,
Clsl — bu —nXl
Aby speini¢ przetransformowane réwnanie (3.9) oraz wyjéciowe réwnania rownowagi
(3.6), uzalezniamy wzory (3.15) tylko od trzech statych (np. od AY, BY, CY),
..11 (A”—*—B”lflxl)e—lk \-‘+Cu _”Xl,

~r I.E ’ 34“'_*_/1 ’ ’ ) 10
3.16 Y =-4 BY +B) TRy 2 CY e,
(310 ‘2 |§|( S e 3

5131 = 7"& (0 _EZ)CII —nX‘

Dla konkretnych zagadnien wielkosci 4), BY, C\ wyznaczamy z trzech warunkdéw
brzegowych. Warunki te musza by¢ takie, aby w polaczeniu z warunkami brzegowymi
odnoszacymi si¢ do rownan klasycznej elastostatyki (3.5),, , realizowaly cato$¢ warunkéw
brzegowych dla pdtprzestrzeni mikropolarne;.

4. Przypadek poélprzestrzeni obciazonej roziozonym obciazeniem normalnym

Rozpatrzmy péiprzestrzenn mikropolarng {(x;, x;): x, = 0, —00 < x, < o} w plas-
kim stanie odksztatcenia (2.1), na brzegu ktérej (dla x, = 0) dziata roztozone obcigZenie
normalne p(x,) (zalezne tylko od zmiennej x,) skierowane zgodnie z osia Ox,. Warunki
brzegowe (1.4) przyjmuja tu postac

4.1 011(0, x3) = —p(x2), 0,20, x;) =0, 11300, x;) = 0.

O funkeji p(x,) zakladamy, Zze jest bezwzglgdnie catkowalna w przedziale (—oo, +00)
i przedzialami ciagla.

Zalozenia powyzZsze (z wyjatkiem warunkéw brzegowych) beda réwniez odnosily si¢
do punktéw 6, 8 i 10 pracy, czego wyraznie podkresla¢ juz nie bgdziemy.

Rozwiazanie klasyczne odpowiadajace powyZszemu problemowi (tzn. rozwigzanie
réwnan (3.5),, » z warunkami brzegowymi a7,(0, x,) = —p(x,), 072(0, x;) = 0) ma po-
staé [por. [7]s. 287]

dla przemieszczen

o = 2O et 20 e,
(4.2)
= = 2 -2 jaege

dla napre¢zen
Gin = —pE(L+|&lxy)em ¥,
(4.3) 32 = —P(E(1—|&lx e,

~ !

O1p = O3y = —p(&)ikx e 1,
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Wielko§¢ @5 wyznaczamy ze zwiazkdow (3.7) 1 (4.2)
~ 7 Il;(g) — 15

4.4 = -2 (=) Eem =,
(4.4) 73 e (1 -\
W zaleznosciach (4.2)+(4.4) » = 2/2(2+ ).

«Primowane» skladowe tensora naprgzen momentowych wyznaczamy ze zwigzkow
(3.8) 1 (4.2) lub (4.4)
iy = —2ifaop(§e ™,
Uzy = 2‘70|§ll~7(§)€_|6|x"
Wprowadzilismy tu oznaczenie ao = (y+&)(A+2u)/4u(A+ ).

Przejdzmy do uktadu réwnan (3.6). Odpowiednie warunki brzegowe maja postac

(4.5)

X 7 X d
(4.6) G0, X)) =0, 0730, x) =0, {50, x5) = 2a, },\,ﬁ (x2).
A2

Ogolne rozwigzanie tego ukiadu rownan dla poélprzestrzent przedstawilismy wzorami
(3.16). Stale A7, By, C{ wyznaczymy speiniajac warunki (4.6). Poniewaz napr¢zenia
z dwiema kreskami wyrazaja si¢ poprzez funkcje uy, u5, @5, jak w zwiazkach (2.5) 1 (2.6),
nalezy zatem do zalezno$ci (2.5), 5 1 (2.6) (dla « = 1) podstawi¢ zwiazek

7 l ja) 17 r’ 1
4.7 P3 :‘2 (Qyuy —0u)— 05

i nastepnie spetni¢ warunki brzegowe (4.6)

Po zastosowaniu transformacji (3.13), otrzymujemy algebraiczny uklad trzech réwnan
z niewiadomymi A7, B',’, Ccy,
r’ - I

- di'
d71(0, & = (2/1-5—2)"#—15)142‘ =0,
’ dx Xy jx1=0
1 d-vu |
(4.8) 57,00, &) = ( —I.fu',') +2aé"3' =0,
dx Yy JX|=0
0 e iy .. e N
HIS(O’ 5) - 2 y+b)|: (C]Yl +I§u1)_2‘dx*l “"‘,l___o = 4’a0§p(£)7

po rozwigzaniu ktorego uzyskujemy

v 2u+ 2
A — l—‘ /’L l]cl!
' [( |§|) T b

4.9 B} =|1- "
@9 : ( |§|)C
. ag &2 p§)
cy ="
w0 A8
Tu

- - 1 7
A = Ag(é) = 1+20052(1 - 15]), p=pld) = e fp(xz)e’“ 2dx,.

— o0
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Podstawiajac (4.9) do wzordw (3.16), , otrzymujemy

L. p| (2u+?» 1 ) 2a, &
o L (]l —/ H‘1+
Uy 2# AO l( 0) +u |§| X e

(4.10)
= ! E 7AL - — &>y %HOEZ .,L(')_ —0Xy —"E!Xxl
U= 2 1E A {“ °)( FEPRT “‘)e R (|§|“ ¢ )l‘

Wielko$¢ @y uzyskujemy ze zwiazku (4.7) wykonujac na nim transformacjg (3.13); i wy-
korzystujac zaleznosci (3.16);, (4.9); 1 (4.10)
iQut+h & ;

P ~ 1 —_1 Igl -
— S S, _— Elxy 0Xy
(4.11) P3 = it i) JE] [(l Ag)e —@ e l

( —“-\’1__(_;—-7‘-"1)}’

0

Odpowiadajacy przemieszczeniom uY, 4, 1 obrotowi @3 stan napr¢zenia wyznaczamy
z przetransformowanych zwiazkéow (2.5) 1 (2.6), wykorzystujac (4.10) i (4.11)

oy P —1§lxy 2L —0x] IEI —1&ix,
O11 = “Z;' (I=Ap) (1 +|&|x))e +200§ie ¢ —~0—e | ,

032 = ‘gg[(l_Ao)(— I+ [€]x ) e ¥ 4240 &2 (e_"'x'—lf| e E'X‘)],

I
@12 i€ p l§
g, = o e X 2121 (pmexi o 18I
012 |§| A [(l o)(|§|»\1€ +2a,§ 0 (e € )])
~rr IE i) —1& |§| (02 — —
— A —A 3 1§1xy 2 2| S pmoxi o iSix
021 Ié:' A, [ | )&l x.e +2a0é o \ &2 e e
oraz
e = —2i E_!?_ 1—A —[§lxy _ p—o0xy
Hiz = idg A, [( 0)e e 1,
(4.13)

o —1é|x E —0x
MHa3 = 2ao|§|’§o—[(l —Ag)e T %e - ‘]-

Dla uzyskania catkowej, rzeczywistej postaci skladowych wektora przemieszczenia
i obrotu oraz dla sktadowych tensora naprezen sitowych i momentowych, rozdzielamy
funkcje obciazenia p(x,) na cze§é symetryczng p.(x,) 1 czg§é antysymetryczna p,(x,)
wzgledem osi Ox;. Wowczas mamy

(4.14) (&) = p(&)+ipa(é),
gdzie

Bo= 5u(®) = V;‘vv' _ i pu(x)c0s(Ex2) d,

4.14y

~ o 1 .
b= ul® = [ piesinrdra,
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Uwzgledniajac (4.14) oraz stosujac twierdzenie o odwracaniu transformacji Fouriera
(3.13),, uzyskujemy ze wzoréw (4.2) i (4.4) «primowane» przemieszczenia i obrot

L1 .
uy = lu]/2n . & 2(1 =)+ &x,]Je™a(g, x,) dE,
4.15) uy = — - l,;‘ F [(l—2v) Ex,Je b (&, x,)dE,
w 2n 6}

2 d :
[/ 5= — T l_ —;-‘flb(E, dE’
P3 ,u]/27r (;f (1—»)e X3)

przy oznaczeniach
a(&, x,) = p,cos(&x,)+pasin(éx,),

(4.15)y . -
b(&, x,) = pesin(éx,) — p,cos(€x,).

Natomiast ze wzordéw (4.3) i (4.5) uzyskujemy «primowane» napr¢Zenia

o1 = _'*/2 { (1+§x1)e—5x'a(§, x,)d§,
V2 s
@19 722 = _-I/'Zn (f (L—&x))e " a(g, x,)dE,
Oy = 0%y = |/27z f Ee™ 1h(&, x,)dE
Qraz
iy = V : f EemEib(E, x;) dE,
4.17)

4a
pia= 200 [ semale, vk
V2 s
Funkcje uy, uy, ¢y otrzymujemy ze wzordw (4.10) i (4.11)

' 1 d 1 2u+7 1
(4.18) Uy, = ——,--. { —{(l 0)( lu+ ““‘+X1)e_5xl+
uylm Ao &
2ao

u

o (A -"5"‘)} a(§, x,) dé,
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oC

A ! _Al_ —/ — ’lf_ﬂ_ _l_ —éx,
B e Ll (e St L

0

2
+ —200§ (;‘;e—en_e_é"‘)}b(f, xz) df’

0

<

: 1

S N b
i = —— - I_A §xy__ 2 ox, b , d )
P O+ Ry 2n of A [( o)e o€ ] (&, x,)dE

Skiadowe napr¢zen z «dwiema kreskami» w postaci catkowej uzyskujemy ze wzordw
(4.12) i (4.13)

0

2 1
oy = = | oo |= A+ Ex)e i+
11 ]/27! 5 AO l( 0)( 1)

<

+2(10 g2 (e—uxx._ %e_exl):la(gy xZ)dE’

o

2 f |
oY, = — - I_A — 1+ —5x1+
22 ]/Zn s A, [( o) ( Ex))e

+2a, &2 (e"’"l— %e"‘:"‘)]a(f, x,)dE,

(4.19) 0
oo 2 1 - —ix,
012 = l/gdf ‘Ao—[(l Ag)éx e 1+
+2a, Ez—f— (e=Px —e‘f"l)]b(&', x,)d§,
2 > 1
17 - __ = T - _exl
05, ]./2;3[ A, [(I Ag)éx, e 1+
2
+2a, 52% (—!‘2__—2 e~Pxi —e‘f"l)]b(f, x,)dE
oraz
’” 400 g 5
= - 2 [(1=A,)e 1 —e=Px1]p d.
i 1/2n0f 3l =Aget—ernae, x)de,
(4.20)

o

" _ 400 5 —&xy E —pxy
=) as|0msort - feenac e

0
Koficowy wynik dla przemieszczen i obrotu uzyskujemy sumujac wzory (4.15)1 (4.18):

(4.21) e =gty , @3 =g¢3+tey (x=1,2).



372 J. DyszLEwiCz, St. MATYSIAK

Natomiast stan naprezenia w polprzestrzeni uzyskujemy dodajac odpowiednio wzory
(4.16) 1 (4.19) oraz (4.17) i (4.20):

4.22) Oup = U%f}‘f‘(f;}f, 033 = 03:,3‘*‘0'%,’3 (¢, =1,2),
Maz = p'3+ a3, Mg = pa Uz, (o=1,2).
Stan odksztatcenia wyznaczamy ze wzordw (2.2)' przy uzyciu (4.21).
Mozna zauwazyé, ze jezeli przejdziemy ze stala materialowa o do granicy (o« — 0),
to zachodzi o — |£|, Ay, — | i wéwczas mamy
u, — 0, py =0 (x=1,2),
(4.23) o= 0, -0 (a,f=1,2),
a3 = 0, p3e— 0 (@ =1,2).
Widaé wiec, ze przejscie « — 0 prowadzi do rozwiazania klasycznej teorii sprgzystosci
(wzory (4.15), , 1 (4.16)).

W pracy [9] plaskie zagadnienie niesymetrycznej sprezystosci (2.1) rozwiazuje sig¢
poprzez wprowadzenie potencjaldow sprezystych. Rezultat uzyskany w naszej pracy
zgodny jest z wynikami uzyskanymi dla zagadnienia poiprzestrzeni w wyzej cytowanej
pracy.

5. Osobliwos¢ naprezen sitowych i naprezen momentowych spowodowana normalng sila skupiona

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny obciaZzenia p(x,) z poprzedniego punktu pracy.
Przyjmujemy, ze w poczatku uktadu wspodtrzednych dziata normalna sita skupiona postaci

(5.1 p(x2) = Po(x,).

Tu symbol 4(...) oznacza pseudofunkcje Diraca.
Podstawiajac (5.1) do zwiazkow (4.14") otrzymujemy
2]
D ! J Pé(x,)cos(£x,)dx E
s = =— X5)CO = =l
(5.2) 4 V2x 2 2)dx2 ]/275
-0
Pa=0.

Oznaczenia (4.15") maja teraz postac

a(§, x;) = pscos(&, x;) = —P -cos(£, x2),
V2n
(5.2) :

b(57 x2) = ﬁsSin (5, xz) = = Sin(éa x2)'

]/271

Zakladajac, Ze pozostale warunki na brzegu péiprzestrzeni nie ulegaja zmianie (tzn.
012 = pu3 = 0dla x, = 0), mozemy rozwiazanie dla stanu naprgzenia otrzymane w punk-
cie 4 wykorzysta¢ tu uwzgledniajac zwiazki (5.2').
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Dla primowanych skladowych naprezen z (4.16) i (4.17) mamy

[Pal

p ~ ]
o = — J (I +&x))e " rcos(éx,)dE,
T 0
, P /‘.u .
(53) 032 = — | (1=&x))e T icos(Exy) dE,
T
G, = 03 = P\' f Ee ¥ igin(&x, ) dE
oraz
2ay P
By = ——ai* J Ee=sin(éx,) dE,
(5.4)
2a, P [ .
U2z = q;;*'-J Sem " 1cos(&x,)dé.
0

Ze wzordéw (4.19) i (4.20) uzyskujemy sktadowe naprezen z dwiema kreskami

25}

v P 1 .
ot = = (f Ay [<I—Ao)<l+§x.>e-f**+

+200 EZ (e—ﬂ-\‘l — ,i, _‘;\‘)]COS(E\W)({E

0%y = ! ] l [ L= o) (= 1+&x)e 1 +
s Ay
(5.5) £
+2a,&? (e"’"' - (—) e“f")] cos (&x,)dé&,
oYy, = — zdf- -Al—o— [(l —No)éx e~ 14 2q, &2 5 (e*”"*—e‘exl)]sin (x,)dE,
oy, = — f ( l [(I—AO)E,\'le"f"'+200 &2 f (é’z e Pri— )]51n(§x2)d§
7w A, o\ &
oraz
2a, P - . .
iz = — Sdo ( Ai‘[(l —Ag)e 1 —e M sin(¢, x,)dE,
(5.6) ’

iy = 2060 [ 2 [ ages ot n
0

3 Mechanika Teoretyczna 4/73



374 J. DyszLEwiCcz, St. MATYSIAK

Wzory (5.3) ostatecznie moZemy zapisaé w postaci zamknigtej [por. [7] str. 288]

o = 2P x3
e 7w (xi+x3)? 7
, 2P x, x3
(5.7) Grp = — bt =R
7w (xi+x3)
, , 2P x3x,
Oy2 = 02y = —-

5 A
Réwniez catk’ wystgpujace we wzorach (5.4) mozna efektywnie wyliczy¢ | wowcezas uzys-
kujemy z [10] wzory

4a, P X)X,

KOS T e

(5.8)
2a0 x2—x3

n (-M +x2)2 .
Catki wystepujace we wzorach (5.5) i (5.6) sa dobrze zbiezne w calej potplaszczyznie
{(x,, %)%, 20, —o0<x, < o0} poza punktem przylozenia sily skupionej P,
a wigc z wyjatkiem poczatku ukladu wspéirzednych. Ich osobliwosci zaleza od zachowania
si¢ funkcji podcatkowych w punkcie (0, 0; &) przy & — oo, mianowicie od tych czeéei
funkcji podcatkowych, ktdre przy x, = x, = 0iprzy & — 00 sa rzgdu 0(§~') lub wiekszego
[por. prace [2+4, [8]].

W celu wyznaczenia charakteru osobliwodci catek (5.5) i (5.6) wykorzystamy naste-
pujace rozwinigcie asymptotyczne

I 1
— 2, — 3
(5.9 0 = ]/5 + 75 £+ 267 +0(£73) dla &> co.
Korzystajac z (5.9) otrzymamy

,
Ha3 =

Ay(&) = l+2a052(l —--j) = 1+7~ +0(&7%) dla & - oo,
.10) x \ x3 6/2x, —x3

—ex . p=dxmy| 1AM Sl e T -4 dl .

¢ ¢ [1 e taep Y agpe T )] a §-ow

We wzorach (5. 9) i (5.10) symbol 0(§~") oznacza wyrazenie, ktére przy & — co zachowuje
sie jak funkqa (n — liczba naturalna). Wykorzystujac rozwiniecia (5.9), (5.10) i obli-

czajac explicite czqé(’: osobliwg calek (5.5) i (5.6) oraz oznaczajac przez 0(1) ich czeéé re-
gularna, otrzymujemy
2P gy xi(xi-x))

T T e+ 2 (324 X2 +0(1),
. 2P ag 2x3
G2 = 77[“ (10+12 (x2+ 2)2 +0(l)’
(5.11) -
o = 2P a 2x1 %, +0(1),
2 T ap+1? (xF+x2)?
oy, = _ 2P a4y xa(xi—x3) +0(1)

7w ag+? (x2+x2)?



OsOBLIWOSC NAPREZEN SIEOWYCH 1 MOMENTOWYCH 375

oraz
Y 2x X,
M3 = -vjtz - (x 4 2)2 0(1),
(5.12)
. 2a0 P  x2-—x2 P 5
Pas = =" TR T T a ;I_[z log (Y x3 +x3) +0(1).

Ponizej zestawiamy catki wykorzystane do otrzymania wzordw (5.11) i (5.12) oraz calki,
ktére bedziemy wykorzystywaé¢ w dalszych czegsciach pracy [10]:

[ em#icos(exny)de = L
0

@ 2 L2
[ getmicos(xyds = I
(5.12") °
f&ze‘f’“COS(Exz)dE 2X‘M,
0
[ & tetcos(éxy) dE = —logr4-0(1), r—0
1
oraz
[ e=tisin(ex,)de = 22,
e r
2X, X,
f Eem¥usin(éx,)dé = “7 2
@ 2
(5.12) [ &2e=tvisin(éx,)de = ﬁz@f‘ x)
0

1

[ &tem=sin(éx,)de = tant 22,
o X

—%<tan"‘-%<%, r=yx*+x2.
Zestawiajac wzory (5.7) z (5.11) oraz (5.8) z (5.12) mozna zauwazyé, ze w punkcie przy-
tozenia sily P skladowe tensora naprezen sitowych posiadaja osobliwo$é postaci 0(r~1).
Natomiast skladowe tensora naprezen momentowych zachowuja sie inaczej: pys i fa;
posiada warto§¢ skonczona 0(1), a u,3 i us, posiada osobliwo$é logarytmiczng0 (logr):

(513 s = 01,

M3 = —%‘ +[2 log(]/x,+x§)+0(1)

3=
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Przechodzac do granicy ze stala materialowa a(a — 0), uzyskujemy

- o

. ' - = 0,
co prowadzi do rozwigzania klasycznego danego wzorami (5.7), poniewaz skladowe na-
prezen z (5.11) i skladowe naprezen z (5.13) daza do zera. Dla przykiadu, gdy o - o
otrzynujemy

(5.15) im- % = 2
gdzie v jest staly Poissona.
Przechodzac we wzorach (5.7), (5.8) 1 (5.11), (5.12) do granicy, gdy o — o otrzymamy

2P 1 X[t 4200 =) a3
TOT T 4 3 T(Eaad? +0ch).

2P 1 —-2r Xy x3

0y = ;7'[ 3_2'1’ (YI+A2)2 +0(l),
(5.16)
2P =2 \, X,
M2 T 3 e wrag PO
2P I Xo[x?+2(1 —»)x3]
T 4 3o, (¥} +x3)? +oh)
oraz
iy = 0(l),
(5.17) "
2P -y ,
Ha3 = — P - l- = log(|/,\‘f+,\‘§)+0(l)
n 3-—2r

Jest to wynik dla niesymetrycznej teorii sprezystosci o$rodka ze zwigzanymi obrotami
fpor. [2], [4]].
6. Polprzestrzen poddana roziozonym obciazeniom stycznym
Rozpatrzmy zagadnienie polprzestrzeni z warunkami brzegowymi postaci
6.1) 7100, x) =0, 0,0, x;) = —s(x,), 30, x;) = 0.
Rozwiazanie «primowane», tzn. rozwigzanie rownan (3.5),,, z warunkami brzegowymi
(6.2) 01,0, x;) =0, 01200, x3) = —5(x,)

ma postaé [por. [7] str. 290]:
dla przemieszczen

R [(g)

i = (1= 26 €] ¥, Jem £ 50,
(6.3) )
i S(E)-[z(l—v)—lﬂxl]e-'f'*";

2p18]
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dla naprgzen

= —iES(E)x, e
(6.4) Ga2 = — |[f|”§('5)(2—*|f|xl)(’_!E'x's
&

61y = 05 = =3O =)o,

Na podstawie zwiazku (3.7) i (6.3) wyznaczamy
=3O e e,

u

(6.5) 75 =

Wykorzystujac powyzszy wzor 1 zwiazki (3.8) mamy
2a,|E]5(&)em ",

2iag ES (E)e™ ¥,

i

(6.6) frs

~
M2a

Druga czg$¢ rozwiazania (z dwiema kreskami) uzyskamy rozwigzujac uklad réwnan
(3.6) z warunkami brzegowymi postaci

(67) O“’lll (Oa x2) = 0! (711/2(07 '\‘2) = 07 1“’!’3(0» '\‘2) = _lu’,13(0’ .\'2).

Zauwazmy jednak, ze tego typu pomocniczy problem brzegowy rozwiazalismy w punkcie
4 pracy. Zatem wyniki dla rozwigzania z dwiema kreskami nalezace do zagadnienia z tego
punktu uzyskujemy ze wzoréw (4.10), (4.11), (4.12) i (4.13), podstawiajac w nich

sl
£

Ostatecznie przemieszczenia, obrot i stan naprezenia w polprzestrzeni uzyskujemy zesta-
wiajac rozwiazania czesciowe jak we wzorach (4.21) i (4.22). W tym przypadku dla przejécia
granicznego (o — 0) réwniez zachodza zaleznosci (4.23) i otrzymujemy rezultat klasyczny
(wzory (6.3) 1 (6.4)).

Przejdzmy do calkowej rzeczywistej postaci rozwiazania. W tym celu, podobnie jak
w punkcie 4, rozkladamy obcigZenie na cze$¢ symetryczng i antysymetryczng wzgledem
osi Qx,

(6.8) pL&) = &.

(6.9) $(8) = 5(5)+is,(8),
gdzie
o N 1 o -
so =35, = - f S,(x,)cos(éx,)dé,
¥ 27 v
(6.9")
G 50 = V;n 3 I (% )sin(Ex;) dE.

Wykonujac odwrotna transformacje (3.13), i uwzgledniajac (6.9) rozwiazanie zapisujemy
Ostatecznie w postaci nast¢pujgcej:
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ze wzorow (6.3), (6.5) otrzymujemy

o .
ll{ = — - o= [(I _27’)+§'\:|]6_;xlb(§, ,\:2)(]5,
M/Moj 5
| ;o .
(6.10) uy = - — | L RO=v)=&x))]e M a(é, x,)dE,
1) 2m of :
, 2= [ .
@y = — ——— | e~*a(&, x,)dé&,
py 2m uf
gdzie
a(, x,) = s,cos(bx,)+5,sin(£x,),
(6.10)

b(§, x,) = sgsin(&, x,)—$,cos(éx,);

ze wzorow (6.4), (6.6) otrzymujemy

o= l/2n of Ex em™b(§, xy)dE,
2 3 .
6.11) Ghy = — - j (2—Ex,)e S b(E, x,)dE,
]/27'6 h
TS T f“‘fx Ye=1a(£, x,)de
oraz
4
s = ”° fse (8, x,)dE,
(6.12)

4 - .
s = —20 [ gesbe, )
V2w

ze wzorow (4.10), (4.11) i (6.8) otrzymujemy

e .
1 ] 2u+7 1 .
6.13 v f———{l—A [ R }-s‘*w
( ) . u '“/27[ 0 AO ( 0) ;" + ‘Lt E o ¢

+2a éi(e_gt, —Exl)}b(f, x;_)df,-

-
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. 1 f 1 w1 ]_.
: = — ——— ] === 2= - &xe
SR oy U R

2

E S p—ex —&x
+2ao—é (-Z;e exi_ o *)}a(f,xz)df,

o

N S R 1_[ | Aye-in_ £ —ex.] p
7T T wOF e V2n bf Ay (I=Ao)e 0 ¢ a(&, x,)dk.

Ze wzoréw (4.12), (4.13) i (6.8) otrzymujemy

2
== [ | a-sousses

0

+ 200 52 (e—gxl - %e—ﬁxl)]b(fy xZ)dE’

2 [
022 = T‘f Ay [(I_Ao)(—1+§x1)€“f"‘+
|/275 g 0

(6.14)
20,82 (e—en— %e-fn)]b(s, x2)de,
0'11’2 = **2*» loo >—1"‘ {(1 “Ao) Ex,e‘é"'—}-Zao Ezgz(e_exl_e_exl)]a(g, xZ)dE’
]/27‘5 b A0 e
. 2 : :
oy = *‘/Eﬁ‘oj ’A;)‘ [(l _Ao)§x1 e—-&’x+200§2%(%_e—0.ﬂ_e—5-¥1)] G(E, xz)df
oraz
" 4a 3 E —&x —0x
My = 7;/;775‘70 _A-o:[(l—Ao)‘—’ Fi—ea(f, x,)dé,
(6.15)
"o 4aO 5 _ —fxx_,,g, —exy

7. Osobliwos¢ naprezen silowych i naprezen momentowych spowodowana styczng sila skupiong

Kolejny szczegélny sposéb obciazenia potprzestrzeni dotyczy przypadku dziatania
W poczatku uktadu wspétrzednych stycznej sily skupionej

(7.1) s(x;) = S8(x,).
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Wobec (7.1) wzory (6.9') i oznaczenia (6.10") przyjmuja postaé

- 1 f S
S,=- - So(x,)cos(éxy)dx, = .,
Vom VTR T Y
(7.2) 5 =0
oraz
- S
a(§, x;) = S;cos (8xy) = - cos(éx,),
j 27
(1.2)

b(E, xy) = Sysin (£xy) = S sin(&x,).
1 2n

Podstawiajac zwiazki (7.2) i (7.2") do wzordw (6.11) 1 (6.12) wyznaczamy primowane
naprezenia

s - |
o= ffx.e—~*1snn(§xz)d5,
, S —&x ) o
(7.3) 022 = o f (2= sxyersin(fxa) de,
’ ! S -
G =02y = — ' f (I=&x,)e " 1cos(éx,)dé
0
oraz
2a,S J fx
wls = a:__ fge—*"cos(fxz)df,
(7.4) 0

2a,S P
U23 -a;; f Se7**rsin(Ex,)dE.
0

Wzory (7.3) i (7.4) przy pomocy calek (5.12') 1 (5.12"") przedstawimy w postaci zamknigtej
(por. [7]).

(o 25w
=Ty (x2+x3)?°
, 28 x3
(7.5) 022 = =~ (x3+x3)2°
o =gl = 28 x,x3
2T n (x2+x2)?
oraz
, 2a0S  x7—x2
M1z = ——— 2, u2N2 0
7 (x2+x2)
(7.6) 2
, 2a, S 2x,x,
Uprz =

w23 o (x3+x3)27
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Naprezenia z dwiema kreskami otrzymujemy ze wzordw (6.14), (6.15) oraz (7.2) i (7.2'):

oYy = — o ( L {(l —Ag) (1 +E.\',)e'5"‘+20052(e‘“""— <Se"t"‘l)lsin(&xz)a'g’-“,
o Ao ] 0 ]

5

[N

S (I—on—l+5x.)e-~‘-"+2a052(e~'-'-“'—f e-f'*l)]sin(ex»ds,

T .
0
(17) F
re S ' l ‘ A — i 2 E —LX —&x I
oy, = —- | (T =Ag)Ex e 1+ 2a5£2 7 (e 1 — 7Y | cos(Ex,)dE,
7 Aol 9

S [ R 2 V)
Oy = - ( A, (1 =Ag)Ex, e 1+ 2a, E'%(gz e"-""—e‘g"l)} cos(&x,)d&
5 0

oraz

17 200
M3 -

14

: J S = Ag)em 5 — emecos (Ex,) e,
0 AO
(7.8)

. 2a58 f ¢ e €0
H23 = "‘";“0 Ay [(l —Ap)e - Ze sin(&x,)dE.
Dyskusja wzordw (7.7) 1 (7.8) dotyczaca charakteru osobliwoséci calek w nich wyste-

Pujacych jest taka sama jak dla wzoréw (5.5) 1 (5.6) w punkcie 5 pracy. Wykorzystujac
zatem wzory asymptotyczne (5.9), (5.10) oraz catki (5.12), (5.12"), otrzymujemy

2S5 a, 2x%x,
[ Yo 2 0
on n P+a, (x3+x3)? +0(D),
"o 28 aq «\'2(x§_-\'f)
O22 = =~ 12+a, (x?+x2)? +0(),
(7.9)
i 2S aO xl(xl x%
FABZ3 o),
G2 =7 12+ aq 24 x%)? M
28 a, 2x, X3
Y = Sl L
*! FFray teayy O
oraz
., 2a,S x7—x3
M3 = — 7 B (x?_*_ 2)2 +0(l)3
(7.10)
2a, S 2x
Wiy = — 2202 XX o)),
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Sumujac odpowiednio wzory (7.5) z (7.7) i wzory (7.6) z (7.10) mozna zauwazyé, ze szukany
charakter osobliwosci naprezen w punkcie przylozenia sily S jest rzedu 0(+~!) dla naprezen
sitowych, naprezenia za§ momentowe p,a, Mas, (¢ = 1, 2) posiadaja wartosé¢ skonczong
(7.11) paz = 0(1) (2 =1,2).
Dla przejscia granicznego (x — 0) wazny jest wzdr (5.14). Naprezenia we wzorach (7.9)
i (7.11) daza do zera. Pozostaje tylko rozwigzanie klasyczne dane wzorami (7.5).

Dla przyktadu, gdy o — o0 ze wzordw (7.5)i (7.9) oraz (7.11) po uwzglednieniu przejécia
granicznego (5.15) otrzymujemy wynik z niesymetrycznej teorii sprezystosci dla oérodka
ze zwigzanymi obrotami

28 1=2»  x3x,

T T T 32 (W2 +xD)? +o,
28 1 xRU-vai+xd]
R T N ¢
(7.12)
25 1 x 200 =v)xi+x]]
iz =30, (x2+x2)2 +0(1),
25 1-2v x,x3
= T3 a1
oraz
(7.13) e = 0(D) (2= 1,2),

8. Polprzestrzen pod dzialaniem rozlozonych obcigzen momentowych m(x;)

W punkcie tym podamy rozwigzanie dla przypadku pdlprzestrzeni obciazonej roziozo-
nym obcigZzeniem momentowym

(8.1 0100, x;) =0, 0,200, x;) =0, #1300, x;3) = —m(x,).

Zagadnienie klasyczne odpowiadajace powyzszemu zagadnieniu prowadzi do jedno-
rodnego ukiadu réwnan réwnowagi (3.5),,, z jednorodnymi warunkami na brzegu
[o1:(0, x;) =0, 01,(0, x;) = 0], z czego wnioskujemy, ze moZemy przyjaé

u, =0, 3 =0 o« =1,2).
(8‘2) ’ (}1)3 ( ’ ) 7
UaFEO’ 033 EO, a3 EO, ,uaaEO (a:ﬁ: 1’2)
Ostateczny rezultat (w postaci transformat) dla tego przypadku uzyskamy wigc (wobec (8.2))
ze wzorow (4.10) i (4.11) dla przemieszczen i obrotu oraz ze wzoréw (4.12) i (4.13) dla
naprezen sitowych i naprezen momentowych, przy czym nalezy w tych wzorach podstawié
i

(8.3) p(&) = Sk m(&).

Dla dalszych rozwazan rezultat ten przepiszemy w postaci calkowej, uwzgledniajac
rozlozenie obciazenia na czesé symetryczna i antysymetryczng wzgledem osi Ox,,

(8.4) (&) = my(&)+im(8),
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gdzie

(8.4")

Przemieszczenia i obrét:

"y _ 1 7_”_71 R ) 2u+i 1
l_1_2a0,ul/ﬂo EAO 0( §+
. 2 2 .
+x1)e_“"+ 4o é,(e—exl_e—;xl)}b(g, x,) d&,
1 l g 1 w1
8.5 I T | L.
( ) 1P U 2a0[u ]/27[ s EAO {( 0)( )‘.+[u ‘S +
2
+\,)e‘ g 24, & (Qe“‘*"— ‘“‘)}a(& x,)d&,
0 &
go -2 f (1= Agyetvi— o | a(e, x,) de
= = . i et iag(, x .
P3 = @3 y+s ]/27z EAol 0 0 l 2
Naprezenia sifowe:
. 1 | e
0'11 =O'11 —a—'l/—'___ Ao)(l+§x)(’ 4
2a0§2(e"-’x'—-i "‘1)}b(§ x,)dE,
L L1 [
022 = 022 = ;0“']'/2 = EA, (1=Ap)(—= L+ &x )e™ 1+
T ‘
+2a0§2(e“”"— Ae‘t"‘)]b(f, x,)dé,
(8.6) =
. I 1 1 Cix
012 = 012 = o ]—/27['f ?A—; (1-Ap)éx e 1+
0
+2a, 52% (e“"""—e‘g’“)]a(E, x,) d§,
A D T .
0y = 02; = 770%?! EA_O'(I_AO)Exxe T+
0

]
= ]/27;

383

f my(x;)cos(€x,)dx,,

w0

1 .
n_- f mg(x,)sin(€x,)dx, .

— o0

+2ag e L § (\2

P et —C"l)] a(é, x,)d§.
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Napre¢zenia momentowe:

o

2 ] -ix —ox .
= s = [.'z’n'd( ST =dgyem el a(s, 3o,
(8.7)
' 2 i ] i —&x 5 -0
M2y = {23 = - ’ A‘—l(l—Ao)e U~ Zemtu | h(E, x,)dE.
V 27 ¢ 0 0 )

We wzorach (8.5) = (8.7) oznaczylismy
g7 a(&é, x,) = mycos(&x,)+m,sin(éx,),
(8.7 b(&, x5) = mgsin(&x,)—m,cos(éx,).

W tym przypadku przejscie graniczne « — 0 prowadzi do takiego osrodka Cosseratdow,
ktéry przy danych warunkach brzegowych o postaci (8.1) ma zdolno$¢ przenoszenia
tylko napr¢zen momentowych, natomiast stan deformacji opisujg funkcje

P3>Vi2s V215 %a3 (x =1,2),

zachodza bowiem na podstawic wzorow (2.2'), (4.10)+ (4.13) 1 (8.3) zaleznosci (przy o — 0,
0= &, Ag = 1)

yi, =0, y22 =0

8.8 ’
(8.8) V21 = @3, Hyy = CuPy (a =1,2);
Mo = 0 (O( =1 5 2)7
(8.9) | I f | _—
(7 = -— N — (&) e Uslxi+itx) JE
Y, T I R
oraz
(Taﬁ:07 033=0 (ayﬂ: 132)
[uIJ = — l_- f‘ ,;'1(5)@—(\5!—\‘1+i5x1)d§
(8.10) Van

[ i ) . ,‘S; ~ —(Elx +ifx2) JE
MH2a3 ]/27!‘ —I 1] m(&)e 3

9. Osobliwos¢ naprezen spowodowana skupionym obcigZeniem momentowym

Rozpatrzmy szczegdlny przypadek warunkéw brzegowych (8.1). Niech pélprzestrzen
bedzie obcigzona (w poczatku ukladu wspétrzednych) skupionym momentem M, . Indeks
u ma tu wskazywaé, ze obciazenie M, nie pochodzi od pary sit skupionych (jak w teorii
klasycznej) lecz ma charakter naprezenia momentowego

©.1 m(x;) = M, 8(x,).
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Ze zwigzkow (8.4') 1 (8.7") otrzymujemy odpowiednio

»
(9.2) m, = |;:7I _-w' M, 0(x,)cos(Exy)dx, = |/A/2[:r
m, =0
oraz
a(é, x,) = mgcos(éx,) = {wﬁ cos(éx,),
(9.2) b

- M, .
b(&, x,) = mgsin(éx,) = =2~ sin(éx,).
V2%
Podstawiajac zwiazki (9.2") do wzordéw (8.6) i (8.7) olrzymujemy rozwiazanie zagad-
nienia w naprezeniach w postaci catek

_ M“ °° l . —-ix,
TN = g 6( R (e
+2ao§2(e"-’x‘— 53‘5"1)] sin(&x,)dé.
M( g 1 —§x,
+ 2a Ez(e"-"'— i sin(£x,)dé
(9.3) ’ ¢ o
_ My - 1 ; ., Ex
7= daay sazl““%)&""* '
: + 2a0§2%(e"»‘*" —e‘f"‘} cos(&x,)dE,
_ Mu S 1 —&xy
Oy = "Znao'o EO'[(I_AO)EXle +
§(o* _ iy '
+2ao§27 £ € e =51l cos (6x,) d&
oraz
M, (1 _tx, —ox
iy = =" ( o[ =B0)e™ - e cos(§x,)de,
o 0
(9.4) ’

@0

M, [ 1 . .
M23 =_?:“ { A—O[(I—Ao)e“*"‘—%e—@’”-lsm(fxz)df.

Py
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Przenoszac na calki we wzorach (9.3) i (9.4) dyskusje z punktu 5 pracy i wykorzystujac
wzory (5.12'), (5.12"), otrzymujemy zwiazki asymptotyczne dla naprezen

o, =0(1), 02, =00), o,,=0(),

9.5) IV
= — 2 _loegr
02 = =y logr+0(1)
oraz
M, x
Hiz = _”ur% +0(1),
(9.6)
M, x
M2z = ——n—“—’—j +0(1).

Ze wzoréw (9.5) i (9.6) wida¢, Ze osobliwo$§é rzedu 0(r~!) wykazuja naprezenia s,
Uaa, (0 = 1,2). Natomiast posrdd naprezen sitowych tylko sktadowa o,, wykazuje osobli-
wos¢ rzedu O(logr). Pozostate sktadowe (o,,, 0,2, 0,2, 033) Mmajg warto$¢ skonczong
w punkcie przylozenia momentu M,.

Dla przypadkow szczegdlnych (o — 0) i (¢ — o0) zachodzi

. 1 . | 1 |
9.7 lim——pr =0, Im ——5 =—_-—©-
S o dot 2 o aet 2 T 3= (M
gdzie przez /* oznaczamy stala sprezystoéci / z niesymetrycznej teorii sprezystosci dla
osrodka ze zwigzanymi obrotami. We wzorach (9.6) wspéiczynnik intensywnosci osobli-
wosci nie zalezy od zadnej stalej materialowej.

Wzory te pozostaja stuszne dla wszystkich trzech przypadkdw (tzn. dla @« = 0, a = ©
idla0 < a < o0). Natomiast napr¢zenia silowe dla (¢ — 0) daza do zera, co bylo omdéwione
juz poprzednio. Dla os$rodka ze zwigzanymi obrotami (« — o0) wzory (9.5) przeksztalcaja
si¢ na wzory

o = 0(1), 022 = 0(1), 052 = 0(1),
9.8) M, 1 1

Oz = —

el R o(1).

% =2 me ogr o)

Zwraca tu uwage fakt (w odrdznieniu od p. 5, 7, 11) pojawienia si¢ we wspdtczynniku
intensywnos$ci wymiarowego parametru [*.

10. Przypadek obciaienia péiprzestrzeni momentem skupionym M

Dla uzyskania rozwiazania w przypadku, gdy na brzegu pdtprzestrzeni w poczatku
ukladu wspétrzednych dziala moment skupiony M zatézmy, ze w punkcie o wspdtrzednych
(0, &), (£; > 0) dziala, zgodnie z dodatnim kierunkiem osi Ox,, sila skupiona Pd(x,—§&,)
i niech taka sama sila, ale przeciwnie skierowana, dziala w punkcie o wspéirzednych
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0, &, +AE):— PO [x,— (&, +AE)], (A&, > 0). Rozklad naprezen w polprzestrzeni po-
chodzacy od dzialania takiej pary sit uzyskujemy droga superpozycji:

A= _P[G:ﬂ(xl’-xZ; 07 §2+A§2)_0’fﬁ(xl’x2; 07 62)]’
Ha3= _P[lu:S(xlv-XZ; 07 §2+A§2)—1u:3(x17x2; 07 52)! (a,ﬂ = ]72),

gdzie wielkosci Pols(x,, X530, &;) oraz Puls(x,, x,;0, &) uzyskujemy z rozwiazania
dotyczacego normalnej sily skupionej (punkt 5 pracy) dodajac odpowiednio wzory (5.3)
i (5.5) oraz wzory (5.4) i (5.6). Nalezy jednak we wzorach tych zmienng x, zastapic teraz
przez (x;—§&,).

Mnozac i dzielagc prawe strony wzoréw (10.1) przez A, i przyjmujac, Zze dla A§, - 0
zachodzi

(10.1)

(10.2) lim PA¢, =M,

Af—0
(gdzie M oznacza moment skupiony dziatajacy w punkcie (0, &,)), otrzymujemy rozwia-
zanie w postaci

e}

C
T = —M-(';E; U*B(xl ,x2; 0, 52)|€;=0,

(10.3)

0
Ma3z = _‘M—ag;u*a(xuxz; 0, 52)|61=0, (x =1,2), B=12)

Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu catki z funkcji zaleznej od parametru, ze
wzoréw (5.3)+(5.6) i zwiazkéw (10.3) otrzymujemy kolejno:
rozwigzanie «primowane»

oy = —Mf E(1 +&x)) e **1sin(éx,) dé,
7 ]

M [ .
(10.4) 03, = —?f E(1—&x,)e~t1sin(Ex,) dE,
0
0, =03 = — Aix‘ ’ E2e=*1c0s(Ex,) dE
;
oraz
wla = — 2“;M f E2e~t%1c0s (Ex,) dE,
0
(10.5)
iy = — ‘?"Q:TM f E2e=ti5in(Ex,) dE.
0
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rozwiazanie z dwiema kreskami

s

M ¢ ) R I
oy =" f \ [(]‘Ao)(l+5-\'1)6’_:"‘+2”o§2 (c"""’— ) e‘“‘"‘)Jsm (&x2)d8,
TS Bo 0
oy, = — f $ (1= (—1 —+—¢,\‘,)e‘*"‘+2a0§~(e""“— -ge‘“*)]yn(&vz)df,
s Bo L e
(10.6)
. M ¢ , . .
gy, = — f ,5 ((l — A éx e+ 2a, &7 ¢ (e"“'—e‘*")]cos(&xz)df,
7 Ag L 0
B MFoe | . Elo® ..
03 = — n(;f A, _(I—AO)E,\‘le i 2a0&2 0 (52‘) £X1— e ‘)]cos(é‘xz)d&
oraz
L 2aM & :
Hiz = — j_[ J AA[(I —Ag)e 1 —e M1 cos (&x,)dE,
he =0
(10.7) °
2a, M I . .
Usy = — a; { i - l(l —Ag)e " 1— —g— e"’"']snn(fxz)(lf.
6 =0 <

Dodajac odpowiednio wzory (10.4) i (10.6) oraz (10.5) i (10.7) otrzymujemy rozkiad
naprezen w pélprzestrzeni. Dla przypadku, gdy a — 0 otrzymujemy rozwiazanie klasyczne
dane wzorami (10.4), zachodzi bowiem pgs+ gy = 0 oraz oy = 0, (a, f = 1, 2).

11. Osobliwos¢ naprezen spowodowana momentem skupionym M

Rozwigzanie klasyczne (10.4) zapisujemy w postaci zamknietej (por. [11])
ol = 8M .;x?xz
Y m raxd)?”
A4M x,x,(x2—x3)
11.1 g 2yt T2
(L0 72 o (xI+xd) 7
2M xf(xff:b'c%)i
o (x+x3)°%

[

I
Gi2 = 031 = —

Podobnie (wykorzystujac calki (5.12"), (5.12"")) zapisujemy wzory (10.5)

_dagM .\',(xf:;‘ax%”)/
n o (xi+x3)?

_ Ao M x,(3xi-x3)
n (x3+x3%)

>

’
My =

(11.2)

;
H23 =
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Dyskusja wzoréw (10.6) i (10.7) (analogiczna do przeprowadzonej w punkcie 5 pracy
dla rozwiazania z dwiema kreskami) prowadzi do rezultatu

, 4M  ay x;x,(3x7—xd)

7= __>7t__ ao+12_ (x%_*_x%):i +0(1)7
, _8M  ap  xixa(xi-x))
LE iy £ S o e R O
(11.3) e
v aM ay xx(x1—3x2)
Oy = e _a_o_ﬂz ‘(mg——-{-()(l),
o _2M ay  (xi-x3)*—4xix]
- : o(l
021 7T a0+12 (x%_{_x%)C! + ( )
oraz
py o daoM xiGi=3xy) M g 3 A-XD) g
(11.4) T (3 +x3)° 7w ag+1?  (x3+x3%)? )

. dagM x,(3x1—x3) M a,  x,(3xi+x3)
K = T T3+ x)’ 7 ag+1Z  (x3+x3)?

+0(1).

Sumujac odpowiednio wzory (11.1) i (11.3) oraz (11.2) i (11.4) uzyskujemy poszukiwany
charakter osobliwoéci naprezen w tym zagadnieniu. Dla r — 0 (tzn. w punkcie przylozenia

momentu M) naprezenia silowe rosna nieograniczenie jak 1/r2, napreZzenia za§ momentowe
sa rzedu 0(r™ 1)

M a x1(xf—x%)
7w oap+1? (x2+x3)?

M3 = — +0(1):
(11.5)
M ay, x,3x1+x3)

7w oag+17  (x2+x2)?

pos = — +0(1).
Dla przypadku granicznego (« — 0), wobec (5.14), naprezenia ggzp (a, 8 = 1,2) ze wzoru
(11.3) oraz u.; ze wzoru (11.5) daza do zera. Otrzymujemy rozwiazanie klasyczne (wzory

(11.1)). Dla przypadku, gdy o« — oo (uwzgledniajac (11.1), (11.3), (11.5) oraz (5.15)),
otrzymujemy

_ a4M 1 X)X 2 2 2
o= S - 23100,

CAM 1= x, x(x3—x3)
Oy = 7 3—2y (xf+x§)3 +0,

(11.6)

2M 1-2v x3(x}—3x3)
T2 = T R T (4l +od,

C2M 1 [xt3G—)xixi+2(1-v)xf]

L -
2! 7w 3—2» (x2+x3%)?

+0(1)
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oraz

_2M 1y x_l(xf—xg)
fs = 7 3= (xi4+x3)?

+0(1),
(11.7)
_2M 1w ,v£(3§%+x§)

7 3= (axp OO

M23 =

Wzory (11.6) i (11.7) odnosza si¢ do osrodka ze zwigzanymi obrotami.

12. Uwagi kosicowe

Analizujac (na przykladzie poiprzestrzeni) naprezenia dla ciala mikropolarnego
Gup, 033 (2, f = 1,2) widzimy, ze rzad ich osobliwosci w punkcie przyloZenia obciazen
skupionych (pkt. 5, 7, 11) jest taki sam jak w teorii klasycznej i wynosi 0(r~!). Réwniez
zachowany jest rzad osobliwosci napreZzen (zaréwno dla napre¢zen sitowych jak 1 momen-
towych) w odniesieniu do modelu ciala ze zwiazanymi obrotami (pkt. 5, 7, 9, 11).

Istotna réznica miedzy przedstawionymi tu osobliwymi rozwigzaniami tkwi we wspol-
czynniku intensywnosci osobliwosdci. Dla ciata mikropolarnego wspotczynnik ten jest
funkcja parametrow materialowych i pozwala na ciagle przejécie z wynikami z p. 4, 5, 6, 7,
10, 11 do teorii klasycznej (¢« = 0) i do teorii opisujacej cialo ze zwiazanymi obrotami
(0 = 0)(p.4,56,7,8,9, 10, 11).

W tej ostatniej teorii, jak wiadomo (por. [4]), wspétczynnik intensywnosci osobliwosci
zalezy od wymiarowej stalej materiatowej /* (wylaczmy tu z rozwazan pkt. 9) i w granicz-
nym przypadku nie uzyskujemy osobliwoéci klasycznej. Dlaczego osobliwo$¢ teorii ciala
ze zwigzanymi obrotami nie przechodzi na osobliwo$¢ ciata mikropolarnego zostalo wyjas-
nione w cytowanej pracy [4] na str. 41.

Kolejne spostrzezenie wynika z poréwnan wynikéw z pkt. 8, 9 i pkt. 10, 11. Zaréwno
rozwigzanie ogdélne tam uzyskane jak i rozwiazanie osobliwe pochodzace od obcigZen
momentami M, i M sa zasadniczo od siebie rézne. Wynika to stad, ze dla ciala mikro-
polarnego obciaZenie M, ma charakter obciaZenia podstawowego tak samo jak obcigZenia
sitami: P, S lub M.

Problem ten dla zagadnien statycznych niesymetrycznej sprezystosci zbadano w pracy
[12], a dla zagadnien dynamicznych w pracy [13]. '
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Peswome

CHUHI'YIIAPHOCTHW CHUJIOBBIX U MOMEHTHLIX HAIIPSDKEHUN B MHKPOITOJISIPHOI
CPELNE IION BO3IOEWCTBUEM COCPEONOTOYEHHBIX HAIPY30K (I)

Jns nuHeHHOH MHKPOIIONSIPHON Cpean! paccMaTpuBaeTcsi 3ajavya 00 YIIPYTOM JIOJVIIPOCTPAHCTBE
B IUIOCKOM NehOPMUPOBAHHOM COCTOSTHHH, JIOJABEPYKEHHOM BO3ASHCTBHIO CTATHUSCKUX CHIIOBBLIX M MO-
MEHTHBIX Harpy30K, IPHJIOXKEHHBIX K Kpalo Tesna. Ha ocHOBe ypaBHEHMII B IIEPEMELLICHHUSX B HIPEIIIONO-
YKEHUH TIPEHEOPEIKHMOCTH MACCOBBIMH YJIEHAMH ONPENEISIIOTCS Je(OPMUPOBAHHOE U HANIPSKEHHOE CO-
CTOSIHMS B MOJIYIIPOCTPAHCTRE . PeleHne COCTOUT B3 ABYX UacTeii: U3 KJIACCHMYECKOrO PELUEHHS U PerIeH s
THITHYHON XpaeBOH 3aJauyl HECHMMETPUYHOH TEOPHH YIPYrocTu. B uacTHOCTI, pacCcMaTpUBAaIOTCS CO-
CpeI0TOUYEHHLIC Harpy3KH, JICHCTBYIOIIHE Ha FIOMVIIPOCTPAHCTBO B Havasie CUCTeMbl KoopAnHaT. OCHOBHOE
BHHMAaHME O0pPAalleHO 11a aHAJIU3 XapaKTepa 0COOEHHOCTEH CIIOBBIX M MOMEHTHBIX HAIlpsiyKEHH, BO3HH-
KalolMX B TOUYKE FPHJIOMKEHHUS 3TUX HArPY30K. P’acCMOTpeHb! TaKyKE TPEACIILHBIC CAVYau: NEpPeXoibl
K KJIaCCHYECKOM TeOPHH YIpYrocTH (% — 0) ¥ K TEOPHH CO CBSI3aHHBIMU BpaLeHHAMH (o — 00).

Summary

FORCE-STRESS AND COUPLE-STRESS SINGULARITIES PRODUCED BY CONCENTRATED
LOADS IN A MICROPOLAR MEDIUM

The problem of elastic half-space in the plane strain state due to static force and couple-forces Ioadings
for linear micropolar medium is considered. Starting from the equations of displacements (without body
force terms) we define the strain and stress distributions in the half-space. The solution consists of two
parts: the classical solution and a typical solution of the boundary problem of non-symmetric elasticity.

In particular, loadings concentrated in the origin and acting on the half-space are considered and the
character of stress and couple-stress singularities is examined. In all the cases the limiting results & — 0
(classical theory of elasticity) and « — o (couple-stress theory of elasticity) are evaluated.
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