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Decydujace znaczenie dla kierunkéw rozwoju badan w omawianej dziedzinie miata
praca O. HOELDERAY), w ktorej catkowa wariacyjna zasada mechaniki wyprowadzona
zostata dla ogdlnego przypadku wariacji ruchu. W szczegolnych przypadkach z zasady
tej wynikaja zasady Hamiltona lub Lagrange’a w zwyklej, wzglednie uogdlnionej postaci.

Ogdlng zasade calkowa wyprowadza Hoelder wychodzac z zasady d’Alemberta—Lagran-
ge’a. Dalsze uogdlnienie zasady Hoeldera podane jest w pracy A. Vossa?).

Uogdlniona zasada catkowa Hoeldera-Vossa oraz prace o charakterze krytycznym,
jakie zaczety pojawiaé sie po ukazaniu si¢ publikacji O. HOELDERA i A. VossA, dotyczace
w szczegdlnosci kwestii analizy definicji przemieszczen wirtualnych, podanej przez O. HOEL-
DERA i A. VOssA®, sa wyczerpujaco zreferowane w ksiazce L. C. POLAKA® na temat
wariacyjnych zasad mechaniki i w pracy doktorskiej B. N. FRADLINA®).

W niniejszej pracy zastanowimy si¢ jeeynie nad réznymi postaciami formutowania
zasady Hoeldera~Vossa oraz nad jej zwiazkami z rézniczkowymi zasadami w mechanice.
W podstawowych pracach HOELDERA i1 VOssA okre§lony zostal zwiazek pomiedzy ogdl-
ng zasada catlkowa a zasada d’Alemberta-Lagrange’a; badania w nastgpnych latach,
w szczegblnoéci prace H. BRELLA (1913), C. ScHAEFFERA (1919), L. NoRDHEIMA (1919),
podkreélity ten zwiazek jeszcze wyrazniej.

W pracach H. BRELLA (1913) i R. LEITINGERA (1913) wykazano zwiazek migdzy zasada
Hoeldera—Vossa, a zasadami Gaussa i Jourdaina.

1 O. Hoelder, Uber die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis, Nachricht, d. Geselisch. d. Wiss.
Gottingen, 11 zeszyt, 1896, s. 122-157.
B A. Voss, Uber die Prinzipe von Hamilton und Maupertuis, Nachricht. d. Gesellsch. d. Wiss. Géttingen,
1900, s. 322-327.
% P. Jourdain, The derivation of equations in generalized coordinates from the pronciple of least action
and allied principles, Math. Ann., t. 62, 1906, s. 413-418.
P. Jourdain, On those principles of mechanics which depend upon processes of variation, Math. Ann.
t. 65, 1908, s. 513-527.
M. Rethy, Uber das Prinzip der Kleinsten Action und das Hamilton’sche Prinzip, Math. Annalen,
t. 48, 1897, s. 514-547.
4 JI. C. Tonak, Bapuayuonnsie npunyunsl KeXaHuxy, ux pa3sumue u npuMenenue & gusuxe. M., 1960
% B. H. Dpagnun, Hez010HOMHAR HMeXAHUKA 4 €& NPUAOHCEHUA 6 eCMeCMEOSHAHUY U MEXHUKe,
Muccepraumst, Kues 1965. '
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1. Ogélne przeksztalcenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a do postaci caltkowej. Réine postacie uogdlnionej
zasady najmniejszego dzialania

Ogolne przeksztalcenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a do postaci catkowej dokony-
wane jest za pomoca asynchronicznej wariacji ruchu i calkowania po czasie. W pracy
O. HOELDERA (1896) wariacja ruchu skiada si¢ z dwu niezaleznych etapdw.

Kazdemu punktowi poczatkowej trajektorii ruchu nadaje si¢ najpierw dowolnie mate
przemieszczenie Ax; (zwane wariacja poloZenia), otrzymujac w ten sposéb nowa trajek-
tori¢ wariacyjna, ktérej punkty odpowiadajg punktom trajektorii wyjsciowej. Nastgpnie
kazdemu punktowi trajektorii wariacyjnej nadaje si¢ predkosé, ktéra moze byé dowolna,
ale mozliwie malo rézniacg si¢ od predkosci w odpowiednim punkcie trajektorii poczat-
kowej. Predko$é mozna okresli¢ dwiema metodami — izochroniczng lub izoenergetyczna.

HorLper okre$§la wariacje energii kinetycznej AT, zakladajac wariacje czasu, skad
wynika zalezno$¢

dx,- d . dAt
A(T) (Ax;)—x, dr .

T odr
Zakladajac poza tym, ze poloZenie ukladu w chwili poczgtkowej i konicowej nie ulega
zmianie, w wyniku catkowania wzglgdem czasu wariacji 47 HOELDER otrzymuje nastgpu-

jace réwnanie:
fy 3n !

(1.1) fAsz = —me,-(')é‘Ax,)dt—ZdeAt.

1o to i=1 °

Wprowadzenie wyraZenia
3a

AA= ZX;Ax,-,
i=1

catkowanie tego wyraZenia i dodanie do réwnania (1.1) pozwala mu uzyskaé réwnanie

1 n 3n
(1.2) [ (2Tddt+ AT+ 4 Aydr} = [ dr D) (Xi—~my5)Ax,

to 1o i=1
stanowiace podstawe wyprowadzenia calkowych zasad mechaniki.

Prawa strona réwnania (1.2), ktéra uzyskata w literaturze naukowej nazwe¢ toZzsamosci
Hoeldera, wzglednie transformacji Hoeldera, jest okreslone, przy danych sitach i danym
rzeczywistym ruchu ukladu, wylacznie przez wariacje potozen Ax;. Wykonujac wariacje
ruchu ukladu w ten sposéb, by wariacje wspSirzednych byly przemieszczeniami wirtual-
nymi i korzystajac, z zasady d’Alemberta—Lagrange’a otrzymuje HOELDER z réwnania
(1.2) nastgpujaca postaé catkowej zasady mechniki:

f
(1.3) [ 2TdAt+ (AT +4 Ayar} = 0.

o
Transformacja Hoeldera (1.2) i wynikajaca z niej ogdlna zasada catkowa (1.3) jest jednym
z najwybitniejszych wynikéw uzyskanych w dziedzinie zasad dynamiki w pierwszej
éwierci XX wieku. W zwiazku z tym nalezy szczegdlnie podkre$li¢ znaczenie prac C. ScHaA-
EFFERA i L. NORDHEIMA.
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1.1. Najbardziej klarowne i $ciste wyprowadzenie tozsamo$ci Hoeldera podat C. ScHa-
EFFER®). Za punkt wyjécia przyjmuje SCHAEFFER wyraZenie
3n
(1.4) D IXG—m %) Ax),
i=1
ktére uzyskuje si¢ z lewej czeéci réwnania, opisujacej zasade d’Alemberta-Lagrange’a,
przez zastapienie przemieszczef wirtualnych petnymi wariacjami wspétrzednych. Petna
wariacja wspélrzednych rozumiana jest poczatkowo jako zupetnie ogélna war-
iacja, zawierajaca wariacje po czasie.
Figurujaca w wyrazeniu (1.4) suma

3n
O
- Z mx; Ax;
i=1

jest nastepnie przeksztalcana do postaci, wynikajacej z obliczenia pelnej wariacji energii
kinetycznej

(1.5) —Zm,xiAx, AT+2T tt Zm,x,Ax;

Calkowanie réwnania (1.5) wzgledem czasu z uwzglednieniem tego, Zze na koncach prze-
dziatu calkowania pelme wariacje wspoirzednych Ax; sa réwne zeru, prowadzi do zalez-
nosci

51 3n N
dar
to i=1 fo

Kladac nastepnie
3n
DX Ax; = A4,
i=1
calkujac ostatnia z réwnosci wzgledem czasu i dodajac ja do réwnania (1.6) uzyskuje
Schaeffer tozsamo$é Hoeldera (1.2). Ogélna postaé figurujacych w niej wariacji pozwala
wyprowadzaé, przy odpowiednich zalozeniach ograniczajacych, rézne zasady dynamiczne.
«Znaczenie transformacji Hoeldera — pisze Schaeffer — polega na tym, Ze wariacje,
figurujace w (116) (w niniejszej pracy (1.2) — N.C.), sa, dzigki wprowadzeniu A¢, znacznie
bardziej ogdlne, niz rozwazane poprzednio (wirtualne — N.C.). Dzigki temu mozemy
zadaé dodatkowo jakieé relacje pomigdzy Axidt, to znaczy
ograniczyé w odpowiedni sposdb ogdélne wariacje w zalez-
noéci (116). Dla kazdego przypadku ograniczef otrzymujemy
nowga zasade dynamiki”. Najbardziej radykalnym ograniczeniem byloby
zalozenie At = 0, skad wynikalaby Hamiltonowska zasada dzialania stacjonarnego®.»

© C. Schaeffer, Die Prinzipe der Dynamik, Berlin, Lipsk 1919.
7 Podkre$lenie nasze — N.C.
® op. cit., str. 43.
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Nastepnie Schaeffer obiera zalezno$§é¢ migdzy petna wariacja wspdlrzednych Ax;
i wariacja czasu At w postaci rownania

(1.7 Ax; = dx;+x;:4¢,

gdzie symbol dx; oznacza wariacje wspdtrzgdnych w ustalonej chwili czasu, nie majaca
na ogdl znaczenia przemieszczenia wirtualnego (wariacje Ox; moga byé wielko$ciami
zupelnie niezaleznymi). Zalezno§¢ (1.7) pozwala Schaefferowi sprowadzi¢ tozsamo$é
Hoeldera (1.2) do postaci

I 3n 1 3n 1 3n
A Al

(1.8) fafzZ:(X,-—m,-se,-)ax,-Jr fdsz,-k,-Az— fdzz (% k) At =
T i=1 T i=1 Yo i=1

n

me[AT+AI4+2T%§L]

fo

ktéra nazwiemy tozsamoscia Hoeldera w formie Schaeffera. Jezeli dx; oznacza przemiesz-
czenia wirtualne, to z tozsamosci (1.8) wynika ogdlna zasada catkowa w formie Schaeffera

]
(1.9) fdt[AT+A A+2Tij—t——dA At+ ‘iT—Az] 0,
fo
gdzie
3n
d’ A .
dt = ZX,'X,‘.

i=1
Réznica miedzy formami Hoeldera i Schaeffera dla tozsamos$ci podstawowej i wynikajacej
z niej ogdlnej zasady catkowej zwiazana jest z réznica miedzy rozwaZzanymi procesami
wariacyjnymi. O ile Hoelder traktuje na ogdt wariacje potozenia jako niezalezne od wa-
riacji czasu, Schaeffer okresla miedzy nimi zwiazek (1.7).

1.2. Jak wykazal A. Voss, ogdlna zasada catkowa w formie Hoeldera (1.3) jest stuszna
jedynie dla ukladéw o wiezach stacjonarnych. Analizujagc problem w uogdlnionych wspét-
rzednych Lagrange’a dla stacjonarnych wiezéw holonomicznych i liniowych anholono-
micznych rzedu pierwszego, Voss wyprowadza zasade w formie Hoeldera, dla wigzéw za$
niestacjonarnych — w formie uogdlnionej. Wariacja zalezno$ci wraz z calkowaniem
po czasie prowadzi w przypadku wigzéw niestacjonarnych do réwnania

i

dAt d oT
(1.10) f(AT+2T o At+6A) dt = fdtZ(aqk & +Qk) Oy +

fo

H

oT f
2T At —
+ [ + 7 6qk]

k=1 fo

zwanej toZzsamoscig Vossa.
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Jezeli wariacje dqx, 4t spetniaja warunek

T . It
(L11) [2TA:+ E—.—éqk] _o,
= 04 fo

to z rownania (1.10) wynika

H
dAt dT Z d oT
(1.12) f(AT+2T - ++<SA) dr = fdz (6qk a . TO) b

fo

Réwnania Lagrange’a drugiego rzgdu dla uktadéw holonomicznych oraz réwnania Ferrre-
rsa

(1.13) W—'——W_ yxll’lk

dla uktadéw o wiezach holonomicznych i liniowych anholonomicznych pierwszego rzedu

(1.14) D prdgerpdi =0 (I=1,2,...,r)

k=1
pozwalaja wyprowadzi¢ z réwnania (1.12) nastepujaca ogélna postac¢ zasady calkowe;j
w formie Vossa:

1
(1.15) f(AT+2Td;“ ‘ZtTAzJFaA)d; —o.

fo

Wobec tego, ze dla wigzéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych pierwszego
rzgdu mamy zalezno$¢

I s I 3n
aT d oT .
(1.16)% f L; ( o4, - 5qk +Q,\) 6qk] dt = f[ ,; (Xi—mixy) 5xi] dt

o
tozsamo$¢ (1.10) mozemy przepisa¢ w postaci nastgpujacej:

151 3n

f
dAt  dT " .
(1.17) f(AT+2T =2 WAz+<s,4) dt=f[2 (X.-—mix.-)éx.] di+

to to =1
s f
oT
+ [2TA!+ E — 6qk] .
aqk to
k = 1
? Istotnie, dla ukltadéw o wiezach spelniajacych (1.14), w tozsamoéci
An s
d (0T
Xi—X)ox; = — - A
X msmxoom= M ) 2 ou—0x o2

suma 2 Pidqy = 0, co w konsekwencji prowadzi do tozsamoséci (1.16).
k=1

5
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Stad na mocy zasady d’Alemberta—Lagrange’a i warunku (1.11) dla wariacji otrzymujemy
ogblna zasadg catkowa w postaci (1.15). Tozsamosé Vossa zostala wyprowadzona w po-
staci (1.17) w ksigzce L. NORDHEIMA Zasady dynamiki'®. NorRDHEIM wychodzi ze wzoru
na T we wspolrzgdnych kartezjanskich i najpierw otrzymuje réwnanie

(118) AT+2T t d Zm,x,Ax, = — Zm,x,Ax,

Przechodzac do wspéirzednych uogdélnionych, czyli quasi-wspdirzednych, oraz uwzgled-
niajac zaleznoéci spetniane w ogdlnym przypadku wigzow niestacjonarnych przy przejéciu
do tych wspdirzednych

k)

s
X = Za”‘q,,+a,-, Ax; = ZaikAqk+aiAt’

k=1 k=1

2T = Zm,a,-kaui]ki],+ szlaikal%c‘f' Zmiaiza

NORDHEIM wyprowadza nastepujaca tozsamosé

(1.19) 2_ mikidx, = 2TAt+ 2— 84.

Z réwnan (1.18), (1.19) i réwnania

3n 3n dT
Z i Ax, = Zm,k} bxi+ - At
=1 i=1

wynika zaleznoéé

dA dT
(120)  aT+2r 20 2m,x,6x;+ —(2TAt+ 2 5 6qk)

Dodajac rownanie (1.20) do réwnania
3n

64 = ZX‘(SX‘
{=1

i catkujac tg zalezno$é, otrzymuje Nordheim tozsamoé Vossa (1.17). Réwnanie, wynikajace
z toZzsamos$ci (1.17), na mocy zasady d’Alemberta—Lagrange’a, W postaci

n

d

fo

H1
(1.21) f(AT+2Td—Atdt+ At+6A) dt = [2TAt+ Z 6qk]

‘o

wyraza twierdzenie réwnowazne zasadzie d’Alemberta-Lagrange’a. Jest ono punktem
wyjécia do wyprowadzenia wszystkich catkowych zasad wariacyjnych.

10 1., Nordheim, Die Prinzipe der Dynamik. Berlin, Lipsk 1919, s. 83.
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1.3. Rozpatrzmy obecnie dwie inne postacie uogdlnionej zasady najmniejszego dzia-
lania, wyprowadzone przez H. BRELLA'Y). Zostaly one wyprowadzone przez niego przy
pomocy prostego przeksztalcenia wyrazenia podcatkowego w lewej czeSci tozsamosci
Vossa (1.10). Wyrazajac funkcj¢ podcatkowa

(1.22) ATdt+2T-‘-1§ dt+—Atdt+ dAdt

W postaci
d ar
AT+ T QTAt)dt— EAtdt+ 0Adt,

Brell wyprowadza z tozsamosci Vossa nastgpujacy zwiazek:

H

' dT f d T oo . ]
f(AT—TtAHéA) dt = dtZ(aqk T +Qk)6qk+[g:a—q;éqk] ,

I
fo 0

wynika stad zasada catkowa w pierwszej formie Brella

(1.23) f(AT—iI—];AHéA)dt ~ 0

fo

z warunkami granicznymi

oo .
(1.24) [ a—,éqk] = 0.
= fo

Przedstawiajac nastepnie wyrazenie (1.22) w postaci

Asz+de’ (TAt)dt+<5Adt

Brell otrzymuje analogicznie druga forme zasady catkowej

1

1.25) f(An T%‘ﬂ+aA)dz -0

10

z warunkami granicznymi w postaci
© N0 T 5
(1.26) [TAt-f- Z—.éqk] = 0.
1 % o

D H, Brell, Uber eine neue Fassung des Prinzips der kleinsten Aktion, Wien. Ber., 122 (2a), (1913),
s. 1031-1036.
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2, Réwnowaznos¢ uogélnionej zasady najmniejszego dzialania i zasady Gaussa

Dowdd réownowaznosci uogdlnionej zasady najmniejszego dziatania Hoeldera-Vossa
zasady Gaussa dla ukiadéw holonomicznych o wigzach niestacjonarnych przeprowadzit
BRELL'?), korzystajac z rownania Gibbsa-Appela.
Do wyrazenia podcatkowego w calce Vossa

5

[ ATdi+dTA1+2Td A1+ sAdr)

to
wprowadza BRELL energi¢ przyspieszen S. Uzywa przy tym zwiazku, wiazacego energie
przyspieszen z energia kinetyczng 7, ktéry w przypadku wigzéw niestacjonarnych ma
postaé
3n

dT 1 os . Z
2.1 w7 6qk g+ m; x, s

gdzie
Xy =./;'(q1’ q2’ ey qS’ t)'

Wowcezas dla wirtualnych wariacji pochodnej energii kinetycznej po czasie dT)/dt
otrzymuje BRELL nastgpujacy zwigzek ;

dr _ T, d N\ 0S| Z
(22) A—at— —_ ETA[ = EAA__II aa dtz < gzjkéqk,

gdzie

. NI,
oqp = Aq—q, A1, Dy = } mrw.-ai,
qk

i=1

0%
‘P-’—Z(‘Ik 6q 3q, ‘Ij)'

k=1
d? .
Dodajac do obydwu stron réwnania (2.2) wyrazenia 2 pr (T'At) i catkujac od ¢, do ¢,

przy zatozeniu, Ze na brzegach wszystkie wariacje zeruja sig, otrzymujemy réwnanie

AT d At+2TdAt = — 6S (Z@kéqk+2TAt)
d dt — 6qk

Z kolei, dodajac do tego réwnania nastepujace
= D) 0w g~ A1)
£=1

12 H. Brell, Nachweis der Aquivalenz des veralgem. Prinzipes der kleinsten Aktion mit dem Prinzipe
d. kleinsten Zwanges~Wien. Sitz. Ber., tom 122 (2a), V zeszyt, Wien 1913.
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i catkujac, otrzymujemy

11

J(ATdt+dTAt+2TdAt+6Adt)— fdtZ(——Qk)(Aqk B A1),

fo
Na mocy réwnan Appela wynika stad zwiazek
n
[ (Atdt+dTA1+2Td A1+ 64dr) = 0,
fo
ktory wyraza zasad¢ Hoeldera-Vossa. Wobec tego, Ze réwnania Appela wyprowadza sig
z zasady Gaussa powyZzsze rozumowanie dowodzi réwnowaznosci tej zasady z zasada
Hoeldera—Vossa.

3. Réwnowaznosé uogélnionej zasady najmniejszego dzialania i zasady Jourdaina

LEITINGER (1913) wykazal zwiagzek pomiedzy zasada Jourdaina i uogdlniona zasada
najmniejszego dziatania Hoeldera-Vossa dla ukladéw o wigzach holonomicznych i linio-
wych anholonomicznych, w ogdlnym przypadku niestacjonarnych.

LEITINGER wyprowadza zasad¢ Hoeldera-Vossa bezposrednio z zasady Jourdaina
przeksztalcajac odpowiednio wyrazenie podcatkowe w calce Vossa. Jezeli wiezy holono-
miczne, natozone na uklad, sa niestacjonarne, to asynchroniczne wariacje wspélrzednych
uogdlnionych Agq, zwiazane sa z wariacjami wirtualnymi tych wspéirzednych dq, zalez-
nosciami

(.1) Aqi = ogqi+ 4,41,

za$ dla 4 — wariacji predkosci uog(’)lnionych mamy zwiazek
. Adt

(3.2) 4q, = ( W=

Uwzglgdniajac réwnania (3.1) i (3.2) oraz wyraZenie na prace wirtualng dzialajacych sit

6A = ZQkéqk,
k=1

mozemy przedstawi¢ wyrazenie podcatkowe w calce Vossa w nastgpujacej postaci:

(3.3) ATdt+2TAdt+dTAt+6Adt = Z[

k=1

d{or d{eér d
—|=—a ——= — (2T 4¢)d:.

+ dt(@i]k q")d’ dz(aqk q"A’)]+ ar @140

Rézniczkujac wzgledem czasu réwnanie (3.3) i ktadac nastepnie w wyprowadzonej

zaleznosci dg, = 0 zgodnie z zasada Jourdaina, jak réwniez uwzgledniajac sformutowanie
zasady Jourdaina dla ukladéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych w postaci

[d(or\ oT
Z[E(aq) G oo =0

oTr d[oT
s gy — dt(@ )6‘1k+Qkéqk+
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LEITINGER uzyskuje nastepujace réwnanie:

2 2 2
% [ATdt+2TAdt+dTAt+5Adr] = /Z [%(%—;Aqk) _ 3‘%(% qkm)] + %(2TA:).
Réwnanie to mozna traktowaé jako jedno z analitycznych wyrazen zasady Jourdaina.
Calkujac ostatnie z réwnant dwukrotnie wzgledem ¢ w okre$§lonym przedziale czasu, od-
powiadajagcym ustalonemu poczatkowemu i korficowemu polozeniu uktadu, LEITINGER
otrzymuje réwnanie, wyrazajace zasad¢ Hoeldera—Vossa w przypadku wigzéw niestacjo-
narnych
3]
[ (ATdt+dTAt+2TdAr+54dr) = 0
fo
Powyzsze wyprowadzenie upraszcza si¢ znacznie w przypadku wigzow stacjonarnych.

Mamy wowczas

(34) Agqy = Oqy
oraz

dq, . Adt
(3.5) AT = 0qx—qx —— ar’

energia za$§ kinetyczna uktadu T jest jednorodna funkcjg kwadratowa predkoscei uogélnio-
nych. Zgodnie z twierdzeniem Eulera o funkcjach jednorodnych moZemy napisaé

(3.6) 2T = ZZ—T
k=1

Uogodlniona zasada najmniejszego dzialania dla ukladéw o wigzach stacjonarnych opi-
sana jest réwnaniem

3
3.7 [ (ATdi+2TAdi+3844r) = 0.

to
Pochodna wzgledem czasu z wyraZenia podcatkowego po uwzglednieniu zaleznosci (3.4),
(3.5) i (3.6) przejmie postaé:

d Adr S[d (o oT .  d* (T
d [AT+2TT+(SA] Zl[z(a—qk)éqk'i'wa +d[2( 6qk)

da: (T d{oT\.. dO: )
_ L A P L |
d,z(aqk)éqk dt(ai]k)éq“-{' 7 qk+Qkéqk].

Zgodnie z zasada Jourdaina otrzymujemy stad réwnanie
Adt d* (oT
——0qi).
7 (AT+2T a + (5A) a7 (3('11.- fIk)

Dwukrotnie catkujac to réwnanie otrzymujemy zalezno$¢ (3.7), to znaczy wyraZenie
analityczne zasady Hoeldera~Vossa dla uktadéw o wigzach stacjonarnych.
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4. Zwigzek zasady energetycznej G. Helma z zasada d’Alemberta-Lagrange’a w badaniach A. Vossa

W pracy pod tytulem Uwagi o zasadach mechaniki*® (1901) A. Voss analizuje préby
niektérych badaczy wyprowadzenia z zasady energetycznej zasady d’Alemberta-La-
grange’a lub jakiejkolwiek innej réwnowaznej do niej postaci réwnan ruchu. Szczegétowo
analizuje Voss zasade energetyczna HELMA'#), ktéra ma posta¢ wariacyjna: zmiana energii
w kazdym z mozliwych kierunkéw réwna si¢ zeru. Wyniki analizy VossaA §wiadcza o tym,
Ze proces wariacyjny w zasadzie Helma nie prowadzi do rownowaznosci z zasadg d’Alem-
berta-Lagrange’a. Istotnie, okre§lmy wariacj¢ energii catkowitej T+ V, odpowiadajaca
izochronicznym wariacjom wspdtrzgdnych, to znaczy przejéciu od punktu o wspdtrzed-
nych x,(t), i(¢), zi(¢) do punktu o wspdtrzednych x,()+ e&:(t), yi(t)+eny (1), zi(0) + eli(),
gdzie ¢ jest dowolna mala liczba stala, za$§ &, #;, {; — dowolnymi rézniczkowalnymi
funkcjami czasu. Otrzymamy wyrazZenie:

N\ L, N
(T+v) = ’Ezmi(xifi'*‘yi"]i'*‘zi&-)_ Z my(X &+ Yimi+Z:8) +
i=1 i=1

V(ﬂ L4 )
+LI 6x1 El+ 6y, 1]1+ 62, C‘ )

Wobec tego, Zze wyraZzenie to oczywiscie nie rowna si¢ wyraZeniu

an[(‘w+m->é-)5-+ LA Y L
£ 6)(,- iNMifSi a—yl myyi|n; 6—2‘ myzy) 6

stwierdzamy, ze dla danego sposobu wprowadzenia wariacji zasada, wyrazajaca si¢ réw-
naniem 6(7+V) = 0, nie jest réwnowazna zasadzie d’Alemberta-Lagrange’a.

Nastepnie Voss wykazuje, ze proces wariacyjny nalezy zmieni¢ tak, by oprécz wspél-
rzgdnych, wariacji podlegal réwniez czas: dopiero wéwczas obydwie zasady staja sig
réwnowazne. Wariacja pelnej energii, odpowiadajaca przejsciu od x;, y;, z;, ¢t do x;+
+e&;, yit+ e, z;+ €8y, t+er, gdzie &,m;, §;, v sa dowolnymi rézniczkowalnymi fun-
kcjami czasu, réwna siec wedtug Vossa nastgpujacemu wyraZeniu:

o v o oo,
6(T+V) = 2 (— +m,xl)5,-+ (W +m,‘y,') 7].+ (({j_z +m;z,)§,+
=1 i i

6x,
d \7 (&) ¢ 22‘ £ G4 E ) 25T
+EL/m' Xi&ityini+z;8;) — mi(§Xi+n: 9+ 8iZ)— 2t

i=1 i=1

Dobierajac odpowiednio funkcje 7(f) (co jest zawsze mozliwe, gdyz T s 0), mozemy
powyzszg zaleznoé¢ sprowadzi¢ do postaci

oy ) .
6(T+V) = 2 I:(—aT +m,x,~) Ei+ (%{i +m;y,)1)i+ (_(;ZK +m('z,) C‘] ,
l=l 1 ] 3

'3 A. Voss, Bemerkungen iiber die Prinzipien der Mechanik, Munch. Bericht math.-phys. kl. 1901.
' G. Helm, Die Energetik in ihrer geschichtlichen Entwicklung, Lipsk 1918.
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skad wynika réwnowazno$é zasady Helma z zasada d’Alemberta~Lagrange’a. «Jest to
jednak — jak dodaje Voss — nic innego, jak tylko abstrakcyjny formalizm», po czym
konkluduje: «Wydaje si¢, ze czynione dotad préby wyprowadzenia zasady d’Alemberta
lub zasady Gaussa z zasady energil nie zostaly uwienczone sukcesem.»!>

W tym samym artykule Voss formutuje ogélng zasade catkowa mechaniki w naste-
pujacej postaci:

«przy odpowiednim doborze procesu wariacji wariacja calki

@1 J= [ T+pU)ar,

gdzie o i f sa dowolnymi stalymi, jest réwna zeru ze wzgledu na rézniczkowe réwnania
ruchu. Odwrotnie, zalozZenie, Ze wariacja rowna si¢ zeru przy wszystkich dopuszczalnych
przemieszczeniach wirtualnych, prowadzi do rézniczkowych réwnan ruchu». Nie ma
przy tym istotnego znaczenia warunek znikania wariacji wspétrzednych na koncach
przedziatu calkowania.

Pod wielko$cia SU autor rozumie tu prace sil zewnetrznych X, Y;, Z; na przemiesz-
czeniach wirtualnych uktadu

oU = Z(X;5i+Yi77i+ZiCi)-
i=1

Na ogét funkcja U ma jedynie sens symboliczny.
Voss rozpatruje najpierw w ogdlnej postaci wariacje calki
H
4.2) I = [ Fx, %0,
fo
odpowiadajaca przejsciu od stanu x, y, z do x+ &, y+ ey, z+ €, to znaczy, gdy wariacji
ulega argument catkowania.

Podstawienie ¢t = ku+k,, gdzie k = %_::, ko =to —11%, pozwala sprowadzié
catke (4.2) do calki o statych granicach
1
(4.3) J = J‘F(x,%,ku+uo)kdu.

0

Obliczajac wariacje catki (4.1), odpowiadajaca przejiciu od stanu x, y, z,? do x + &§,
y+en, z+el, t+er, gdzie £,7, £, 7 sa dowolnymi rézniczkowalnymi funkcjami czasu,
otrzymujemy zalezno$é ‘

4.4) 8T = [ [(BU—oT)r+aS—aW+pVdt,

') A. Voss, Bemerkungen ..., s. 170.
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gdzie

V=0U= j(Xif.-'f-Yi77."f‘Z.'Ci),

i=1

%)
I

i=

Emi(kfi'f'j)ini'*'éié-i)’
=1

n

W= 2, my (X &+ Yimi+2:8)).
fy

Wyrazenie (4.4) na wariacj¢ 6J mozna przedstawi¢ réwniez w dwu innych postaciach

n n

) 87 =p [ V=wydi+ [ [(BU=oT)i+(B—a) W+aSdr,
(1) 8/ = o [ (V=Wydi+ [ [(BU=oT)i+(B—a)V+aS]dr.

Przy odpowiednim doborze funkcji 7, mianowicie takim, przy ktérym druga z calek we
wzorach (I) i (I) réwna si¢ zeru, uzyskujemy réwnowaznos¢ zasady d’Alemberta-Lagran-
ge’a z zasada opisywanag przez rownanie 6J = 0. Natomiast odpowiedni dobdr stalych
o i § prowadzi do uzyskania réznych postaci szczegdInych tej uogélnionej zasady catkowej.

A. Voss rozwaza nastepujace cztery przypadki szczegdlne:

1. « = B. Odpowiedni wybdr {unkcji © prowadzi, na mocy réwnania (I), do naste-
pujacego warunku

U-T)i+S8 =0.

Catkujac wzgledem czasu ¢ i zakladajac, ze wariacje wspdlrzgdnych na brzegach prze-
dzialu calkowania sg réwne zeru, otrzymujemy 7 = const, a w szczegdinym przypadku
T = 0. Jezeli T—U = h, to dla = mamy nastgpujacy zwigzek: ht+s = 0. W tym przy-
padku uzyskujemy zasad¢ Hamiltona.

2. Jezeli § = 0, to z rownania (II) wynika nastepujgca postaé warunku, okreslajacego
funkcje =:

Ti+V—8 = 0.

Wobec tego, ze T # 0, funkcj¢ T mozemy zawsze okreslic. W tym przypadku mamy do
czynienia z rozszerzona postacia zasady najmniejszego dzialania.

3. Jezeli o = 0, to z réwnania (I) mamy

Ut+W =0

przy czym zalozenie co do charakteru wariacji na brzegach przedzialu nie jest konieczne.

Na to, by mozna bylo okre$li¢ funkcje = z ostatniego réwnania, trzeba zalozyé, Ze
w obszarze calkowania U nie réwna si¢ zeru. Przy takim zaloZeniu zasada, wyrazajaca
si¢ rownaniem

I
8 [ vdr=o0,
fo

prowadzi réwniez do rézniczkowych réwnan ruchu.

5 Mechanika Teoretyczna 3/73
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4. Jezeli f = —uo, to catka (4.1) ma w tym przypadku postaé

) 15
J=[ar-vydt b J=[ Ed.

1o fo
Dla okreslenia funkcji 7 otrzymujemy z réwnania (II) zwigzek
(T+U)T+2V—S = 0.

Jedynie w pierwszych dwu z rozpatrywanych przypadkéw uzyskuje si¢ ta droga wy-
godne postacie uogdlnionej zasady catkowej. W obydwu pozostatych przypadkach, jak
tez w ogblnym przypadku dowolnych o i f, interpretacja sensu mechanicznego symbo-
licznej wielkosci U jest utrudniona, nie méwige juz o tym, ze przy dowolnych znaczeniach
o i f nie mozna na ogdl w obszarze catkowania spetni¢ warunku

BU—aT # 0
niezbednego dla okreslenia funkcji 7.
Jezeli zamiast symbolicznego wyrazenia U wprowadzimy funkcje

! n

A= [ D Xx+Yidi+Z:2)

to i=1

wobec tego zamiast catki (4.1) rozwazymy catke

[ («T+paya,

to z wariacji tej catki uzyskamy nastgpujace postacie catkowe zasady d’Alemberta~La-
grange’a:
I

nh 15 1
5[ (T+ayar=0, &[ Td=0, 6[uvd=0, 6fEd=0,
to to Lo to

8 [ (aT+pAydr = 0.

fo

5. Calkowa posta¢ zasady Gaussa dla ukladéw holonomicznych. Praca E. Schenkla

Mys$l o poszukiwaniu zasady, majacej postaé catki wzgledem czasu w okre§lonych
granicach calkowania i réwnowaznej zasadzie Gaussa, zostala po raz pierwszy sformuto-
wana przez profesora Wassmutha. Jako podstawg swych badan w tej dziedzinie przyjat
E. ScHENKL, zgodnie z ideg Wassmutha, nastepujaca analogig.'®)

Réwnowazno$¢ zasady Hamiltona i zasady d’Alemberta-Lagrange’a wynika z toz-
samosci

12 3n

2
(5.1) [ o1+ 0U)ds = [ N (X~ %) dxid.
I 1y I=1

16} E. Schenkl, Uber eine dem Gaufischen Prinzipe des kleinsten Zwanges entsprechende Integralform,
Sitz. bericht. d. k. Academie d. Wiss. in Wien, t. 122. Wieden 1913.
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Zasada Hamiltona jest calkowa postacig zasady d’Alemberta-Lagrange’a. Jezeli zbudujemy
tozsamosé, formalnie analogiczna do tozsamosci (5.1), ktorej prawa czg$é przyjmuje
postac:

12 3n

(5.2) [ N xi—mys) 63dr,

1 oi=1

to mozemy dojs¢ do calkowej postaci zasady Gaussa. W zasadzie Gaussa nie zaklada
sie zadnego zwiazku pomiedzy wariacjami przyspieszen, odpowiadajacymi réznym chwilom
czasu ¢ i t’. Wariacje musza jedynie spetnia¢ warunki zgodno$ci z wigzami; natomiast
przy przejéciu od jednej chwili podezas ruchu uktadu do innej wariacje moga zmieniaé
sie w sposdb dowolny, w tym réwniez skokowo, skad wynika, ze ciag przyspieszen, w czasie
podlegajacych wariacji, moze nie by¢ ciagly.

Cigg przyspieszen podlegajacych wariacji w czasie musi spetnia¢ warunek, nadajgcy
sens calce (5.2). Innymi stowy, trzeba przej$¢ od wariacji ruchu w danej chwili czasu do
wariacji ruchu w catosci, to znaczy w skonczonyin przedziale czasu. W zasadzie Hamiltona
przejscie to jest dokonywane w nastgpujacy sposéb.

Niech ruch uktadu holonomicznego w kartezjanskim ukiadzie wspdtrzadnych bedzie
opisany zwigzkiem x; = f;(r). W pewnej ustalonej chwili czasu ¢ nadajmy ukladowi prze-
mieszczenie wirtualne, ktére jest zgodne z natozonymi na ukiad wigzami. Uzyskamy dla
tej chwili wariacj¢ polozenia ukladu, okreSlong przez wspdirzedne x;+ dx;.

W dowolnie bliskiej sasiedniej chwili czasu ¢’ wspdirzedne ukiadu rownaja si¢ x; =
= fi(t"). Jezeli nadamy ukladowi w chwili ¢’ przemieszczenie wirtualne dxi, to dla tej
chwili uzyskamy wariacje polozenia ukfadu, opisang wspdirzednymi x;-+ dx;.

W ten sposéb, przechodzac od chwili czasu do nastgpnej, wszedzie zastosujemy wska-
zang metode wariacji w punkcie. Wielko$ci wariacji dx;, odpowiadajace réznym chwilom
czasu, sa zupetnie niepowigzane ze soba; spetniajac warunki zgodno$ci z wigzami mozemy
od jednej chwili do innej zmieniaé¢ wariacje w sposdb dowolny, dzieki czemu ciag w czasie
wariacji potozen ukladu moze nie by¢ ciagly, catka za$

7]
f (5x;dt
n

moze nie mie¢ sensu. Zazadamy wiec od ciagu polozen ukladu cigglosci wzglgdem czasu,
przyjmujac zaleznos$¢

ox; = &fi(1),

gdzie ¢ jest infinitezymalnie matym parametrem niezaleznym od czasu, f;(¢) za§ dowolna
ciagla i skonriczong funkcjg czasu. Wéwezas wariacje wspdtrzednych beda infinitezymalnie
matymi funkcjami czasu. Catka

12
f (5x,~dt
1
begdzie miala obecnie sens, jako catka funkcji ciagle).

k34
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Ciag polozen wariacyjnych uktadu x;+ &f;(¢) bedzie reprezentowal pewien ruch, ktéry
nazywamy wariacja ruchu. E. SCHENKL dowodzi, ze w metodzie Gaussa nie mozna do-
konaé w analogiczny sposob przejscia od wariacji ruchu punktu do wariacji ruchu catego
uktadu.

Istotnie, jezeli zalozymy, ze wariacje przyspieszen 0Xx; sa ciaglymi funkcjami czasu'?,
to wariacje predkoéci i wariacje wspotrzednych nie moga by¢ w kazdej chwili réwne zeru,
jak zada sie w metodzie wariacyjnej Gaussa. Wynika to stad, Ze w przypadku, gdy wiel-
kos¢ oX; jest ciagla funkcja czasu, powinna ona zachowywac¢ znak w dostatecznie malym
przedziale czasowym. Wdwcezas ze wzgledu na relacjg

dox;
0%, = SO0
(5.3) G =

wielkosé dx; zwigksza si¢ lub zmniejsza w tym przedziale czasu, co oznacza, Ze gaussowska
metoda wariacji w punkcie zostaje naruszona. Zauwazmy, ze relacja (5.3) jest stuszna
przy zatozeniu, Ze czas nie podlega wariacji.

Nastepnie E. SCHENKL analizuje jeszcze jedna probe przejécia do wariacji ruchu w ca-
tosci przy uzyciu metody Gaussa wariacji ruchu w punkcie.

W mysl zasady Gaussa stan ruchu podlega w kazdej chwili nastgpujacej wariacji:
dx; = 0, 6%; = 0, dX; # 0. Niech punkt materialny M opisuje w ruchu rzeczywistym
dany tor z dang prgdkoscia. Ustalmy dowolng chwile ruchu. Mowiac o wariacji
stanu ruchu w tej chwili wedtug Gaussa, mamy na mysli punkt M, lezacy na innym torze,
majacym z danym torem wspélny punkt M (dx; = 0); tor ten nazwiemy wariacja toru.
We wspdlnym punkcie M tor rzeczywisty i wariacja toru maja wspolna styczna (dx; = 0),
natomiast krzywizna wariacji toru w punkcie M jest rézna od krzywizny toru rzeczy-
wistego, co oznacza, ze normalne skladowe przyspieszenia punktu w danej chwili czasu
sa inne na torze rzeczywistym, niz na jego wariacji (6X; # 0). Dla danej chwili czasu mamy
nieskonczenie wiele wariacji stanu ruchu. Zasada najmniejszego przymusu stwierdza,
Zze w nieskonczonej réznorodnosci stanéw ruchu w danej chwili czasu rzeczywistym ru-
chem jest ten, dla ktérego wariacja przymusu réwna si¢ zeru.

Rozwazmy z kolei przejscie od jednej chwili czasu 7, do innej 7,. Wariacj¢ trajektorii,
odpowiadajaca przedzialowi czasu f,—1,, przedstawimy jako nieskonczona sume infi-
nitezymalnych czesci, odpowiadajacych opisanemu powyzej sposobowi konstruowania
wariacji w punkcie. Geometrycznie mozemy to wyobrazié sobie W nast¢pujacy sposéb.

Niech z kazdego punktu rzeczywistej trajektorii wychodzi pegk toréw, wynikajacych
z dokonania wariacji w punkcie. Wariacj¢ toru, odpowiadajaca przedzialowi czasu od
t, do t,, wyobrazimy sobie jako sume nieskoriczenie wielkiej liczby infinitezymalnie
matych trajektorii czastkowych, odpowiadajacych wariacji w punkcie. Wariacje przy-
spieszefi, odpowiadajacych tak skonstruowanemu torowi, nie moga mie¢ stalego znaku
w Zzadnym, dowolnie malym, przedziale czasu, gdyz w przeciwnym przypadku jak zostalo
stwierdzone poprzednio, nie mogtyby réwna¢ si¢ zeru wariacje predkosci, odpowiadajace
dowolnej chwili czasu,

' L. Boltzmann, Vorlesungen iiber die Prinzipien der Mechanik, 1 Czesc, 1897, s. 211.
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Wynika stad, Ze wariacje przyspieszen mozna przedstawi¢ tylko jako takie funkcje
czasu, ktére w kazdym, dowolnie matym, przedziale czasu zmieniaja swoj znak w sposéb
dowolny. Jednakowoz funkcje tego typu nie sa catkowalne. Oznacza to, Ze obie préby
przejscia do wariacji ruchu w catosci skonczyty si¢ niepowodzeniem, gdyz zaréwno w pier-
wszym, jak i w drugim przypadku, czas nie podlegat wariacji i obowiazywala relacja (5.3).

«Tak wigc — konczy swe rozwazania Schenkl — nie mozna ustali¢ odpowiedniosci
miedzy punktami toru rzeczywistego i jego wariacji w taki sposéb, by wzajemnie odpo-
wiadajace sobic potozenia w obydwu ruchach zajmowane byly jednoczes$nie.» To stwier-
dzenie prowadzi autora do konkluzji, ze wariacj¢ ruchu nalezy budowaé, dokonujac
jednocze$nie wariacji czasu.

Zalézmy, ze wzajemnie odpowiadajacym sobie stanom ruchu rzeczywistego i jego
wariacji odpowiadajg rézne chwile czasu i 74 dr. Przy tym zatozeniu mozemy skonstruo-
waé takg wariacje ruchu, dla ktorej wariacje przyspieszen 0%; (w odréznieniu od wa-
riacji przyspieszen 0X;, ktore dokonywane sa bez wariacji czasu) sa calkowalnymi fun-
kcjami czasu. Wariacje przyspieszen 0X;, jak juz zostato stwierdzone, nalezy przedstawié
jako takie funkcje czasu, ktére w kazdym dowolnie matymy przedziale czasu dowolnie
czesto zmieniaja znak. Funkcja taka zostala zbudowana przez Schenkla w nastepujacy
sposdb. Pedzielmy przedziat czasu [1, t,], w ktorym funkcje te bedziemy rozpatrywali,
na n réwnych czgsci 7. Niech wariacje przyspieszen 0X;, w chwilach czasu 7, = 1, +purt,
p=20,2,4 ..,n sa rowne wartosciom dowolnej, danej z gory, ciaglej, dodatniej
funckji czasu fi(r), za§ w chwilach czasu r— =, +v7, » =1,3,5, ..., n—I1, wartosci
tych wariacji sa ujemne i réwne co do modutu $rednim arytmetycznym od wartosci wa-
riacji w sasiednich (parzystych) chwilach czasu. Wowczas przy n — oo (lub 7 — 0) wiel-
kos¢ OX; jest reprezentowana przez funkcje o Zadanej wiasnosci, to znaczy dowolnie
czesto zmieniajaca znak.

Nastepnie wprowadza si¢ wariacje czasu dr. Wariacja czasu jest taka funkcja czasu,
ktdra przybiera wartosci zerowe w kazdej chwili 1, = ¢, +uz, dla ktdrej wariacje przy-
spieszenia 0X; sg dodatnie, oraz wartosci T w kazdej chwili 1— = ¢, +»7, dla ktérej wa-
riacja OX; jest ujemna. Wreszcie, wykonujac petng wariacj¢ mozemy zastapié wariacje
przyspieszenia w chwili # wariacja przyspieszenia w chwili 7+ 8z, Wéwczas chwilom cza-
su - beda odpowiadaly wariacje przyspieszen dla chwil ., = r-+7. A wiec wszystkim
chwilom czasu odpowiada¢ beda dodatnie wartosci wariacji przyspieszen 6%; (W ten sposob
oznaczymy wariacje przyspieszenia, z wariacja czasu ¢). Mamy wiec relacje 0X; = fi(¢).
Traktujgc wariacje przyspieszenia jako wielkosci infinitezymalne mozemy je przedstawié
W postaci oX; = gfi(1), gdzie & oznacza nieskonczenie maty parametr.

Przy takim okre$leniu wariacji przyspieszenia catka (5.2) ma sens. Zauwazmy przy
tym, ze wariacja czasu d¢ nie jest w zaden sposdb zwiazana 2 wariacja przyspieszenia 0X;,
dlatego mozna ja traktowaé (jak to czyni Schenkl) jako wielkoéé nieskofczenie mala
Wyzszego rzedu niz wariacja 0X;, a wiec rowniez niz wariacja O¥.

Dzigki wprowadzeniu wariacji czasu 61, wariacje wspoirzednych i predkoéei przyjmuja
postaé

ox; = x;0t, Ox; = X, 01,



el
(=)
(]
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gdzie X; i ¥; sa wielkosciami skonczonymi, d¢ za$ jest nieskonczenie malg wyzszego rzedu
niz 6%, W takim razie dx; i 0X; sa wielkoSciami nieskonczenie malymi wyzszego rzedu
w porownaniu z 0X;. Dlatego dalej bedziemy je przyrownywali do zera:
ox; =0, 0% =0.
Wariacje ruchu konstruujemy wigc przy nastepujacych warunkach:
(1) Wariacje 0x; i 0X; sa réwne zeru w dowolnej chwili czasu z rozwazanego przedziatu.

(2) Wariacja przyspieszenia O%; # 0 i jest calkowalng funkcja czasu.
(3) Dodatkowo zaktada sig, ze

o (/O\
ox; =
dr
co oznacza, Zze symbole d i o sq przemienne.
(4) W skonczonych chwilach czasu ¢, i 1, wariacje przyspieszen réwnaja sie zeru:
(0%),, =0, (3%, = 0.
Spetnienie tych warunkéw dla wariacji ruchu jako calosci zapewnia jednoczesne spel-
nienie poprzednich warunkéw wariacji w dowolnej chwili czasu oraz istnienie calki
12 3n
R S
f ‘Z (X,-—m,-x,»)éx‘-él .
foi=1
Zbadajmy z kolei kwestie formutowania catkowej postaci twierdzenia Gaussa, W tym

2

celu obliczmy wariacje 6( ) Uwzgledniajac warunek 0%; = 0 otrzymujemy dla niej

d 2
wyrazenie
3n
_{ g7 B _ _
(5.4) a(‘fl’TT) - 4\_1 s (25,554 %, %)

i=1
Nastepnie rozwazmy prace wirtualna sit aktywnych, oddziatujacych na uklad

3n

34 = D Xibx;.
i=1

Druga pochodna wzgledem czasu z pracy wirtualnej przyjmuje postac:
3n

2 2
(5.5) L,-OA= \ (d/,\/'é +2—'6,\+X6x)
de* = d

i=1

Przyjete warunki wariacji umozliwiaja obliczenie wariacji & w ten sposob, jak gdyby czas
nie ulegat wariacji. Dlatego w réwnaniu (5.5) mozemy formalnie zastapi¢ symbol § przez
symbol o.

Wowczas z réwnania (5.5) otrzymamy zaleznos¢

d*o4 d*X; dX;
m—Z‘Z(dZ Sxt2 5t éx+X6x,),
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wobec tego zas, ze 0x; = OX; = 0, otrzymujemy

3n

d?04 N s
(56) - dt_z - = %{ X,'(Sxi.
Odejmujac stronami réwnanie (5.6) od réwnania (5.4) uzyskamy

- 3n
(d*T\ d*64 Y o sy, _
é(ﬁi“) — g = % (2m,-.\,-(3,\,~+m,-,\,-w —Xiaxi)-

Catkowanie ostatniej z tych zalezno$ci w okreslonym przedziale czasowym od ¢, do ¢,,
z uwzglednieniem warunkéw brzegowych, prowadzi do réwnania

7 _ 1 3n
Y d*T d?d4 f Z . o
(5.7) | [a(_di-f) = dﬂ‘] dr = (i — X)) 8%,
I ) n =1
z ktérego wynika catkowa postac zasady Gaussa
2 —
< d*T d?0A
41

Zasade, opisywana przez rownanie (5.8), nazwiemy zasada Schenkla. Réwnowazno$¢
zasady Schenkla i zasady Gaussa wynika z rownania (5.7). Rzeczywilcie, zalézmy, Ze
spetniona jest zasada Schenkla. Wéwczas z réwnania (5.7) otrzymujemy zaleznos$¢

12 3n
(5.9) [ D) (misi—X)d%dt = 0

1 =1
dla dowolnych wartoséci ¢, i t,. Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy funkcja podcalkowa
rowna si¢ zeru. Mamy wigc relacje

3n
v, <o
g{ (mi%i—X;)0X; = 0,

{

€O oznacza, ze wariacje przymusu sg wedtug Schenkla réwne zeru
(5.10) 8Z = 0.

Nowe (zgodne z podejéciem Schenkla) i stare (gaussowskie) warunki wariacji w punkcie
pokrywaja sie. Dlatego z rownania (5.10) wynika, ze réwniez wariacje przymusu wedhug
Gaussa réwnaja si¢ zeru 6Z = 0, a wigc spetiona jest zasada Gaussa.

Odwrotnie, zalézmy, e zachodzi zasada Gaussa, to znaczy

12
f Z(m,:f,—Xl)gffidt = 0.

n
Woéwcezas z réwnania (5.7) wynika od razu spelnienie zasady Schenkla w postaci

2

—{ad*T d¥oA
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6. Postaé calkowa zasady Jourdaina

Rézniczkowa zasada Jourdaina'® jest wyrazona przez réwnanie

3n
6.1 Z(Xi—mix'i)éki =0

i=]
i odpowiada takiemu procesowi waiiacyjnemu, w ktérym w dowolnej chwili czasu ulegaja
wariacji predkosci punktéw ukladu materialnego (8k; # 0), za$ ich wspdtrzedne nie ulegaja
zmianom (dx; = 0). Catkowa posta¢ zasady Jourdaina moze by¢ wyprowadzona analo-
gicznie do tego, jak SCHENKL wyprowadzil catkowa postaé zasady Gaussa. Zbudowanie
catkowej postaci zasady Jourdaina wymaga skonstruowania tozsamosci, w ktdrej jedna
ze stron ma postaé nastepujacej catki:

1, 3n

(6.2) f Z (Xi—m; X)) ox;dt.
o=
Calka ta istnieje, gdy zalozymy, ze funkcje dX; sg ciagle. Przypusémy, ze 8x; jest ciagla
funkcja czasu, w ten sposdb przechodzimy od wariacji ruchu w ustalonej chwili czasu do
wariacji tego ruchu w skoriczonym przedziale czasu. Zauwazmy, ze warunki wariacji
wedlug Jourdaina nie sg spelnione. Istotnie, z rownosci

déx

(6.3) Ox; = i

wynika, Ze wariacje wspdlrzednych dx; rosna lub maleja (dx; # 0), gdyz warunek ciagtosci
dx; oznacza zachowanie znaku funkcji dX; w dostatecznie matym przedziale czasu.

Réwnanie (6.3) zaktada, Ze czas nie ulega wariacji. Oznacza to, ze spetnienie w dowolnej
chwili czasu warunkéw wariacji wedtug Jourdaina wymaga wariacji czasu. Przechodzimy
wiec, zgodnie z metoda Schenkla w zastosowaniu do wariacji predkoséci, od d-procesu
wariacji izochronicznej do é-procesu wariacji asynchronicznej. Dzigki temu dokonujemy
przejécia od niecatkowalnych funkcji czasu 6%; do catkowalnych funkcji o%;.

Funkcje 0%; sa konstruowane podobnie, jak funkcje 6% u SCHENKLA. Zaklada sie,
Zze wariacje czasu sa wielkodciami nieskonczenie matymi wyZzszego rzedu, niz wariacje
8%; lub 0%;. Dzigki wprowadzeniu wariacji czasu wspdlrzedne doznajg wariacji ox; =
= X;0¢. Ze wzglgdu jednak na to, ze ¢ jest wielkoScia nieskofczenie malg wyzszego rzedu,
niz d%;, mozemy zakladaé, ze ox; = 0. W ten sposob wariacja w skonczonym przedziale
czasu jest dokonywana przy nastgpujacych warunkach:

(1) Wariacja dx; jest w dowolnej chwili czasu réwna zeru: ox; = 0.

(2) Wariacja 0%; # 0 i jest catkowalna funkcja czasu.

(3) Spetniona jest zalezno§¢ O%; = % 0%;, ktéra oznacza przemienno$é operacji
dis.

(4) Na koncach przedzialu spetnione sg warunki (8x;),, = 0, (%)), = 0.

18) P. Jourdain, Note on an analogue of Gauss principle of least constraint, Quarterly Journal of Pure
and Applied Mathematics, t. 40, Londyn 1909.
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Przejdzmy do budowania catkowej formy zasady Jourdaina. W tym celu najpierw
obliczamy wariacj¢

3n n
{dT) N e . N7 e
(64) 6(d[_) = 4{ m,-x,-é.\,-—{—%l m,-l,»(Sx,-,
3n
d . §
6.5) Coa = (low+X.0%).

i=1

Przyjete przez nas warunki wariacji pozwalaja na zastapienie w réwnaniu (6.5) symbolu
symbolem d. Wowczas otrzymamy zwiazek

3n
6.6 d5A—ZX5'
(6.6) i _~_1 0X;.

Odejmujgc stronami réwnanie (6.6) od réwnania (6.5) mamy
d d 3n d 3n 3n

<{ dT <.\ . =. N\ s Ny ss
6(7[) - 7[6/1 = % m; xX; 7’ 6x,+ ‘élj m,»x,»é.x,-— lLlj X,'(S.X,'.

Calkujac te zalezno$é i uwzgledniajac warunki wariacji 24 uzyskujemy tozsamo$é
1 d J 3n 15 3n

< dT < \" .. . Z . <
f [6 (7) v 0A + 2{ m,»,\,-éx,-]dt = ;f .l (m;X;— X;)ox;dt,
1% i= 1 i=

z ktorej wynika catkowa forma zasady Jourdaina, majaca posta¢ warunku zerowania sie
nastepujacej catki:

1

2 3
dt dt “Zd

1 i=1
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