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1. Ciala dyskretyzowane

Spotykane w przyrodzie odksztalcalne ciala state opisujemy w ramach mechaniki kla-
sycznej najcz¢éciej przez zastosowanie jednego z dwdch nastepujacych podej§é: struktu-
ralnego, zwanego tez dyskretnym, oraz kontynualnego. W podejéciu strukturalnym,
typowym dla fizyki ciala stalego, uwzgledniamy rzeczywista, nieciagla strukture materii,
Podejécie kontynualne polega na wprowadzeniu o$rodka ciaglego jako modelu ciala,
a samo cialo wystgpuje pod postacia materiatu, ktérego wlasnoséci sa okre§lone w infini-
tezymalnym otoczeniu kazdej czastki wprowadzonego kontinuum. Oprdécz obu tych
podej§¢ warto takZe zwréci¢ uwage na trzecie, ktére nazwijmy dyskretyzowanym. W po-
dejsciu dyskretyzowanym cialo stale wystepuje pod postacia zbioru elementéw material-
nych o wymiarach skonczonych, przy czym kazdy element ma skoficzona liczbe stopni
swobody. To ostatnie podejécie jest typowe np. dla zagadnien mechaniki konstrukcji,
gdzie mniej jesteSmy zainteresowani wlasno$ciami ciala w infinitezymalnych otoczeniach
jego czastek (podejScie kontynualne, materialowe), nie wspominajac juz o niecelowosci
wnikania w jego struktur¢ atomowa, lecz raczej interesuja nas wiasnoéci globalne pewnych
skonczonych czgéci ciala. Celowo§¢ wprowadzenia podejécia dyskretyzowanego do me-
chaniki uzasadnimy w punkcie 6. Cialo dyskretyzowane otrzymuje si¢ zwykle w wyniku
procesu dyskretyzacji, jako pewien uproszczony model o§rodka ciaglego, jak to ma miejsce
np. w znanej metodzie elementéw skonczonych [7], w zagadnieniach statyki budowli lub
dynamiki konstrukcji (zastapienie cigglego rozkladu masy — masami skupionymi). Jed-
nakZe w rozwazaniach, w ktérych bgdzie nas interesowaé nie sam proces dyskretyzacji,
lecz to, co w jego wyniku otrzymujemy, dogodniej pojecie ciala dyskretyzowanego wpro-
wadzi¢ a priori (w spos6b zupelnie niezalezny od pojecia ofrodka ciaglego), jako model
rzeczywistego ciala stalego. Postgpowaé mozemy wiec podobnie, jak w mechanice kon-
tinuum, gdzie pojgcie o§rodka ciaglego wprowadzamy niezaleznie od podejscia struktu-
ralnego.

Celem uczynienia wyktadu bardziej pogladowym, za punkt wyjscia przyjmijmy tutaj
kontinuum materialne. Uogdlniajac nieco proces dyskretyzacji kontinuum materialnego
oméwiony np. w [7] (s. 11), podzielmy umownie to kontinuum przy pomocy pewnych
powierzchni materialnych (lub krzywych w przypadku kontinuum dwuwymiarowego) na
co najwyzej przeliczalny zbiér otwartych i rozlacznych czgsci zwanych elementami skon-
czonymi. Przyjmijmy nastepnie, Ze elementy skoriczone sa powiazane wylgcznie przy po-
mocy pewnych, dodatkowo przez nas wprowadzonych, ukladéw materialnych. Kazdy
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z tych ukladéw nazwijmy czgstka ciala dyskretyzowanego. Zakladamy jednoczeénie, Ze
ciagly rozklad masy w kontinuum jest aproksymowany masami zaczepionymi tylko w cz3-
stkach oraz ze kazda czastka jest niezaleznym') ukladem dynamicznym, holonomicznym,
o tej samej, skonczonej, liczbie stopni swobody (tj. czastka moze by¢ swobodnym punktem
materialnym, ich ukladem lub ukladem punktéw materialnych poddanych catkowalnym
wiezom). Zbiér wszystkich czastek, ktore taczg dany element z innymi elementami skon-
czonymi, nazwijmy elementem dyskretnym, odpowiadajgcym danemu elementowi skon-
czonemu. Podobnie, jak w [7] zakladamy, Ze ruch kazdego elementu skorczonego jest
jednoznacznie okre§lony przez ruch odpowiadajacego elementu dyskretnego. Ponadto
przyjmijmy, ze przestrzenig konfiguracyjna [3] dla kazdej czastki) jest n-wymiarowa
przestrzen wektorowa.

Rys. 1

Prosty przyklad ciala (dyskretyzowanego plaskiego) przedstawia rys. 1. Elementami
skoficzonymi sa zaznaczone (otwarte) trojkaty i réwnolegloboki; ruch kazdego z tych
elementéw skoriczonych jest opisany (w ramach mechaniki cial dyskretyzowanych) przy
pomocy ruchu odpowiedniego elementu dyskretnego, bgdacego zbiorem wierzchotkéw

Rys. 3

danego tréjkata lub réwnolegloboku. Jako czastki dyskretyzowanego ciala nalezy tu
przyjaé swobodne punkty materialne, bgdace wierzchotkami tych figur, po zaczepieniu
w nich mas skupionych aproksymujacych bezwladno$¢ ciala. Kazdy element dyskretny
sktada si¢ wiec z trzech lub czterech czastek. Ciato dyskretyzowane zaznaczone na rys. 2
uwzglednia te same elementy skonficzone, jak na rys. 1, lecz poszczegdlne elementy dyskret-
ne zawieraja teraz 6 lub 9 czastek, z ktérych kazda jest, jak poprzednio, swobodnym
punktem materialnym; niektére z czastek naleza tu tylko do jednego elementu dyskretnego.
Inny przykiad ciala dyskretyzowanego pokazano na rys. 3, gdzie mamy do czynienia
z powlokg zlozong z czworokatnych plytek, ktére przyjmijmy jako elementy skonczone.

1) Dwa uktady dynamiczne nazywamy niezaleznymi, gdy nie zawieraja ani jednego wspéinego punktu
materialnego oraz gdy ruch punktéw nalezacych do réznych uklad6éw nie jest poddany wspdlnym wigzom.
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Stosujac zalozenia Love’a-Kirchhoffa, jako czastki ciala dyskretyzowanego mozemy
przyja¢ zaznaczone na rysunku pary punktéw materialnych (wraz z przyporzadkowanymi
im masami) o stalej odleglo$ci, ktorg jest grubo§é powloki. Liczba stopni swobody kazdej
czastki wynosi 5, a kazdy element dyskretny jest zbiorem czterech czastek (czterech par
wierzchotkow czworokatnego elementu skonczonego).

Z punktu widzenia powyzszych rozwazan cialo dyskretyzowane jest para (D, &),
gdzie D jest skoficzonym lub przeliczalnym zbiorem czastek d, de D, D > 1, oraz &
jest pokryciem zbioru D elementami dyskretnymi E, D o E € &. Zakladamy, ze czastki
oddzialywuja wylacznie w podzbiorach E € &?). Przyjmiemy jednocze$nie, ze kazdy
element dyskretny zawiera skonczona i nie mniejsza od dwdch liczbg czastek oraz ze
dowolna czgstka moze naleze¢ do przecigcia najwyzej skoficzonej liczby elementéw dy-
skretnych. Liczbe stopni swobody dowolnej czastki oznaczymy przez n i nazwiemy liczba
lokalnych stopni swobody ciala dyskretyzowanego. Uogdlnione wspdtrz¢dne czastki d
oznaczamy przez q¢°(d, 7), a = 1,2, ..., n (7 jest wspolrzedna czasowa) oraz zakladamy,
Zze sa one wspoOlrzednymi wektora w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V", tej same
dla kazdego d e D. Postulujemy wigc, Ze. istnieje przestrzen V", ktéra jest przestrzenia
konfiguracyjna dla kazdej czastki d € D*. Poniewaz czastki d € D oddzialywuja tylko
w podzbiorach E < D, (tj. w poszczegdlnych elementach dyskretnych), dlatego sily we-
wngtrzne w ciele dyskretyzowanym moZemy okre$li¢ dla kazdego elementu dyskretnego
niezaleznie. Zgodnie z zasada przyczynowosci, sity w elemencie dyskretnym E i w chwili
T zaleza od historii ruchu tego elementu az do chwili 7, a zalezno$¢ t¢ nazwiemy réwna-
niem konstytutywnym danego elementu dyskretnego (por. pkt 3 tej pracy). Celem otrzy-
mania réwnan ruchu dowolnej czastki d nalezy natomiast uwzgledni¢ sity wewngtrzne
dzialajace na te czastke ze wszystkich elementéw dyskretnych, do ktérych czastka ta nalezy-
Réwnania ruchu czastki d otrzymujemy wigc rozpatrujac par¢ (D, &), gdzie &3 < &
Jest zbiorem wszystkich elementéw dyskretnych zawierajacych czastke d, &> 1, oraz
D, jest zbiorem czastek, dla ktorego &; jest pokryciem (por. pkt 4). Nalezy tu pamietaé,
ze wlasnoéci bezwladne ciala dyskretyzowanego, jako modelu ciala rzeczywistego, nie sa
rozdzielone na poszczegdine elementy dyskretne, lecz sa charakteryzowane masami posz-
czegblnych czastek. Jednocze$nie widzimy, ze nie zachodzi konieczno$¢ rozpatrywania
calego ciala dyskretyzowanego w ramach rozwaZan teoretycznych, lecz wystarczy sig
ograniczyé w réwnaniach konstytutywnych do dowolnego elementu dyskretnego E, E € &,
a w réwnaniach ruchu do dowolnej pary (Dy, 8,), d € D. Z powyiszych uwag wynika,
ze mechanike ciata dyskretyzowanego mozemy scharakteryzowaé jako teorig ciata odksztat-
calnego opisana na podstawie zalozen i réwnan mechaniki analitycznej, przy wykorzy-
staniu zasady determinizmu. Zwiazek mechaniki cial dyskretyzowanych z mechanika

2) Mé6wimy, ze czastki d € D oddzialywuja wylacznie w podzbiorach Ec &, gdy sity wzajemnego oddzia-
lywania miedzy czastkami nalezacymi do kazdego podzbioru E, nie zaleza od ruchu (od polozenia, predkosci,
przyspieszenia itp.) czastek nie nalezacych do E, oraz gdy sily te zalezg od ruchu wszystkich czastek naleza-
cych do E.

3) W przypadku bardziej og6lnym, ktérym nie bedziemy si¢ tu zajmowaé, dla kazdej czastki postulu-
jemy istnienie osobnej przestrzeni konfiguracyjnej V?, wprowadzajac jednocze$nie koneksje w wiazce
takich przestrzeni nad zbiorem D, osobno dla kazdego elementu dyskretnego E (por. [S]).

4 Mechanjka Teoretyczna
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ofrodkéw ciaglych oraz uzasadnienie celowo$ci wprowadzenia pojecia ciala dyskrety-
zowanego podamy w punkcie 6.

2. Uklady wspolrzednych i struktury réinmicowe

W celu napisania réwnan konstytutywnych ciata dyskretyzowanego nalezy uprzednio
wprowadzi¢ pojecie ukladu wspolirzednych w dowolnym elemencie dyskretnym E, nato-
miast w celu napisania réwnan ruchu nalezy wprowadzi¢ pojecie struktury réznicowej
dla dowolnej pary (Dg, &4). Pojecia te pelnia podobna rolg, jak pojecie wspétrzgdnych
materialnych w mechanice o$rodkow ciggtych.

Oznaczmy s = s(E) = E—1. Ukladem wspdlrzednych w elemencie dyskretnym E
nazywamy dowolne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie »:E — {0, 4,,...,4;} =
e, A, <A, < ... <A, Oznaczmy d = »"'(0), fud = »~'(A). Sens symbolu f,,
A=A4,,4,,..,4, wyjasnimy poniZzej omawiajac pojecie struktury roznicowej. W kaz-
dym elemencie dyskretnym istnieje wigc nieskonczenie wiele réznych ukltadéw wspdi-
rzednych; dla kazdej pary x:E— {0,4,,.., 45}, #:E— {0, A4}, ..., A} takich
ukladéw istnieje zalozenie T' = x'ox~': {0, A4,, ..., 4} = {0, 4}, ..., 43}, ktére na-
zwiemy transformacja ukiadu wspdirzednych. Zbiér transformacji dla kazdego E tworzy
grupe, co umozliwia wprowadzenie takich pojeé, jak obiekt w elemencie dyskretnym,
obiekt geometryczny, komitanta obiektu itp. Kazdy uklad wspéirzednych w E dogodnie

Frd Fhd’
[o]
fwd  f Fod Fed’ Fld’
o] [0} o] [s]
v s >
d I [e] FId F]/leo d/

Rys. 4

przedstawi¢ przy pomocy grafu zorientowanego, przyporzadkowujac kazdej z s par cza-
stek d, fud, A = A, A,,..., A, wektor o poczatku w d oraz koncu w f,d. Na rys. 4 podano
przyktad dwéch roéznych ukladéw wspdirzednych dla elementu dyskretnego o pigciu
czastkach, oznaczajac wektor taczacy czastke d z czastka fud symbolem A, gdzie A =
= I II I IV.

Niech ¢: E - R bedzie dowolng dang funkcja na E. Kazdemu ukladowi wspéirzed-
nych w E mozna wtedy przyporzadkowal ciag s+ 1 liczb po = ¢(d), 44,9 = @(fa,d)—
—o(d), ..., Aap = p(f1,d)—(d). Jednoczeénie kazdej transformacji uktadu wspéirzed-
nych 7’ = #’ox~! mozemy przyporzadkowa¢ macierz (s+1)x (s+1)

1 'aAi 4 1 gdy T(A) = 0, 1 gdy T(A) — A,,
(0 Bﬁ‘»)’ - {0 ody T(A4) #£0, BA=1]—1gdy T(1) =0,
Toi=h2s 0 gdy T(A) # A’ i T(A) # 0,
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przy czym mozna wykaza¢é, ze zbiér tych macierzy tworzy grupe. Podobnie latwo zauwa-
zy¢, e

@6 ) (1 a”)( Po ) po = @), d ='x"(0),

2.0 ( 0 Bj“} AA,(]’ ’ AA'(P = (p(fAd’)__(p(d,)’ fAd’ - _I(A)’

Ay

tj. ciag liczb @o, 44,9, ..., 44,9 jest ciagiem skladowych obiektu geometrycznego w E,
ktory nazwijmy kowektorem w E. Przyporzadkujmy teraz elementowi dyskretnemu E
w kazdym ukladzie wspéirzednych s+1 liczb 9°, i, w2, ..., 9, ktére przy zmianie
ukladu wspoétrzednych transformujg si¢ zgodnie z wzorem

p® 1 0\ /y° 1 0\ /1 ‘gt 1 O
@2 (w”f’) N (a”5 Bﬁ%)(v”')’ (a”’ Bj{’) (0 Bﬁ,f) = (o aﬁt)‘

Ciag liczb y°, 11, 2, ..., p** nazwiemy sktadowymi wektora w elemencie dyskretnym
E. Wzory transformacyjne (2.1) oraz (2.2) wykorzystamy przy wprowadzaniu pojecia
grupy izotropii w p. 4.

Rozpatrzmy teraz par¢ (Dgy, &4), gdzie d jest dowolna, lecz ustalong czastka zbioru D,
oraz oznaczmy my = max(E, §,)— 1, gdzie E przebiega caly zbiér &,;. Dopuszczalna
struktura réznicowa na (D, &;) nazywamy ciag m,; wzajemnie jednoznacznych odwzo-

A /o—>\j :
1\ o

B
LA e
Rys. 5
rowan f,: D4 - D74, D} = Dy, Dj* < Dg; A = 1,11, ..., my, jednoznacznie okre§la-
jqc&:h w kazdym E c &, uklad wspoirzednych »: E— {0,4;,4,,...,..., 45}, s =

= E—1 < my, gdzie A,, A,, A;, ..., A jest podciagiem ciagu 1, I1, IlI, ..., my; przyj-
mujemy tutaj f,d = f,(d). Przyklad pary (D,, é,) oraz dopuszczalnej struktury réznicowej
na (Dy, &;) podano na rys. 5 przy pomocy grafu; obowigzuja tu oznaczenia podobne,
jak na rys. 4, tj. wektor zaopatrzony wskaznikiem A laczy czastke podzbioru D7 z jej
obrazem nalezagcym do podzbioru Dz4; zbiér wszystkich wektoréw zaopatrzonych wskaz-
nikiem A przedstawia wiec funkcje f4: D — D74

Oznaczmy przez f_,: D7 — D§ funkcje odwrotne do f,, oraz potézmy f_ 4d’' = f_ 4(d")
dla kazdego d’ € D7 i kazdego A. Dla dowolnej funkcji rzeczywistej : D, — R ikazdego

4»
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A mozemy wtedy zdefiniowaé dwie funkcje 4,4¢: Df > R, A%p: D74 — R definiujac ich
wartosci jako
Aa9d) = ¢ (fud)~g @) edy d'eDj,
Axp(d) = @) =p(fad) edy d'eDz"
Wskaznik A przebiega w (2.3) ciag I, I, ..., my, a funkcje 4,9 i 4,9 nazywamy odpo-
wiednio prawymi i lewymi roznicami funkcji ¢. Celem otrzymania grafu funkcji f_, dla
przypadku pokazanego na rys. 5, nalezy zmieni¢ zwroty wektoré6w oznaczonych przez A.
Dla niektorych ciat dyskretyzowanych dopuszczalng strukturg réZznicowa mozna
wprowadzi¢ dla calego (D, &). W przeciwienstwie do struktury rdéznicowej na (D, &),
ktéra mozna nazwad struktura lokalna, dopuszczalng strukturg¢ réznicowa na (D, &)
nazwicmy globalng. Oznaczajac m = max my, d € D, dopuszczalng struktura réznicowa
na (D, &) nazwiemy ciag m wzajemnie jednoznacznych odwzorowan f,:D,— D_,;
DycD, D_sc D, A=11I,..,m, jednoznacznie okreSlajacych w kazdym Eeé&
uktad wspétrzednych »: E— {0, A4,,..., 4}, s = E—1 < m, gdzie 4,,4,, ..., A jest
podciagiem ciggu I, 11, ..., m.

(2.3)

Y LA A
i S O Wt W 0l

e Ve
I e Ve

Rys. 6 Rys. 7

Kazda struktura globalna indukuje dla dowolnego (Dy, &), d € D, strukture lokalng;
zalezno$¢ odwrotna oczywiécie nie zawsze musi zachodzi€. Strukturg réznicowa globalng
mozna wprowadzié, miedzy innymi, gdy dla kazdego E€ & mamy E = m+1 = const
oraz gdy kazda czastka d € D nalezy najwyzej do m+1 roéZnych elementéw dyskretnych.
Przypadek ten wystepuje czesto w praktyce. JeZeli ponadto kazdy element dyskretny
zawiera co najmniej jedng czastke wspélng z m innymi elementami dyskretnymi, to warto
dodatkowo zdefiniowaé pojecie brzegu i wnetrza pary (D, &€). Wnetrzem pary (D, &)
nazywamy podzbiér D, = D taki, ze d € D, wtedy i tylko wtedy, gdy ?,, =m+1, tj.
gdy czastka 4 nalezy réwnocze$nie do m+1 réznych elementdw dyskretnych. Brzegiem
pary (D, &) nazywamy podzbiér 0D = D zdefiniowany przez 0D = D—D,. W przy-
padkach szczegblnych 0D = @ (por. rys. 5A, gdzie m = 1) lub Dy = & (por. rys. 5B,
gdzie m = 3). Przyktad globalnej struktury réznicowej na parze (D, &), dla ktérej E = 4
(tj. m = 3) podano na rys. 7 w postaci grafu, na ktérym wektory «poziome» reprezentuja
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funkcje f1, wektory «pionowe» reprezentuja funkcj¢ f;; oraz pozostale wektory reprezentujg

funkcje fir;. Mozna wykazaé, ze Dy = () (D4n D_,) W kazdej dopuszczalnej struktu-
A=1I

rze roznicowej na (D, &).

3. Sily wewngtrzne

Sily wewngtrzne w elemencie dyskretnym E € & s3 to sily dzialajace miedzy czastkami
d € E. Sa one przenoszone przez element skoficzony ciala stalego przy zalozeniu, Ze ele-
ment dyskretny E jest modelem tego elementu skonczonego (por. pkt 1), a sam element
skonczony mozna traktowaé niezaleznie od reszty ciala®. Celem przedstawienia ruchu
i sit wewngtrznych elementu dyskretnego E w postaci analitycznej, wprowadzimy w E
uktad wspéirzgdnych »: E - {0, 4,, 4,, ..., A}, s = E—1. Ruch elementu dyskretnego
wyznaczaja wektory q(d, v) e V", q(fd, v)eV", A =4,,4,,..., 4, o skladowych
odpowiednio ¢(d, 7), 9°(f4d, ), a = 1,2, ..., n. Korzystajac z ukiadu wspdtrzednych
» ruch ten dogodnie zlokalizowaé w czastce d € E, okre$lajac go s+ 1 funkcjami wekto-
rowymi q(d, 1), 4,9(d, 1), 4 = A4,, 45, ..., A,. Sily wewngtrzne w elemencie dyskretnym
mozemy okreéli¢, w przyjetym ukladzie wspéirzgdnych x, funkcjami T,(d, ©), T2, 1),
gdzie T,(d, 7) sa uogdlnionymi sitami dzialajacymi na czastk¢ d w danym elemencie dy-
skretnym E = {d, f,,d, ..., fo,d} oraz —T(d, t) sa uogblnionymi sitami dzialajacymi
na czastke f,d w tymze elemencie dyskretnym E%. Dogodniej jednak wprowadzié na
miejsce sit vogblnionych T,(d, ), sity uogdlnione #,(d, ) dane przez

As
3.1 td, 7) = Tu(d, )~ D) Td, 7).

A=Ay

Sity 1,(d, T) sa, zgodnie z definicja (3.1), uogdlnionymi wypadkowymi wszystkich sit
wewnetrznych w E dzialajacych na element dyskretny E. Nalezy pamigtaé, 2e wszystkie
wprowadzone wielkoSci sg okre$lone tylko w dowolnym lecz przyjetym uprzednio ukladzie
wspétrzednych x. '

Oznaczmy przez 0L = JL(E) wariacj¢ pracy sit wewnetrznych w na E dowolnych prze-
mieszczeniach wirtualnych d4°(d, ©), 0¢°(f4d, ) elementu dyskretnego E. Zgodnie ze
znang definicjg sit vogdlnionych mamy

Ag
(3.2) 0L = —T.(d, Doq’(d, )+ D T4, 1)6q°(fad, ) =

A=A,
A As
= —T,@d, D0g°d, D+ D, TA@, 10q°@d, D+ D, TAd, 1)8444°@, 7),
A=, A=

co zgodnie z (3.1) prowadzi do

3.3) 0L = T4, ‘c)d(AAq"(d, ‘c))—t,,(d, 1)8q°(d, 1)

przy zaloZeniu, Ze obowiazuje konwencja sumacyjna wzgledem wszystkich wskaZnikéw.
4) Wspétdzialanie danego elementu skonczonego z reszta ciala dyskretyzowanego wyraza si¢ wylacznie

przez fakt istnienia czastek wspdlnych dla ré6znych elementéw dyskretnych.

%) Wskazniki 4, @, ... przebiegaja w tym punkcie pracy ciag 4,, 42, ..., As; § = S(E) = E—l, na-
tomiast wskazniki a, b, ... przebiegaja w calej pracy ciag 1, 2, ..., n. '
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Z réwnania (3.3) wynika, ze TA(d, 7) sa, dla kazdego ustalonego /1, d, 7, skladowymi
kowektora w przestrzeni V*", dualnej do przestrzeni konfiguracyjnej. Jednocze$nie z (2.1)
wynika, ze s+ 1 liczb ¢°(d, 1), 4,44"(d, T) dla kazdego ustalonego a, 7, mozna traktowaé
jako skiadowe pewnego s+ 1 wymiarowego kowektora, gdyz

’qu 1 ’aAJ qa R
4 = C = .
(3 ) (A/hq”) (0 Bﬁ.:) (Aqun), 12%) ,2, , S

Korzystajac z (3.3) mozemy wykazaé, ze s+ 1 liczb Th(d, 7), t.(d, 7) (dla kazdego usta-
lonego a, d, 1), to skladowe s+ 1 wymiarowego wektora o regule transformacji

—'t, Io\({=t\
(35) ITGAJ = aAJ Bﬂf T{;j,), l’_} = 1’2’ sy Sy

gdzie macierz (s+1)x (s+ 1) wystgpujaca w (3.5) jest odwrotna (po transpozycji) wzgle-
dem odpowiedniej macierzy wystepujacej w (3.4). Wielkosci «primowane» odnosza sie
do ukladu wspotrzednych x': E — {0, A4}, A3, ..., A;}, a wielko§¢ 6L jest niezmienni-
kiem tak wzgledem zmiany ukfadu wspolrzednych w E, jak i zmiany bazy w przestrzeni
konfiguracyjnej V" i przestrzeni dualnej V*".

Wprowadzimy teraz dla dowolnego elementu dyskretnego E i dowolnego uktadu
wspoétrzednych w £, ciag zlozony z K = K(E) (K jest liczba catkowitag dodatnia oraz
L € &) rozniczkowalnych funkcji

(3.6) ya=@ad,qd, ), A,9Ud,7), A=1,2,...,K,

ktérych postaé jest taka sama w kazdym ukladzie wspoirzednych w E. Jednocze$nie 23-
damy, by rozwigzaniem réwnan @4(d, ...) = 0 byly wszystkie ruchy sztywne elementu
dyskretnego E (tj. ruchy nie wywolujace zmiany sit wewnetrznych w tym elemencie, por.
pkt 4) oraz by kazdemu ruchowi elementu £ odpowiadaly funkcje y, = y, (d, t) okre§-
lajace ten ruch z doktadnoscia do dowolnego ruchu sztywnego. Wprowadzimy nast¢pnie
K = K(E), E € &, funkcji ¢* = pA(d, ©) w ten sposéb, by wyrazenie 6L = p4dy, (obo-
wigzuje konwencja sumacyjna) okreslalo dowolna wariacj¢ pracy sit wewnetrznych w ele-
mencie dyskretnym E. Tym samym zwigzek

3.7 OL = pdys = pH(D1.0449°+ P 1o 8q°) = T304 ,414°—1,64°,
w ktérym oznaczono

(Dﬁa = a(pA = ‘?“?ﬁ

3. =_r4
( 8) aAAqa ’ Aa aqa »

winien zachodzié dla dowolnych 64 ,4° oraz éq°. Wynika stad, Ze
(39) th = pA(Dﬁm ly = _pACDAa'

Funkcje pA(d, 1), A = 1,2, ..., K, spelniajace zwigzki (3.9), nazwiemy napigciami w ele-
mencie dyskretnym E, natomiast funkcje y4 = y4(d, ) nazwiemy odksztalceniami tego
elementu. Zaréwno napigcia, jak i odksztalcenia okreflone s3 w danym ukladzie wsp6t-
rze¢dnych.
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4. Rownania Kkonstytutywne

Réwnania konstytutywne dla dowolnego elementu dyskretnego wyraZaja zwigzek
migdzy sitami wewngtrznymi w tym elemencie a jego ruchem (tj. ruchem wszystkich jego
czastek). Réwnania te napiszemy postulujac dla kazdego E €& zasade determinizmu,
[4], tj. przyjmujac, Ze sity wewngtrzne w elemencie dyskretnym E (sity dzialajace pomigdzy
czastkami tego elementu) w dowolnej chwili 7 sg okre§lone historig ruchu elementu E
az do chwili T wiacznie. Nie uwzglgdniamy wigc tutaj zadnych czynnikéw dziatajacych
na element skonczony innych od sil migdzy czastkami odpowiedniego elementu dyskret-
nego. W dowolnym ukladzie wspdtrzednych »: E —» {0, 4,, ..., A} zasad¢ determinizmu
dla ciat dyskretyzowanych wyrazaja wigc nastgpujace rownania konstytutywne

Tf(d’ T) = SaA [d, (I(d, 0)’ Adiq(d’ 0)]7
O — 00

4.1 .
’a (d; T) = Sa [d, (I(d, 0)7 Adiq(d’ G)] ’

gdzie argument d oznacza, Ze ruch elementu dyskretnego jest zlokalizowany w czastce
d oraz gdzie S, S, nazywamy funkcjonatami konstytutywnymi elementu dyskretnego E.
Funkcjonaly te opisuja jednoznacznie pewne globalne wiasno$ci materialowe i strukturalne
odpowiedniego elementu skonczonego. Posta¢ funkcjonalow konstytutywnych zalezy od
wyboru uktadu wspétrzednyc hi w elemencie dyskretnym E. Niech x: E — {0, A4,, A4,, ...,
A} orazx': E - {0, A;, A3, ..., A.} beda dowolnymi dwoma takimi uktadami. Funkcjo-
naly konstytutywne w obu tych ukiadach wspéirzgdnych oznaczmy przez S3(d, q, 4 ,4q),
Sa(d, q, 4,9 oraz 'SF'(d’, ¢, 4,4, Si(d’, ¢, 4 4q'), gdzie argumenty d oraz d’ oznaczaja
lokalizacje ruchéw odpowiednio w czastkach d lub 4’. Korzystajac ze zwiazkéw transfor-
macyjnych (3.5) i (3.4) napiszemy

(42) S#(d’ q, Ad)‘l) = Bﬁ' ISf’(d” (I', Adi'q’)+laA Sllz(dl’ q” Ad)’q’) =
= B4, 'S4'(d, q+'a®44q, BS. A,qQ)+'aS,(d, q+'a%44q, BS.A4q),
Sa(d’ q, Adiq) = Stll(d" q,’ Aw‘l’) = S:z(d’ (I+'a¢Aa>q, Bg'Adiq),
A, =A4,,4,,..,4,; 4, & = A;, A3, ..., AL
oraz réwnosci (4.2) bedziemy interpretowaé nie jako transformacj¢ ‘T = x'ox~': {0,
Ay, Ay, o, A} — {0, A1, A5, ..., AL} ukladu wspbirzednych w E, lecz jako przeksztal-
cenie zbioru E, w ktorym obrazem czastki d = »~(0) jest czastka d’ = '»~1(0), a obrazem
czastki fu,d = =1 (A;) jest czastka faid' = 'x~*(A}) dla i = 1,2, ...,s Czastka d w tej
interpretacji zmienia swoj ruch z q(d, 7) na q(d, v)+'a®44q(d, 7), a ruch czastki fad
wzgledem czastki d ulega zmianie z 4,q(d, ) na B4,°A4q(d, 7). Zauwazmy, Ze zawsze
istnieje podgrupa grupy przeksztalcen (3.4), ktéra nie zmienia postaci funkcjonatéw kon-
stytutywnych, tj. dla ktorej 'Sdi = S, S, = S,. Zgodnie z (4.2) istnieja wiec zawsze
takie ‘a® oraz BS,, dla ktérych

(4.3)  Sid, q, 409) = B} S¥(d, q+'a®A0q, BS. AoQ) +'a"S.(d, g+ a®A4q, B3.Aq),
Sa(d, q, 459) = S.(d, q+'a®444q, B. 459).
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W szczegblnoscei zwigzki (4.3) moga zachodzi¢ tylko gdy odpowiednia podgrupa grupy
przeksztalcen zawiera tylko element jednostkowy ‘a® = 0, Be;® = &/. Podgrupe grupy
przeksztatcen (3.4), ktéra spetnia (4.3), nazwiemy grupa izotropii funkcjonaléw konsty-
tutywnych (4.1). Grupa izotropii w mechanice cial dyskretyzowanych nie zalezy od Zadnej
«konfiguracji odniesienia» ciala (jak to ma miejsce w mechanice o$rodkdéw ciaglych),
lecz moze zaleze¢ od wyboru ukladu wspoélrzgdnych, a Sciflej méwiac od sposobu loka-
lizacji ruchu w elemencie dyskretnym E. JezZeli grupa izotropii zawiera wszystkie prze-
ksztalcenia (3.4), dla ktérych ‘a® = 0, wtedy element dyskretny nazwiemy izotropowym
w czastce d; wszystkie s wektorow AYq, A = A,, 4,, ..., A, w przestrzeni konfiguracji
sg, mdwiac obrazowo, jednakowo uprzywilejowane z punktu widzenia wlasnosci elementu
dyskretnego. Interpretujac bowiem (4.3) jako zmiang ruchu elementu dyskretnego latwo
zauwazy¢, 2ze dla elementu E izotropowego w czastce d, zamiana miejscami czgstek f, d,
Sfa,d, ..., fa,d nie zmienia sit wewnetrznych w elemencie dyskretnym. Element dyskretny
izotropowy w kazdej czgstce nazwiemy izotropowym. MozZna wykazaé, ze dla elementu
izotropowego w czgstce d rownania (4.3) sprowadzajg si¢ do postaci

Sid, q, 409 = 04.5Y(d, q, 03.4,9),

S.d, q, 46@) = S.(d, q, 0%.409),

gdzie (03) jest macierza sx s, ktéra w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ma s—1
zer oraz jedynk¢ (macierz permutacji). Zbiér tych macierzy tworzy podgrupe grupy orto-
gonalne;j.

Jezeli dla kazdego elementu dyskretnego w ciele dyskretyzowanym istnieje taki uklad
wspdtrzednych, Ze funkcjonaly konstytutywne tych elementéw sa identyczne, to cialo
nazwiemy réwnomiernym. Gdy ponadto wszystkie te uklady sg indukowane przez jedna
globalng struktur¢ réznicowa, omdwiona na koncu p. 2, to cialo dyskretyzowane nazwie-
my jednorodnym. Podane definicje sa wzorowane na odpowiednich definicjach mechaniki
ofrodkéw cigglych [4].

Rozpatrzmy teraz przypadek szczegdlny, w ktérym dla danego elementu dyskretnego
E istnieje potencjal sprezysty. Wprowadzajac w E uklad wspétrzednych »: E —» {0, 4,
A,, ..., A5}, potencjal ten przedstawimy w postaci e[d, (d,q 7), q(f4d, 7)], a zgodnie
z definicjg sit T,, T¢ otrzymamy

(4.4)

__Oe(d,..) " _ Oe(d, ...) . _
(4.5) Ta(d, T)— a—qa‘("r_r), Ta(d, T)—aqa(—d,rj, A—Al,Az,...,As.
Zdefiniujmy nastgpnie funkcje €(d, ...), zwana potencjalem sprezystym, kladac
4.6) eld, q(d, 7), 4q9(d, )] = eld, q(d, 1), 4(d, ) +4.4(d, 7)),

tj. lokalizujgc ruch elementu dyskretnego w czastce d. Z uwagi na

an @) 0, .) de(d, ...) _ de(d, ...) SECAD
U (fud, D) T @D d T 0 d, D) & 04,4 d, D)

otrzymamy ostatecznie

ded, ...)
04,4q9°Wd, ©)’

ded, ...)

(48) Tf(d, T) = - W.

’a(d’ 7) =
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Réwnania (4.8) sa przypadkiem szczegdlnym rownan konstytutywnych (4.1); element
dyskretny, dla ktérego one obowiazuja, nazwiemy sprezystym. JeZeli wszystkie elementy
dyskretne ciala dyskretyzowanego sa sprezyste, wtedy cialo to nazwiemy sprezystym,
a odpowiednie réwnania dla takiego ciala — réwnaniami dyskretnej teorii spreZystosci
[6]. Podobnie mozna sformulowaé podstawowe réwnania dyskretyzowanych ciat spre-
zysto-plastycznych [1].

Korzystajac ze skladowych stanu napigcia pA(d, v) oraz skladowych stanu odksztal-

cenia y4(d, 1), A = 1,2, ..., K, mozna przedstawi¢ alternatywna posta¢ rownan konsty-
tutywnych
4.9 pd, vy = PA(d,ysd, ), A,B=1,2,..,K

ag=—co

gdzie P4 sa funkcjonalami konstytutywnymi. Dla sprezystego elementu dyskretnego
istnieje potencjatl

(410) &€= £(d7 ‘VB(d7 T)),
a rdwnania konstytutywne maja postac¢

de(d, ysd, 1)
4.11 Ad, 1) = —2 207 7
@D WA

Przyktady réwnan konstytutywnych dla niektérych dyskretyzowanych cial spr¢zystych po-
dano w [2].

5. Réwnania ruchu

Niech d € D bedzie dowolna czastka ciata dyskretyzowanego, Q,(d, ) niech oznacza
uogdlnione sity dzialajace na tg czastke oraz niech

5.1 T =T, ..) = yanldid, D )

bedzie jej energia kinetyczna (wskaZniki @, b przebiegaja ciag 1, 2, ..., n; obowigzuje
konwencja sumacyjna). W (5.1) zatozyliémy, dla uproszczenia, Ze czastka d jest uktadem
dynamicznym skleronomicznym. Réwnania Lagrange’a II rodzaju dla czastki d maja
znang postac

(52) 0.,d, 1) = aab(d).q.b(d) 7).

Celem wyrazenia sit Q,(d, ©) przez sily wewnetrzne nalezy rozwazy¢ parg (Dy, &) i przy-
jaé na niej dang dopuszczalna strukturg réznicowa (por. p. 1 i 2). Przyjmujemy, ze wskaz-
niki 4, @ przebiegaja teraz ciag I, 11, ..., my oraz wprowadzamy nast¢gpujace pomocnicze
oznaczenia:

T,d,v) L0, TAd,7)E0,
gdy w d' nie jest zlokalizowany ruch zadnego elementu dyskretnego,
TAd',7) 20 gdy d' ~eDj
TAf4d,©) 20 gdy d ~ €Dyt
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Tym samym wielkosci T2(d’, ©), TN f_.d', ), T.(d', 7) sa okreslone dla kazdego d’ e
€Dy orazdlad = 1,11, ..., my (por. p. 3). Takze wielko$¢ #,(d, T) mozna teraz zdefinio-
waé wzorem

(5.3) td, 1) & Tu(d, v — D, Tid, ),
A=1

wynikajacym z (3.1) oraz wyprowadzonych tu pomocniczych definicji. Zgodnie z przyje-
tymi oznaczeniami mamy

mg
(5.4) 0u(d, 7) = Tu(d, D)= Y TAf_ad, ) +£u(d, 1),

A=1
gdzie f.(d, T) sg uogdlnionymi sitami zewnetrznymi dzialajacymi na czastke d, oraz T,(d, 1)
i —TA(f_,d, 7) sa sitami wewnetrznymi dziatajacymi na czgstke d we wszystkich elemen-
tach dyskretnych £ e &, zawierajacych t¢ czastk¢. Rugujac z (5.3) 1 (5.4) sily uogdlnione
T.(d, T) oraz korzystajac z (5.2), otrzymamy ostatecznie rOwnania

(5.5 A4Td, D+ 1,(d, D) +fuld, ) = ap(@d)§" (@, 7),

w ktérych obowiazuje konwencja sumacyjna podiug wskaznikéw A = I, 11 11, ..., my,
oraz b = 1,2, ..., n. Rownania (5.5) sa niezalezne od wlasnosci elementéw dyskretnych
i w zwiazku z tym mozemy je nazwaé rOwnaniami ruchu ciata dyskretyzowanego. Réwna-
nia te powinny by¢ spetnione dla kazdego d € D, a celem ich napisania nalezy wprowadzi¢
dopuszczalng struktur¢ réznicowa dla kazdego (Dy, 8,), d € D, lub, gdy to jest mozliwe,
globalna strukture réznicowa na (D, &). W szczegélnym przypadku, gdy speilnione sa
warunki podane na koicu p.2, réwnania ruchu w postaci (5.5) dotycza kazdego d e D,
(nie zachodzi wtedy potrzeba definiowania dodatkowych «zerowych» sil wewngtrznych,
a wskaznik A przebiega ciag 7, II, 111, ..., m), natomiast dla d € D réwnania ruchu maja
postaé [6]
(5.6) DT, D)= D) THfad, D+ 1a(d, D +1u(d, 7) = and®(d, ),
AeRy Aely

gdzie Ry = (I, 11, ..., m), Ly = (I, II, m) sa podciggami ciagu I, I, ...,m takimi, Ze
(AeRy) <= (de D)) oraz (/1 € L)) < (d e D_,). W pracy [6] zwiazki postaci (5.6) nazwa-
no umownie «warunkami brzegowymi»; nalezy jednak zaznaczy¢, ze w mechanice ciat
dyskretyzowanych warunki brzegowe w $cistym tego pojgcia znaczeniu nie wystgpuja
(«warunki brzegowe» podane np. w [6] sa tylko inng postacia rownan ruchu).

Alternatywna postaé réwnan ruchu otrzymamy korzystajac z (3.9), tj. po wprowadze-
niu sktadowych stanu napigcia p# . Zgodnie z (5.5) i (3.9) napiszemy
(5.7) Ay (Phap®) = Dyap* +fo = aud’s
pomijajac argumenty poszczegdlnych funkceji; obowiazuje tu konwencja sumacyjna podtug
wskaznikéw A = L 11, ...,my, A = 1,2, ..., K, orazb = 1,2, ..., n.

Réwnania ruchu (5.5) oraz réwnania konstytutywne (4.1) stanowia podstawowy ukiad

réwnan mechaniki ciat dyskretyzowanych; alternatywna posta¢ tego uktadu wyraza sig
wzorami (5.7), (3.6) i (4.9). Podstawowymi niewiadomymi sa najczeéciej funkcje ¢°(d, t),
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de D, ktorych liczba jest rdwna n-krotnej liczbie czastek w ukladzie, oraz przez ktére
wyrazamy wszystkie pozostale niewiadome funkcje (sity wewnetrzne lub napiecia i od-
ksztalcenia). W przypadkach szczegdlnych niektére z funkcji ¢°(d, ) moga byé dane
z gory; wtedy ich miejsce jako niewiadomych zajmuja odpowiednie funkcje f,(d, 1),
a liczba poszukiwanych funkcji nie ulega zmianie. Latwo sprawdzi¢, ze liczba niewiado-
mych funkgcji jest réwna liczbie réwnan, ktdrymi dysponujemy w mechanice ciat dyskre-
tyzowanych. Nalezy podkreslié, ze jedyng lecz zasadniczg trudno$cia przy formutowaniu
réwnan danego ciala dyskretyzowanego jest wyznaczenie prawych stron réwnan konstytu-
tywnych. Trudno$¢ t¢ mozna pokonac albo korzystajagc z réwnan mechaniki o$rodkow
ciggtych (co dokonano dla pewnych dyskretyzowanych ciat sprezystych, [2] i sprezysto-
plastycznych [1]) lub tez ewentualnie na drodze do$wiadczalne;j.

6. Uwagi koncowe

Dokonajmy kroétkiego pordéwnania mechaniki cial dyskretyzowanych z mechanikg
ofrodkéw ciagtych. Zaznaczmy od razu, ze problemy dajace si¢ rozwiazaé przy pomocy
réwnan mechaniki oSrodkéw ciagtych nie sa z reguly interesujace jako zagadnienia me-
chaniki cial dyskretyzowanych, a rozpatrywanie ich w oparciu o réwnania tej ostatniej
jest po prostu niecelowe. Jednakze mechanika ofrodkéw ciaglych, w ktérej podstawowe
réwnania sg najczgéciej réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi, praktycznie umozliwia
wyczerpujacg analiz¢ 1 rozwigzanie jedynie stosunkowo prostych zagadnien, w ktérych
mamy do czynienia z obszarami o nieskomplikowanych ksztaltach i regularnych brzegach,
z obciaZeniami o niewielkiej liczbie niecigglodci i osobliwo$ci oraz z materiatami o wia-
snoSciach nie charakteryzujacych si¢ wieloma nieciggto$ciami lub defektami. Warunki te
nie zachodzg jednak w zdecydowanej wigkszosci zagadnien wspolczesnej techniki, w kté-
rych mamy do czynienia z konstrukcjami o ztozonych ksztattach, o nieciggtych i skupio-
nych obciaZeniach oraz o materiatach, ktérych wlasnosci doznajg wielu skokowych nie-
ciggtodci (materialy zbrojone). Korzystanie w tych przypadkach z réwnan rézniczkowych
czastkowych mechaniki o§rodkéw ciaglych ogranicza si¢ wtedy praktycznie do zapisania
odpowiedniego zagadnienia granicznego bez mozliwoéci sformutowania nawet najbardziej
og6lnych wnioskéw jakoSciowych. Rowniez zastapienie rownan rdzniczkowych czastko-
wych réwnaniami réZnicowymi, przy duzej liczbie osobliwoéci (zwiazanych np. z dziata-
niem sit skupionych, koncentracja naprezen, nieciggto§ciami etc.) prowadzi do trudnosci
numerycznych (bardzo wielka liczba réwnan) uniemozliwiajacych czesto uzyskanie roz-
wigzania iloSciowego. W zagadnieniach takich zastosowanie réwnan mechaniki ciat dy-
skretyzowanych wydaje si¢ by¢ obecnie jedng teoretyczna droga, na ktérej mozna uzyskaé
tak jakoSciowa, jak i iloSciowa analiz¢ problemu. PowyZsze stwierdzenie wynika, miedzy
innymi, z nast¢pujacych przestanek. Przede wszystkim w mechanice ciat dyskretyzowa-
nych nie wystepuja warunki brzegowe (por. uwagi po wzorze (5.6)), a tym samym nawet
najbardziej ztozony ksztalt ciala nie utrudnia analizy zagadnienia. Po drugie, przy odpo-
wiedniej dyskretyzacji takze niecigglo§¢ obcigzen oraz niecigglo§¢ materiatu nie prowadza
do bardziej zlozonej postaci réwnan, bowiem réwnania konstytutywne opisuja niezaleznie
wiasno$ci poszczegdlnych elementéw skoficzonych, ktére zawsze mozna traktowaé w przy-
blizeniu jako jednorodne i nieobciazone. Wreszcie w mechanice cial dyskretyzowanych
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nie wystepuja osobliwosci, ktére w mechanice osrodkéw ciagtych sa zwigzane z np. z wy-
stgpowaniem sit skupionych i ktére czgsto komplikuja problem. Z drugiej strony nalezy
jednak pamietac, ze rozwigzania, ktérych dostarcza mechanika cial dyskretyzowanych,
zaleza od rodzaju dyskretyzacji i sa réznymi przyblizeniami w opisie tego samego zagad-
nienia. Zauwazmy takze, ze réwnania mechaniki ciat dyskretyzowanych, przy numerycz-
nym rozwigzywaniu poszczegélnych zagadnien dotyczacych statyki, drgan harmonicznych,
rozchodzenie si¢ pewnych fal etc., prowadza od razu do réwnan algebraicznych znanej
metody elementéw skonczonych, a wigc daja si¢ rozwigzywaé na EMC. Tym samym me-
chanikg cial dyskretyzowanych mozna w pewnym stopniu traktowaé jako fizyczna nadbu-
dowg nad metoda elementéw skonczonych w zakresie mechaniki cial odksztalcalnych.

Na zakonczenie zaznaczmy, ze przedstawione w tej pracy ogdlne rownania mechaniki
cial dyskretyzowanych [réwnania ruchu (5.5) i réwnania konstytutywne (4.1)] stanowig
tylko punkt wyjscia do analizy réznych probleméw mechaniki cial dyskretyzowanych
(ciata sprezyste i plastyczne, teoria liniowa i teoria matych odksztalcen, ciata izotropowe,
zagadnienia statecznodci, drgan etc.) oraz do rozwigzywania réznych zagadnien szczegél-
nych. Mozliwe jest takZze uogdlnienie réwnan mechaniki cial dyskretyzowanych celem
obj¢cia nimi takZze zagadnien termodynamicznych. Wszystkie te problemy sa tematem
osobnych publikacji.
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Peswome

OCHOBbBI MEXAHHUKHU QUCKPETHU3NPOBAHHLIX TEJI

Temoit paGoTsl ABIAeTCA OPHOIKEHHOE ONHCaHNe AedOPMHPYEMOro TeNa, IOCTPOEHHOE B PAMKaX
NPEMIIOTIONEHNA TEOPHH CIIOUIHON CPeAbl, HO C HCHOJL30BAHMEM CHCTEMBI C KOHEUHBIM WM CUETHBLIM
YHCJIOM cTeneHelt cBoGombr. Takasa cHucTema Ha3BaHA MHCKPETUSHPOBAHHBIM TEJIOM.

HMcxoma n3 obuieit cxembl QHCKPETH3ANMH CILIOIHOM CpeAbl BBOAUTCSA NMOHATHE JUCKDETH3UPOBAH-
HOTO TeJ1a, a4 3aTeM BbIBOJATCSA AJIA 9TOTO TeJla YpaBHEMHsA [ABMOKEHUA M ONPEHENAIOLINE COOTHOILEHHA
OcoObiM CBOHCTBOM 3THX YPaBHEHWIf CIIEAyeT CUMTATh MX NPOCTYXO U OJHOBPEMEHHO BECHMA OOLIYIO
¢opmy, a Taxxe HopmanbHOE CXOACTBO C COOTBETCTBYIOLMMH YDABHEHHAMH MEXaHHKM CIUIOUIHLIX CPeN.

PaccmoTpeHn! npefenbl NPaKTHUECKON NPUMEHUMOCTH YPAaBHEHMI MEXaHMKH JMCKDETH3HPOBAaHHBIX
Tel.



PODSTAWY MECHANIKI CIAL DYSKRETYZOWANYCH 61

Summary
BASIC CONCEPTS OF THE MECHANICS OF DISCRETIZED BODIES

The paper dels with an approximate description of the deformable body within the known assumptions
of the continuous media theory and using the additional assertion that the body under consideration has
only finite or countable number of degrees of freedom. Such body is said to be a discretized body. Starting
from the general scheme of discretization of continuous media we arrive at the concept of discretized body
and then we obtain the equations of motion and the constitutive equations of such a body. The characte-
ristic feature of the equations obtained is their simple and general form and their formal resemblance to
the known equations of the continuous media theory. At the end of the paper the problem of applications
of the mechanics of discretized bodies is also widely discussed.
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