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1. Ekstremalne wlasno$ci reakcji wiezé6w w anholonomicznych ukladach typu
Czetajewa—Przeborskiego

W pracy [1] KoGaN sformutowal pewna wlasnoé¢ reakcji wigzow, analogiczna do za-
sady Gaussa, mianowicie: sity reakcji wigzow w rzeczywistym ruchu ukiadu holonomicz-

nego o wigzach idealnych minimalizuja skrgpowanie ukladu, rozpatrywane jako funkcja
reakcji mozliwych.

W niniejszej pracy bada si¢ ekstremalne wlasnoSci reakcji w ukladach o nieliniowych
wiezach anholonomicznych, idealnych i nieidealnych pierwszego rz¢du, jak rowniez w ukla-
dach o wigzach anholonomicznych drugiego rz¢du, liniowych wzgledem przy$pieszen.

1.1. Rozwazmy uklad »n punktéw materialnych o nieliniowych anholonomicznych
wiezach idealnych rzgdu pierwszego
(1.1 fxuynzn X, y,z,)=0 (j=1,2,..,k; i=1,2,..,n).

Mozliwe przemieszczenia ukladu okre§la si¢ wedlug CZETAJEWA i PRZEBORSKIEGO [3]
zgodnie ze wzorami

(1.2) 2 (a—fj—éxﬁﬁéyﬁ g—géz,) =0 (J=1,2,..,k).

— X, oy

Oznaczmy przez N; wypadkowa reakcji danych wiezéw idealnych (1.1), dziatajacych
na i-ty punkt ukiadu. Zgodnie z definicja wigzdéw idealnych suma prac elementarnych
reakcji na dowolnych przemieszczeniach mozliwych uktadu réwna si¢ zeru

(1.3) D N6 = 0.
i=1
Rozwazmy sume¢
1 n
14 | Ap = D, m=F,
I=1

gdzie m; oznacza mase i-tego punktu ukladu; w, — przy$pieszenia tego punktu w okre§lo-
nej chwili czasu ¢ w trakcie ruchu rzeczywistego pod dziataniem zadanej sity F; i reakcji
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Ny; y: — jedno z mozliwych przy$pieszen punktu dla zadanych wigzéw, przy statych poto-
Zeniach i predkosci punktéw uktadu w okre$lonej chwili czasu.

Suma A, okre§la miare odchylenia rzeczywistego ruchu (d) danego ukladu punktéw
materialnych od ruchu mozliwego (J).

Niech A4,; oznacza odchylenie ruchu (d) wyzwolonego (czgéciowo lub catkowicie)
z wiezéw od tegoz ruchu mozliwego (6). W pracy [2] CzZeTAJEW podal twierdzenie wyraza-
jace si¢ nieréwnoscia
(1.5) Ags < Ays.

Stwierdza ono, Zze odchylenie ruchu rzeczywistego od mozliwego jest mniejsze od odchyle-
nia tego ostatniego od ruchu wyzwolonego.

Analogiczne twierdzenie mozna uzyskaé poréwnujac odchylenie ruchu rzeczywistego
(d) od ruchu mozliwego  z odchyleniem od niego ruchu (d), przy tych samych zadanych
sitach F, i dowolnych reakcjach N;, réznigcych sig¢ od rzeczywistych reakcji Ny, ale spetnia-
jacych warunek (1.3). Ostatni z tych ruchéw nie bgdzie na ogédt ruchem mozliwym przy
zadanych wigzach.

Tak wigc ruch (d’) jest rzeczywistym ruchem uktadu pod dziataniem zadanych sit F,,
ale przy nowych wigzach. Zalézmy, ze przemieszczenia mozliwe ukladu z tymi wigzami
réwnaja si¢ 0r; . Wobec tego wigzy idealne spetniaja réwnanie

) N{ér; = 0,
P
i=1
a poniewaz reakcje N spetniaja warunek (1.3), tzn.

ij=m
i=1

otrzymujemy, Ze przemieszczenia mozliwe dr; przy zadanych wigzach zawieraja si¢ w prze-
mieszczeniach mozliwych dr; przy nowych wigzach. Mozemy wigc uwazaé, Ze nowe wigzy
odpowiadaja uktadowi czgéciowo wyzwolonemu. Przy$pieszenie punktu m; ruchu (d’)
oznaczmy litera w.

Miara odchylenia ruchu (d’) od ruchu mozliwego 4 jest wielko$¢

IR
(16) Ad’é = —i 2 mi(w‘—yi)z,
i=1

przyrost za§ odchylenia przy przejéciu od ruchu rzeczywistego (d) do ruchu (d') wynosi

’lj n
(17) AA = Z m;(Tv,—'f,)AW;+ '—é— Zm[(A—W_[)z, AW[ = W;—W,.
ie=1 i=1

Dla rozpatrywanych w pracy ukiadéw typu Czetajewa-Przeborskiego istniejg prze-
mieszczenia mozliwe punktéw ukladu proporcjonalne do réznic migdzy przy§pieszeniami
tych punktéw w ruchu rzeczywistym i w ruchu mozliwym, przy jednakowych wspdtrzed-
nych i predko$ciach punktéw w ruchu rzeczywistym i mozliwym w zadanej chwili czasu ¢.
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Wynika stad, Ze réznice w;—%,; we wzorze (1.7) sa przemieszczeniami mozliwymi. Przyrost
przys$pieszen w poréwnywanych ruchach wynosi

Ni—N;

my

Awi =

W zwiazku z tym, e dla dowolnych przemieszczenn mozliwych wielkosci N oraz 5’,
spelniaja warunek (1.3), to warunek ten oczywiscie spelniaja réwniez ich réznice N{—N,,
wobec tego pierwsza sum¢ we wzorze (1.7) mozna przyréwnaé do zera

thdﬁ’i(ﬁi—%) = Z(ﬁt’_ﬁi)@i—?i) = 0.
i=1 i=1

Tak wiegc mamy
Ad = _;_ Zmi(aw,-)z >0,
i=1

skad wynika nier6wno$é¢ Az < Ags. . .
Innymi stowy, w przypadku rzeczywistych reakcji wigzé6w N; suma (1.4), traktowana
jako funkcja reakcji dla ustalonych sit F;, przyjmuje warto§¢ minimalng.

1.2. Udowodnione twierdzenie mozna uogdlni¢ rowniez na ukiady o idealnych wig-
zach anholonomicznych drugiego rz¢du, liniowych wzgledem przy$pieszen, opisane wzorem

(1.8) D @iirbuditeni) =a (A=1,2,..,k),

i=1
gdzie wspllczynniki ay;, by, ca; oraz a; zaleza od czasu, wspélrzednych i pr¢dkosci ruchu
punktéow uktadu.

W pracy [3] PRzEBORSKI wprowadzil, po raz pierwszy dla rozwazanych ukladow de-
finicj¢ przemieszczen mozliwych, uogdlniajaca definicj¢ (1.2); mianowicie, Zze przemiesz-
czenia mozliwe s definiowane zwigzkami
(1.9) D @udxi+bydyiteudz) =0  (A=1,2,.. k).

i=1
Zagadnienie to zostalo rozwinigte w pracy KIRGETOwA [4].

Latwo spostrzec, ze przemieszczeniem mozliwym jest réznica przy$pieszet punktow
ukladu w ruchu rzeczywistym i w ruchu mozliwym, przy jednakowych warto§ciach wspét-
rzednych oraz jednakowych predko$ciach w obydwu ruchach w ustalonej chwili czasu.
Jezeli zdefiniujemy wigzy idealne jako takie, przy ktérych dla dowolnego przemieszczenia

n

mozliwego, spetniajacego warunek (1.9), jest spelnione réwnanie Z N, 6r; = 0 oraz jesli
i=1

powtérzymy rozwazania dotyczace ukladéw typu Czetajewa-Przeborskiego, to mozemy
udowodnié, ze dla ukladéw o wigzach idealnych (1.8) sluszne jest twierdzenie, wyrazone
nieréwnofcia Az < Ags.

1.3. Rozwazmy ukiad punktéw materialnych z wigzami anholonomicznymi pierwsze-
go lub drugiego rz¢gdu (w ostatnim przypadku — liniowymi wzgl¢dem przy$pieszen)
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z tarciem. W zbiorze przemieszczen mozliwych ukladu wyréznimy podzbidr takich prze-
mieszczen, na ktorych sily tarcia nie wykonuja pracy. Sa to tak zwane (¢) — przemieszcze-
nia, ktére rozpatruja PRZEBORSKI [5] i CzETAJEW [6]. Dla (¢) — przemieszczef zachodzi
réwnanie

(1.10) D) RioFs =0,
i=|

gdzie R; sa reakcjami wiezdw, za$ 67 (¢) — przemieszczeniami.

Rozpatrzmy ruch (d’) uktadu, zachodzacy przy tych samych zadanych sitach F; i do-
wolnych reakcjach R}, réznych od rzeczywistych, ale spelniajgcych warunek (1.10). Ruch
(d") jest ruchem mozliwym, na ogd! przy innych wigzach. Zalézmy, Zze przemieszczenia
mozliwe dla tych wigzéw réwnaja si¢ or;. Wydzielmy z rodziny tych przemieszczen zbidr
(¢) — przemieszczen, na ktdrych sily reakcji R} nie wykonuja pracy, to znaczy spelniony
jest zwigzek

(1.11) DM Riore = 0.
i=1

Sposrod wektoréw przyspieszen y; w ruchach mozliwych przy zadanych wigzach obierzemy
takie y¢, by wektory roznic w;—7$ zawieraly si¢ w zbiorze (¢) — przemieszczen. Takie
ruchy mozliwe sg nazywane (¢) — ruchami [7].

Ograniczajgc si¢ do (¢) — ruchow otrzymujemy zalezno$é

(1.12) D R(wi—75) = 0.
i=1
Przyrost przys$pieszen w poréwnywanych ruchach wynosi
_ _ Ri—R
Aw, = =5,
m;

Wobec tego, ze wielkosci R; oraz R; spetniaja warunek (1.9) mamy réwnanie
(1.13) D mdwi w7 = D (Ri— Ry wi—7%) = 0.

i=1 i=1
Z réwnan (1.7) i (1.12) otrzymujemy wzdr

a4 =3 Y m(dwy,
i=1

z ktérego wynika, Ze Ags < Ags.
Tak wigc dla rzeczywistych reakcji R; wigz6w z tarciem suma

I\ _
A = 52"71@1—)’?)2
=1

traktowana jako funkcja reakcji przy ustalonych sitach przyjmuje warto§¢ minimalna.
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2. Uogéblniona zasada najmniejszego skr¢powania dla ukladéw z tarciem

Zasada najmniejszego skrgpowania w swej zwyklej postaci zostala sformutowana przez
Gaussa [8] dla uktadéw o wigzach idealnych. Uogdlnienie tej zasady na uklady z wigzami
nieidealnymi bylo dzietem PRZEBORSKIEGO [5], RUMIANCEWA [7] i POZARICKIEGO [9].

W pracy BoLotowaA [10] zasada ta zostata uogdlniona zgodnie z nowymi pogladami na
wyzwalanie ukladéw materialnych. O ile Gauss rozwazal pelne wyzwolenie ze wszystkich
wiezdw, to BoLOTOW rozpatrzyl wyzwolenie czeéciowe, polegajace na wyzwoleniu ukladu ze
wszystkich wigzow niepowstrzymujgcych oraz z czgsci wigzéw powstrzymujacych, W sfor-
mulowaniu BoLoTowa uogdlniona zasada Gaussa brzmi nastgpujaco: odchylenie rzeczy-
wistego ruchu ukladu od rzeczywistego ruchu tego: ukladu zachodzqcego przy odrzuceniu
wszystkich wiezéw niepowstrzymujqcych oraz dowolnej liczby wiezoéw powstrzymujacych
Jest mniejsze od odchylenia dowolnego ruchu mozliwego.

Juz w Mechanice MACHA [11] wypowiedziana zostala mysl, ze mozna poréwnywac
odchylenia rzeczywistego i mozliwego ruchu uktadu punktéw materialnych nie od ruchu
swobodnego, lecz od ruchu, w ktorym uklad jest wyzwolony z czesci wigzéw. Jednak
my$l ta nie zostata sformutowana w postaci analitycznej, poza tym MACH ograniczyl si¢
tylko do uktadéw holonomicznych, BoLoTOW natomiast rozwaza réwniez liniowe uklady
anholonomiczne.

Za podstawe dowodu uogdlnionej zasady najmniejszego skr¢powania stuzy u BOLOTOWA
zasada mozliwych przemieszczen w potaczeniu z zasada D’Alemberta (inaczej zasada
D’Alemberta-Langrange’a) oraz nastgpujace dwa zaloZenia:

1° Przemieszczenia mozliwe uktadu o zadanych wigzach zawarte sa w zbiorze prze-
mieszczen mozliwych uktadu, wyzwolonego ze wszystkich wigzéw niepowstrzymujacych
oraz z dowolnej liczby wigzéw powstrzymujacych.

2° Istnieje przemieszczenie mozliwe, proporcjonalne do réznicy przy$pieszenn w ruchu
mozliwym i rzeczywistym.

Powyzsze dwa zalozenia sformulowane przez BoroTtowa postuzyly réwniez do dal-
szych uogdlnien zasady Gaussa, dokonanych przez uczonych rosyjskich i radzieckich.

W pracy CZETAJEWA [2] rozwazane sa uklady o wigzach idealnych nieliniowych anho-
lonomicznych pierwszego rzedu. Dla ukladéw tych wprowadza si¢ pojecie przemieszczenia
mozliwego w taki sposdb, Ze stuszna jest jednocze$nie zasada D’Alemberta-Lagrange’a
i zasada Gaussa w uogélnionej (w szczegbdlnoéci — w zwyklej) postaci: odchylenie ruchu
rzeczywistego (d) uktadu o zadanych wiezach od ruchu rzeczywistego () uktadu czgécio-
wo wyzwolonego z wigzéw jest mniejsze od odchylenia dowolnego ruchu mozliwego ()
od tegoz ruchu czgéciowo wyzwolonego (), tzn.

(21) Ado < A,;,).

AMINow [12] zbadat stosowalno§é uogélnionej postaci zasady Gaussa (2.1) do ukladéw
o wigzach nieidealnych. W pracy AMINOWA rozwazano uklady o wigzach nieidealnych
holonomicznych, na ogét niestacjonarnych. Stwierdzono, ze dla rozwazanych ukiadéw
nie jest stuszna zasada, wyrazona nieréwnoscia (2.1); wyprowadzono uogélniong postaé
tej zasady, stuszng réwniez i dla ukladéw z anholonomicznymi wigzami nieidealnymi.
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Wyraza ja nierowno$é (2.2)
1
Ad() < 7(A60+Aa_d,d_a).

Jezeli wigzy s idealne, to z nieréwnoéci (2.2) wynika nier6wnoéé (2.1). W tej samej
pracy podano uogélniong zasad¢ najmniejszego skrgpowania w postaci (2.1) dla ukladéw
z tarciem, przy ograniczeniu zbioru przemieszczen mozliwych do (c¢) — przemieszczen.

W pracy [6] CzeTAJEW wyprowadzil ogdlng zasad¢ dynamiki dla uktadéw z tarciem,
nie zawierajacag w jawnej postaci sil reakcji wigzow dla przemieszczet mozliwych, orto-
gonalnych do rzeczywistych predkosci punktow ukladu, to znaczy spetniajacych warunki

5:,6Xg+j)[6y,-+2,62,-=0 (l= 1,2,...,”).

Zbiér takich przemieszczen nazywa CZzETAJEW (c) — przemieszczeniami.

Dla najczgéciej spotykanych wigzéw z tarciem praca sit reakcji, dziatajacych na punkty
materialne uktadu w danej chwili czasu, wykonana na (c) — przemieszczeniach, réwna
sie zeru

D) (Rix x5+ Riy 0y5+ Ry, 62§) = 0.
i=1
Rugujac z tego warunku, za pomoca réwnan ruchu, reakcje wigz6w Rix, Riy, R,
otrzymuje CZETAJEW zwigzek

2.3) D 1mi3= X0)0x5 + (mii— Y1) oys + (mii— Z3)éz6] = 0

i=1
stuszny dla (c) — przemieszczen. Zwiazek ten mozna rozpatrywac jako uogélnienie zasady
D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z tarciem.

Zasada (2.3) zostala dalej rozwinigta w pracach RUMIANCEwWA ([7]. Wychodzgc z niej
RUMIANCEW wyprowadzit zwykla postaé zasady Gaussa, nie zawierajaca jawnie sit reakcji.

Ograniczenie zbioru przemieszczen mozliwych w zasadzie (2.3) do (¢) — przemieszczen
powoduje odpowiednie ograniczenie zbioru ruchéw mozliwych, z ktérymi poréwnywany
jest w zasadzie Gaussa ruch rzeczywisty.

Rozwaza si¢ tylko ruchy mozliwe, w ktorych przy$pieszenia punktéw ukladu ¢ spel-
niajag nast¢pujacy warunek: roznice mi¢dzy nimi i przyépieszeniami punktéw w ruchu
rzeczywistym w; sa (¢) — przemieszczeniami.

Takie ruchy mozliwe nazywa RUMIANCEW (c¢) — ruchami. Dla nich zasada (2.3) przy-
biera postad

n

(2.4) 2 [Om % —X) (i~ yE) + (i — Y (i — v5,) + (i Zi = Z3) (Zi— yf)] = 0.

i=1
Z réwnania (2.4) wynika zwykla postaé zasady Gaussa.

1. Niech dany bedzie uklad n punktéw materialnych o wigzach nieliniowych anho-
lonomicznych pierwszego rzedu z tarciem

f:,(x,-,y,, Zi, i(,j)‘,éi,t) =0 (_] = 1, 2, ceey k, i = 1, 2, )
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Dla rozwazanego ukladu typu Czetajewa-Przeborskiego przemieszczenia mozliwe okre$lo-
ne sg zwiazkami

2(%6 +gf’6 + af’éz. =0 ((=1,2,..,k).
'=l

Z definicji tej wynika, Ze istnieja przemieszczenia mozliwe punktéw ukfadu proporcjo-
nalne do réznic migdzy przy$pieszeniami tych punktéw w ruchu rzeczywistym (d) i w ruchu
mozliwym (6), przy jednakowych wspéirzednych i predkosciach punktéw w ruchu rzeczy-
wistym i mozliwym w rozpatrywanej chwili czasu ¢. Ograniczmy ruchy wirtualne do zbioru
(¢) — ruchéw. Zgodnie z zasada Czetajewa dla ukiadéw z tarciem w postaci (2.4) w ruchu
rzeczywistym danego ukladu bedzie spelniony warunek

(2.5) Z [ X1 — X3) Ria— Xfa) + (M Yia — Y)) Gra—Fa) + (MiZia~ Z1) (Zia—Z5)] = 0.
i=1

Wyzw6lmy uklad z czgsci wigzé6w i niech Jr; oznacza przemieszczenia mozliwe uktadu
czesciowo wyzwolonego. Dla ukladéw typu Czetajewa-Przeborskiego przemieszczenia
mozliwe danego ukladu znajduja si¢ wéréd przemieszczern mozliwych uktadu cze§ciowo
wyzwolonego. Jest oczywiste, ze rowniez (¢) — przemieszczenia danego ukladu powinny
znajdowac si¢ wéréd (c) — przemieszczenn ukladu czgSciowo wyzwolonego. Wobec tego
zasade¢ (2.4) dla ukladu czgsciowo wyzwolonego (8) mozna zapisaé w postaci

(2.6) Z [m: %10 — X)) (Xia— X53) + (M F1o — Y1) Fia ~ Y5} + (i 21— Z)) (Zia— Z55)] = 0.
i=1

Odejmujac réwnanie (2.6) od réwnania (2.5) otrzymujemy zwigzek
2.7 Aan+Ap—Asy =0,
gdzie wielko$¢

Ags = > 2 m;[(Xia— X53)* + Fia— Vi) + (Zua—255)*]
i=1

oznacza odchylenie rzeczywistego ruchu (d) ukladu z tarciem od ruchu mozliwego (8)
tego ukiadu.

Analogicznie zdefiniowane sg wielko$ci 44, oraz Az. Z réwnania (2.7) bezpos$rednio
wynikaja dwie nieréwnosci
(2.8) Aay < Asp,
(29) Ags < A,)o.

Pierwsza z nich stanowi wyraZenie uogdélnionej zasady Gaussa dla rozwazanych ukladéw
z tarciem: odchylenie rzeczywistego ruchu (d) ukladu z tarciem od rzeczywistego ruchu
(0) uktadu czgéciowo wyzwolonego jest mniejsze niz odchylenie ostatniego z tych ruchéw
od mozliwego (¢) — ruchu ().

2. Uogblniona zasad¢ najmniejszego skr¢powania moZna rozszerzy¢ réwnieZ i na
uklady o wigzach liniowych anholonomicznych drugiego rzedu z tarciem.
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Réwnania wigzow sa postaci

D @bty =4 (A=1,2,..,k),

i=l1
gdzie wspdlczynniki a,;, by;, ¢; oraz a; zaleza od czasu, wspdtrzgdnych i predkosci uktadu,
Przemieszczenia mozliwe w takich ukladach [3], [4] okreS§lone sa przez zwigzki

D @dxitbudytendz) =0 (A=1,2,..,50.
i=1

Dla tego rodzaju definicji przemieszczen mozliwych pozostaja stuszne dwa zaloZenia,
na ktérych opiera si¢ dowdd uogdlnionej zasady Gaussa. Tak wiec, wychodzac z zasady
Czetajewa dla ukladdéw z tarciem i powtarzajac te same rozwazania, co dla ukladéw o wig-
zach anholonomicznych rz¢du pierwszego z tarciem, dojdziemy znéw do nieréwnosci
(2.8), wyrazajacej uogdlniong zasad¢ Gaussa dla ukladow z tarciem.

3. Zwiazek miedzy energia przySpieszen w ruchu rzeczywistym i czeSciowo lub calkowicie wyzwolonym

W pracy [2] CzeTralew wyprowadzil uogdlniona posta¢ zasady najmniejszego skre-
powania w ukladach o wigzach idealnych nieliniowych (w szczegdlnym przypadku linio-
wych) anholonomicznych pierwszego rzgdu. Opisuje jag nierownosé
(31) Add < Aga
wyraZajaca nastepujaca tre$¢: odchylenie ruchu rzeczywistego (d) ukladu o zadanych
wiezach od ruchu rzeczywistego (9) ukladu czgsciowo z nich wyzwolonego jest mniejsze
niz odchylenie dowolnego ruchu mozliwego (4) od tego samego ruchu () ukladu, lecz
czeSciowo wyzwolonego. Oprocz nieréwnosci (3.1) CzeTaJEw wyprowadzil w swojej pracy
jeszcze jedna nieréwnosé

(3.2) Ags < Ao
wyrazajaca twierdzenie, ktére nazwiemy twierdzeniem Czetajewa: odchylenie ruchu rze-
czywistego (d) ukiadu od ruchu mozliwego (d) jest mniejsze, niz odchylenie tego ostatnie-
go od ruchu czgéciowo wyzwolonego (0).

W omawianej pracy wyprowadza si¢ z nieréwnosci (3.1) i (3.2) zwiazek pomig¢dzy
energiami przy$pieszen w ruchach (d), () oraz (9).

Dodajac nieréwnoéei (3.1) i (3.2) otrzymujemy nieréwno$¢

Aas+ Aay

Agy.
3 < Ay

3.3)

Podstawmy do nieréwno$ci (3.3) wyraZenia na wielko§ci Ay, Agy, Asy:?
3n

1 . v
Ags = > 2 mi(¥ia— Xi5)%,

i=1

1) Dla skrécenia zapisu oznaczamy wspotrzedne punktéw ukladu jedna litera x z odpowiednim indek-
sem.
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gdzie X;4, X;5 s3 przy$pieszeniami odpowiednio w ruchu rzeczywistym i mozliwym, przy
jednakowych wartoéciach wspétrzednych i predkosci punktéw ukiadu w ruchu rzeczy-
wistym i w ruchu mozliwym w rozpatrywanej chwili czasu . Wielko§ci A4, oraz A;y sa
okre§lone w spos6b analogiczny.
Z nieréwnosci (3.3) po podstawieniu otrzymujemy
3n 3n 3n

3.4 Zm,»(i&,-d—}i,)2+ Zmi(:’éid_—.’éia)z <2 Zmi(:’éia_:’éio)z'
i=1 i=1 i=1

Wprowadzajac energi¢ przyS$pieszen dla ruchu rzeczywistego (d), mozliwego (8) i wy-
zwolonego (8), oznaczajac je odpowiednio jako S, S; oraz S; mozemy zapisaé (3.4)
w postaci:
3n 3n
25,+ 2{’ 51y (i — ¥) + 2{’ i is (o — ¥ia) < S5+ Sy,
iz iz
wzglednie
3n 3n
S+, ,;: m; X 1o (Xia — Xi5) + i; m; Xis(Xia — Xig)
2 2
Ostatnia z nierownosci stwierdza, Zze energia przy$pieszen w ruchu rzeczywistym jest
mniejsza od polowy sumy energii przyspieszenn w ruchu wyzwolonym i mozliwym, zwigk-
szonej o polowe sumy iloczynéw przyspieszen w jednym z ostatnich dwu ruchéw, pom-
nozonych przez réznice migdzy przys$pieszeniami w drugim z tych ruchéw i w ruchu rze-
czywistym (sumowanic odnosi si¢ do wszystkich punktéw ukladu).
Sumy wchodzace do prawej strony ostatniej nierowno$ci maja okre$lony sens mecha-
niczny.
Rozwazmy pierwsza sume

(3.5) Sy <

3n

(3.6) Z’ni:’éia(}id_:’&ia)-

=1

Zawarte w niej roZnice X;;— X;; miedzy przy$pieszeniami w ruchu rzeczywistym i w ruchu

mozliwym mozna traktowaé jako przemieszczenia mozliwe Xii—Xis = O0x;. Wowczas
sumg¢ (3.6) mozemy zapisa¢ w postaci

3n
(37) 2 m,':)é,'o 6x,- .
f=1

Zgodnie z drugim prawem Newtona mamy dla ruchu czeéciowo wyzwolonego zwigzek
miXip = Fixt+Nix,

gdzie N, sa reakcjami wigzéw, zachowanych przy cze§ciowym wyzwoleniu ukladu.

Uwzglednijmy rowniez to, e przemieszczenia mozliwe danego ukladu (dx;) zawieraja

si¢ w zbiorze przemieszczen mozliwych (dx;) ukladu cze$ciowo wyzwolonego. Tak wiec
suma (3.7) przyjmuje postaé

3n 3n
Zmi-.x-:ioéxi = 2 (Fix+Nix) 0x;.
=1 izl
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Jezeli wigzy sg idealne, to mamy

3n
ZN,-,, ox; = 0.

i=1

Wobec tego suma (3.7) rowna jest pracy wirtualnej sil aktywnych

3n 3n
E m,}E,a 6x, = Ex 6x,.
=1

i=1 i

Zbadajmy z kolei druga sume zawartg w prawej czgéci nierownosci (3.5)

3n
(3.8) Zmixid(xid_—.x'id)'
i1

Z drugiego prawa Newtona mamy
mi(:éid_xia) = N,

gdzie Nj, to reakcje wigzéw odrzuconych przy czg§ciowym wyzwoleniu uktadu.

W takim razie suma (3.8) przedstawia soba pracg sit reakcji odrzuconych wigzdéw na
przy$pieszeniach ruchu mozliwego.

Dzieki temu nieréwno$é (3.5) mozemy zinterpretowaé w sposéb nastgpujacy: energia
przyépieszen w ruchu rzeczywistym jest mniejsza od polowy sumy energii przy§pieszen
ruchu wyzwolonego i ruchu mozliwego, zwigkszonej o potowg sumy pracy wirtualnej
sit aktywnych oraz pracy sit reakcji wigzow odrzuconych przy wyzwoleniu ukiadu wyko-
nanej na przy§pieszeniach ruchu mozliwego.

4. O sensie energetycznym pewnego twierdzenia Czetajewa

W rozdziale tym zbadamy sens energetyczny twierdzenia Czetajewa, wyraZajacego
jedng z ogblnych wiasnoéei ruchu nieliniowych uktadéw anholonomicznych. Wykazemy,
7e twierdzenie Czetajewa mozna rozpatrywac jako uogélnienie na nieliniowe uklady
anholonomiczne twierdzenia Bertranda o energii kinetycznej.

Oprécz zaleznoéei, wyrazajacej uogdlniong zasad¢ Gaussa dla nieliniowych ukladow
anholonomicznych pierwszego rzedu, CZETAJEW uzyskat w pracy [2] jeszcze jeden zwigzek,
odpowiadajacy nastgpujacemu twierdzeniu: odchylenie rzeczywistego ruchu ukladu
o wigzach idealnych od dowolnego ruchu mozliwego jest mniejsze od odchylenia tego
ostatniego od ruchu czgéciowo wyzwolonego

@.1nH Ay < Asss
gdzie wielko§é

3n
(42) iy =3 D) mildii— 859?
i=1
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oznacza odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu mozliwego w czasie dt; wielko$§é

3n

4.3) Aps = D, mi(0%,— 8%))?
i=]

oznacza odchylenie ruchu czg§ciowo wyzwolonego od tego samego ruchu mozliwego
w czasie dt; wielkoéci dx;, dx;, 0x; oznaczaja zmiany predkosci punktu m; w czasie dt
odpowiednio w ruchu rzeczywistym, mozliwym i czg§ciowo wyzwolonym; predko$é x,
punktu w chwili 7 jest we wszystkich trzech ruchach jednakowa, przy czym w ruchu czescio-
wo wyzwolonym punkt m; jest pod dzialaniem tej samej sily Fj, co w ruchu rzeczywistym.

Dla uktadéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych nieréwnosci (4.1) mozna
nadaé pewien sens geometryczny. Przyrosty energii kinetycznej ukiadu w czasie dt w ruchu
rzeczywistym i czgSciowo wyzwolonym mozna przedstawié z dokladnoécia do wielko$ci
rzedu trzeciego wzgledem dt przy pomocy wzoréw:

3n 3n

4.4) AT = Y mzdiit 3 > mds)?,
i=1 =1
3n 3n

, cae LN L,

(45) AT = Zm,x,-ax,-+ ?Z m;(ax,-) .
=1 ) =1

Réznica przyrostow energii kinetycznej w obydwu wymienionych ruchach wynosi

3n 3n 3n
(46  AT-AT= D misdii=05)+5 D mdif -5 > m@i).
{=1 i=1

i=]

Z nier6wnoS$ci (4.1) zapisanej w postaci

3n 3n
D m(di— 05> < > my(0%— 0x)?
{=1 =1

otrzymujemy
3n 3n In
@.7 D midx) = Y mi0x)? < ) 2m 8%(dx— %)
I=1 =1 Il

Ostatnia nieré6wno§¢ mozna zapisaé na podstawie (4.6) jako

3n

(4.8) AT—A'T < D) my(+ %) (di—05%),
I=l
skad
3n
AT AT C e
4.9 @ T d < Zmi(xi‘l' 0x)) (X1a— X10)
=1

gdzie X, jest przy$pieszeniem punktu m; w ruchu rzeczywistym, za$ X,, — przy$pieszeniem
tegoz punktu w ruchu wyzwolonym.
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Z réwnan ruchu dla danego ukiadu i uktadu czgéciowo wyzwolonego mamy zwigzek
mi(Xia—Xip) = Ni(.g)_Nl(g),

gdzie N{® oznacza sily reakcji wiezéw danego ukiadu, za§ N@ —sily reakcji wiezéw
w ukladzie czgsciowo wyzwolonym. Roznica tych wielkosci

(9 (d—0
N9 =N = Nig™”

jest reakcja wigzéw odrzuconych przy czgéciowym wyzwoleniu ukiadu.
Nieréwno$¢ (4.9) mozemy wigc zapisa¢ w postaci

AT AT
4, — v+ Ok NS
gdzie Xx;+ 0x; jest predkoscia w dowolnym ruchu mozliwym w chwili ¢+ dr.

Pr¢dko$ci punktéw w mozliwym ruchu ukladu o zadanych wigzach sa jak widaé pred-
ko$ciami mozliwymi w ruchu ukladu o reakcjach wigzéw réwnych N9, W przypadku
wigzdw stacjonarnych suma z prawej strony nieréwnosci (4.10) jest proporcjonalna do
sumy elementarnych prac sit reakcji wigzow N9, wykonanych na przemieszczeniach

wirtualnych ukladu i wobec tego dla wigzéw idealnych réwna si¢ zeru

3n

D Gut o) NE™ = 0.

i=1

W ten sposéb z relacji (4.10) mamy

AT AT <0
d — dt
wzglednie
AT AT
a < ar

co oznacza, Zze przyrost energii kinetycznej w jednostce czasu w ruchu rzeczywistym jest
mniejszy, niz w ruchu czg§ciowo wyzwolonym. Ten wynik jest analogiczny do twierdzenia
Bertrada [13].
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