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W liniowych ukladach drgajacych o wielu stopniach swobody pojecie postaci wlasnych
i zwigzanych z nimi wspo6trzgdnych normalnych gra istotng role przy badaniu drgan wy-
muszonych i samowzbudnych. Jak wiadomo, przy uzyciu tych wspéirzednych réwnania
ruchu ukiadu konserwatywnego o skoficzonej lub nieskoniczonej iloéci stopni swobody
dadzg si¢ przedstawi¢ w postaci rOwnan wzajemnie niezaleznych

Moj'.f'oj'*'Moj'w(z)j'on = Qj(t),
j=1,2,..,n,

gdzie wq; — czgstos¢ wlasna, M,; — uogdlniona masa, Q;(t) — uogblniona sila j-tej
postaci drgan, n — liczba stopni swobody ukladu, &,;—j-ta wspélrzgdna normalna
zwigzana ze wspOirzednymi x; (x; — wychylenie masy m; od polozenia réwnowagi) za
pomoca liniowej transformacji

Xy = Zboufoj,
Jj=1

gdzie: byy, i =1,2,...,n—j-ta posta¢ wlasna.

Wspéirzedne &;; umozliwiaja postugiwanie si¢ rozprzgzonymi réwnaniami ruchu,
a przede wszystkim umozliwiaja operowanie ukladem o zredukowanej liczbie stopni
swobody przy zapewnieniu duzej doktadnoéci obliczeni. Jest to szczegdlnie korzystne przy
badaniu drgan samowzbudnych ukiadéw cigglych, np. wiszacych mostéw, powierzchni
no$nych samolotéw itp., gdyz wyniki do§wiadczefi i obliczen pozwolily stwierdzié, Ze
w drganiach tych «bierze udzial» tylko kilka pierwszych postaci drgan. Tak wigc ukiad
ciagly zastgpujemy ukladem zredukowanym do kilku, najczg¢éciej dwéch stopni swobody,
to jest do dwéch réwnan. Podobne uproszczenie polegajace na odrzuceniu wspdirzed-
nych &,; odpowiadajacych wyZszym czgstoSciom wlasnym daje bardzo dobre rezultaty
przy badaniu drgan wymuszonych.

Wobec duzych trudno$ci pojawiajacych sie przy analizie drgan uktadéw z charakte-
rystyka nieliniowa powstalo pytanie, jak z mozliwie duza doktadnofcia przenie§¢ zasto-
sowanie tego rodzaju uproszczen na te uklady.

2 Mechanika Teoretyczna
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W niniejszej pracy zbadamy dwic drogi podejécia do tego zagadnienia:

1) przez zastosowanie liniowych wspoétrzednych normainych i zaniedbanie ich sprze-
Zenia,

2) przez zastosowanie tzw. nieliniowych wspoétrzednych normalnych zdefiniowanych
w pracy [1].

1. Model mechaniczny i réwnania ruchu ukladu

Niech modelem rozwazanego ukladu bedzie n skupionych mas potaczonych ze soba
i z masg my, = oo za pomoca niewazkich sprezyn i elementéw rozpraszajacych energi¢
(rys. 1).

P cosQt Picath b, cos @t
— Xp=0 X, T Xe Xn
e % [} m
S1o

820

Sno =

—n__ element sprezysio- ttumieniowy
miegdzy masq m; /mk

Rys. 1. Model mechamczny uldadu o .n stopniach swobody

Réwnania ruchu we wspdlrzednych x;, gd21e x; — wychylenie masy m; od polozema
rownowagi, moga by¢ zapisane nastepujaco: :

(1.1) X+ ZS,k(x,—,\k, X —X)—PicosQt =0,

i=1,2,...n
Sy — sita oddzialywania miedzy masa m; i m,.
Po wydzieleniu z sily spreZyste;j czesci liniowo zaleznej od odksztalcenia sprezyny row-
nania (l.1) przybiora postaé

(1.2) & = miX;+ Zkik(xi—xk)-l'/lfi (X1 ooey Xy Xiy nns i,.)—ﬁicos!jt = 0.
k=1

O funkcji f; zalozymy, Zze dla rozwiazania harmonicznego

(1.3) x; = ricos (Qt—g))
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mozna ja przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera

R
(1.4) fi=pP+ 2 (ptP cosvf + g Psinvh).
y=1
Oznaczajac przez wy;, j = 1, 2, ..., n czgstodci wlasne, a przez bo;j, i,/ = 1,2, ..., n —

postacie wlasne ukiadu zlinearyzowanego, liniowe wspéirzgdne normalne &,; wprowadzi-
my za pomocg transformacji

(15) X; =

-

boijEOj-
1

i
Dzieki wlasnosci ortogonalnoéci postaci wilasnych réwnania (1.2) przeksztalcimy do
postaci

(1.6) :éj = Moj.éOj'i'Mij%jEOj'i',uF:i(EOl» e Eons 5.01, éon)_QOjCOSQI =0,
i= 192’-""1,
gdzie

n - rl1 o n
(1.7 Mo, = Zmibéij, Qoy = 2, Piboij, F; = Zfibou-
=1

i=1 i=1
Funkcje F;, podobnie jak f; dla rozwiazania harmonicznego, przedstawimy w postaci
szeregu Fouriera

R
(1.8) Fy = PP+ Y (PPcost+Gsinat).
y=1
Réwnania ruchu we wspéirzednych normalnych &,; dla ukiadu nieliniowego sa wigc
nadal sprzezone przez nieliniowa funkcje F;.
Przypomnijmy najpierw podstawowe cechy ukladu zlinearyzowanego konserwatyw-
nego (F; = 0). Rozwigzanie réwnan ruchu (1.6) dla F; = 0 daje nam od razu

Y QOj
(1.9) £y = ag;cos8dt, agy=—""T"——
o) % o MOJ(U)(Z)J__QZ)
a stad otrzymujemy wspéirzedne x; za pomoca (1.5)

N bpii00iCOS 2
(1.10) X; =Z MQ_’ = Zboijéto;-

=1 Moj((l)gj—gz) =

Rozwiagzanie w tej postaci doskonale ilustruje zjawisko rezonansu i rol¢ wspdirzednych
normalnych. Widzimy, ze gdy £ — o, to amplituda drgan ukladu dazy do nieskonczo-
nosci, ale spo$réd wspoétrzednych &,; tylko jedna &, dazy do nieskonczonoSci, a amplitudy
wszystkich pozostalych «nierezonansowych» wspéirzednych przybieraja pewne ograniczo-
ne warto$ci. Zatem w poblizu rezonansu mozna pomina¢ wspéirzedne «nierezonansowe»
i rozpatrywac tylko jeden stopien swobody zwiazany ze wspéirzedng «rezonansowa»

(1.11) Xi = bois Eos-

2 = wos
Posta¢ drgan uktadu w poblizu rezonansu dazy zatem do postaci wlasnej by;s. Rozwazania
te sa w przybliZeniu stuszne i dla uktadu ttumionego, jesli tylko tlumienie jest na tyle male,
2e maksymalna amplituda a,, jest dostatecznie duza w poréwnaniu z aoj, j # S. -

2‘
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Posta¢ réwnan ruchu ukladu nieliniowego (1.6), w ktérym sprzezenie jest tylko po-
przez «maly» nieliniowy czlon uF; nasuwa zrozumialy che¢é zastosowania uproszczenia
polegajacego na zaniedbaniu tego sprzgZenia i rozpatrywaniu réwnan ruchu w postaci

(1-12) MOJ'E.O_[‘*'Mongjfoj‘f',upj(foj, éo])—Q—OJCOSQ—t = 0.

Uproszczenie to wynika réwniez z samej procedury szeroko stosowanej w literaturze
metody usrednienia [4].

We wczedniejszej pracy [2] analizowany byt efekt sprze¢zenia wspétrzednych &,;, &,
na przykladzie ukltadu o dwéch stopniach swobody za pomoca metod teoretycznych oraz
za pomoca maszyny analogowej. Ponadto w pracy [3] badane byly analityczne metody
przyblizone stosowane przy analizie drgan ustalonych ukladéw nieliniowych o n stop-
niach swobody, a w pracy [1] wprowadzono i zdefiniowano pojecie nieliniowych wspot-
rzgdnych normalnych i zbadano zachowanie si¢ tych wspétrzednych w poblizu rezonansu.

Podsumowujac rezultaty tych prac nalezy stwierdzié, Ze w poblizu rezonanséw glow-
nych dominuja drgania harmoniczne o czgstosci sily wymuszajacej 2, a wigc przyblizone
rozwigzanie mozna zalozy¢ w postaci

Xi = r (cos!_Qt—tp,-),

przy czym najwigksza dokladno$¢ przy stosunkowo duzych wartoéciach amplitud uzyska-
my, gdy wspélczynniki r;, ¢; okre§limy za pomoca metody Ritza.

2. Liniowe wspoirzedne normalne w analizie rezonanséw gléwnych ukladu nieliniowego

W oparciu o rozwigzania harmoniczne uzyskane metoda Ritza zbadajmy zachowanie
si¢ wspoirzednych &, przy uwzglednieniu ich sprz¢Zenia w réwnaniach (1.6) oraz przy
zaniedbaniu tego sprzezenia (1.12).

Zakladamy rozwiazanie w postaci

2.1 boj = aoj(cos!jt—ﬁj).

Rownania Ritza, z ktérych wyznaczymy nieznane wspoiczynniki aoj, ¥ zapiszemy naste-
pujaco:

2

[ &)-cosBd@) =0, j=1,2,..,n,

0

2

[ 5(t)-sinrd(@1) = 0,

0

(2.2)

gdzie Z’,(t)—«pozostaloéci» réwnan (1.6) po podstawieniu do nich przyblizonego roz-
wigzania (2.1). W przypadku ukiadu zachowawczego moZemy od razu przyjaé ¢; = 0
i rownania (2.2) przybierajg postaé

2z
(2.3) ao; Mo (w2 — 0%+ % f pFy(agcosft, ... ag,cos2f)cos 2td(2t)— Qo) = 0,
0

j=12,...,n



WSPOLRZEDNE NORMALNE W ANALIZIE REZONANSOW 21

lub, uwzgledniajac oznaczenia wzoru (1.8),

aoJMoJ(w%j—Qz)‘*‘Py)(aox,aoz; ao::)‘éo; =0, j=12,...,n

Rozwazmy teraz rezonans, przy ktérym ag, - 0 :

Mos(@hi= 2%+ £ P2 @0, 02, - don) = 22
Os 5
(2.4) )
a
Mo, o/ (ng—QZ).*. '_#"Pf")(aox, Aoz ... Qgn) = oJ ,
aO.! aos aos

i=1,2,...,s—1,s+1,...,n

Przyjmujac Qo;/ass = 0 otrzymujemy uklad réwnan jednorodnych z niewiadomymi
Aoy, Aoay +-- Qos—15 Aost1s --- don 1 £2. Mozna wykazaé, Ze w ogdlnym przypadku wszystkie
amplitudy wspéirzednych normalnych daza do nieskonczonofci tak, ze dla @y, - ©

(2.5) ao]/ao, — const N

a zatem posta¢ drgan ukladu przy rezonansie dazy do pewnej wartoéci b;, réznej od linio-
wej postaci wlasnej

n
Z bouao
J
Xi j=1

(2.6) — = = by # boys-

i dpg—>00
Z bouao;
j=1

Natomiast przy zaniedbaniu sprze¢zenia miedzy &, ..., Eon, cZyli przy postugiwaniu si¢
uproszczonymi réwnaniami (1.12), otrzymamy wynik podobny do wyniku dla uktadu
liniowego

QosC0s 2t

2.7 Eos = apsCOSRt = —,
@7) ° ° Mo:[wf (@os) —£27]

Xy — bOls 50: ’
aog—+o0

gdzie

‘llP_S') (ao.v)
2a0s Mo,

i w rezultacie posta¢ drgan przy rezonansie nie ulega zmianie

(28) Wy (ao.v) = w0s+,uA1 (aOS) = Wos+

Xi[xy = boys.
dog—>®©

3. Nieliniowe wspéhzedne normalne w analizie rezonanséw gléwnych
Rozszerzmy teraz pojecie czestoéei i postaci wlasnych na uktad nieliniowy. Drgania
gléwne nieliniowego ukladu autonomicznego zakladamy w postaci funkcji harmonicznej
@3.n x; = aycosw;t = a;b;coswyt,

ij=1,2,...,n by,=1Ll
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Podobnie jak w ukladzie liniowym, wielkodci w;, j =1, 2, ..., n, nazywamy czestos-
ciami wiasnymi, a wspodlczynniki &;;, i=1,2,3,...,n, j=1,2,...,n— postaciami
wlasnymi ukladu. Wielkosci te sa funkcjami amplitudy

wjzwj(aj), b,-_,-=b,-j(a_,-),
J=1,2, .0 i=2,3,

a okreS§limy je z rownan Ritza

2n
(3.2) [ eOcosmrd(wry =0, i=1,2,..,n,

0
gdzie &;(t) — «pozostatosci» réwnan ruchu (1.2) po podstawieniu do nich przyblizonego
rozwigzania (3.1). Uczynimy zaloZenie, ze w rozpatrywanym zakresie parametrow wszyst-
kie czgstosci w; i postacie wlasne b;; przybieraja rézne warto$ci.

Zbadajmy teraz zachowanie si¢ ukladu nieliniowego zachowawczego przy rezonansie
zakladajac, Zze czgsto§é sily wymuszajacej moze zblizy¢ si¢ nieograniczenie do czestosci
wiasnej w;.

Podstawiajac do réwnan ruchu rozwiagzanie w postaci x; = r;cos1 i stosujac metode
Ritza otrzymujemy réwnanie z niewiadomymi r,,.rs, ..., I,

n

—m; 2%+ 2 K (ri—r) +
s

+ %f yf,-(rlcos!—.?t, .. racosQt)cosQud(R0) = P, i = 1,2, ..., n.
T

Po podzieleniu stronami przez r; otrzymujemy

(3.3) —m; Qz—l -+ 2/ Kik

k=0

— i=1,2,..,n.
rS

Zakladajac, ze przy rezonansie r; przybiera wartosci tak duze, Zze P;/r, mozemy trak-
towaé jako bliskie zeru, otrzymujemy uktad réwnan jednorodnych jak dla uktadu auto-
nomicznego. Jedynymi rozwigzaniami harmonicznymi uktadu autonomicznego sg rozwig-
zania (3.1) przedstawiajace drgania gtéwne o czestosciach wlasnych w; i postaciach wias-
nych b;;. Zatem przy rezonansie, gdy ry — 0, uktad drga w poblizu nieliniowych drgan
gléwnych 2 — w, i postaé drgan uktadu dazy do by, i = 2,3, ..., n

Widzimy wigc, Zze drgania uktadu w poblizu rezonansu mozemy opisaé za pomocy
Jjednej wspolrzgdnej zwiazanej z nieliniowa postacia wlasng

(34) ) X & bis(as)fs'

Jezeli to rozwigzanie podstawimy do réwnan ruchu (1.2), a nastepnie pomnozymy kazde
z réwnan przez odpowiednie b;; i dodamy wszystkie razem, otrzymamy

(3.5) Zmb +&, Z[ZK,k(b,, bks)]b.s+ , s ttfi= Zb,,P cos 3t = 0.

i=1 Jml k=0
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Opierajac si¢ na rozwigzaniu harmonicznym & = a;cosf2t, co przy drganiach swobod-
nych sprowadza si¢ do &; = a,cosw,?, dochodzimy za pomoca réwnan Ritza do wniosku,
ze spelniona jest zalezno$¢

n n n
5s2 ZKik(bis_bks)bis+ I—Zlbis,uﬁ = 5sMsw3’

i=] k=0

gdzie w, — czgsto§¢ wiasna ukiadu nieliniowego bgdaca funkcja amplitudy, a M, =
= Zm,-bf‘ — uogolniona masa s-tej postaci, bgdaca réwniez funkejg amplitudy.
=1

Rownanie (3.5) przybiera zatem postaé
(3.6) M E+w?ME = Qscosft,
a stad rozwigzanie

Q,cos 0t

(3.7) Es = asCOS.Qt = W

Réwnanie (3.7) opisuje «odpowiedZ» uktadu na dzialanie sit wymuszajacych P, cos 2t
pod warunkiem, Ze wystgpuje tylko jedna s-ta posta¢ ruchu. Wspdlrzedne & spelniajace
te rownania nazywa¢ bedziemy nieliniowymi wspéirzednymi normalnymi. Spetniaja one
warunek, ze przy rezonansie dominuje tylko jedna, rezonansowa wspéirzedna, a pozostale
przybierajg ograniczone wartoéci. Nie wiemy jednak jak wyraza si¢ ogdlne rozwiazane x;
w funkgji tak zdefiniowanych wspétrzednych, gdyz jak wiadomo, w ukladzie nieliniowym
nie jest stuszne prawo superpozycji. Skoro w uktadach liniowych migedzy x; i &y; zachodzita
zalezno$¢ liniowa (1.5), w ukladzie nieliniowym moze to by¢ jaka$ zalezno$§¢ nieliniowa

X = xi(El, 52, E,,)

_ Zagadnienie to zostalo rozwigzane w pracy [I] dla pewnego szczegdlnego ukiadu
o n stopniach swobody posiadajacego tzw. graniczne czg¢stoéci wlashe. Wykazano miedzy
innymi, ze wielko$é bledu wynikajaca z odrzucenia wspdtrzednych «nierezonansowych»
£ by by Esrrs oo En przy 2 o w, jest wigksza niz w ukladach liniowych, miano-
wicie, Zze czion odfzucany dazy do nieskonczonosci, lecz do nieskonczono$ci nizszego
rz¢du niz wspdlrzedna rezonansowa:

xi= ) byt A6y Er o £
i=1

(3.8) x; = bisa,cos Qt + ocos 2t

Qs

s o
oraz o > oo, lecz - -0,

ab

s l‘s.(_)—ﬂl).v
a wiec ostatecznie

x; = by &s.
Q- s
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W niniejszej pracy przedstawiony jest jeden z praktycznych aspektéw powyzszych
rozwazan, mianowicie sprawa oceny maksymalnej amplitudy przy rezonansach i wplywa-
nia na charakterystyke tlumienia przez odpowiednie umieszczenie elementu ttumiacego.
Zauwazmy bowiem, Zze gdy element tlumiacy znajduje si¢ migdzy masg m; 1 my, to sita
tlumienia zaleZy od réznicy amplitud tych mas, a wigc od amplitudy jednej z nich i postaci
drgan. Jezeli w wyniku nieliniowej charakterystyki spre¢zyn posta¢ drgan ulega zmianie
ze wzrostem amplitudy, ulegnie réwniez zmianie efektywno$é elementu tlumiacego, co
szczegblnie rzutuje na maksymalne amplitudy przy rezonansach. Stad nasuwa si¢ przy-
puszczenie, Zz¢ metoda obliczen nie uwzglgdniajaca zmian postaci drgan, a wigc i metoda
polegajaca na pominigciu sprz¢zenia migdzy liniowymi wspébirzednymi normalnymi,
moze dawaé niedokladne wyniki.

4. Badanie rezonanséw gléwnych ukladu o trzech stopniach swobody

Zagadnienie rozpatrzmy szczegélowo na przykladzie uktadu drgajacego o trzech stop-
niach swobody przedstawionego na rys. 2. Dla uproszczenia obliczen przyjeto, Ze tylko
jedna sprgzyna ma charakterystyke nieliniowa sztywniejacg typu x3. Uklad zaopatrzony
jest w jeden element tlumiacy o charakterystyce liniowej i jest wzbudzany sila harmo-
niczng P,cos Q1.

Rys. 2. Model mechaniczny ukladu o trzech
stopniach swobody

Roéwnania ruchu uktadu przy umieszczeniu ttumika migdzy masa m, i m, sa nastgpu-
jace:

d*x, —,{ dx dx,
my— dtz +Kiox;+ K5 (xg—X2)+u(x; —x,)3 + I( dtl - dt) P, cosft,
d*x dx dx
(4'1) mz d 22 +K12(x2 x1)+K23(x2—x3) lll(xl—'.xZ) —/1,1( dtl —_— —dtz) = 0,

d*x
msts +K33(x3—x,) = 0,

lub w postaci bezwymiarowej:
d*x ( dx, dx

VIT;+Clox1+C12(x1—x2)+,u(x1—x2)3+,ul a7 d—:) = P,cosft,

d*x, dx dx
42 4, P +Ci2 (X3—x1) + Co3 (x2—X3) — (%, — x2)° — ( drl - —#) =0,

d?x,
Y3i—F3 dr 2 +Ca(x3—x2) =0,
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gdzie wprowadzono oznaczenia

Zastgpujac drugie réwnanie przez sume¢ réownania pierwszego i drugiego otrzymamy
uklad, w ktérym wyraz nieliniowy wystgpuje tylko w jednym réwnaniu:

d*x dx dx
yld—zl +Crox1+Cra (¥ —x2)+p (%, —3‘32)34‘,“1(‘1—1_l - d—;) = P;cosQz,
d*x d*x
(4‘3) Y1 d‘t; +72 drzz +C10x1+C23 (xz"'JC3) = PlcOS.QT,
d*x
Va—drTs +Cs3(x3—x3) = 0.

Zakltadajac dla ukladu autonomicznego rozwiazanie
X, = acoswt,

4.4 X,

ab,coswt,
x3 = abycoswt,

czesto§ci wlasne w funkcji amplitudy a znajdziemy z wyzpacznika charakterystycznego

9102+ C o+ Ci2+2(a?), ~Cia, 0
4.5 D(w*,a*) = —710*+Co, — 7202+ Cs3, —Cj; =0,
0, —C,s, ~y30%+Cy;3

gdzie:
2 3 2 3
#(@®) = pat(1-b;)°.
Postacie wlasne znajdziemy za pomoca dopelnien algebraicznych wyznacznika D(w?, a2),

D,
bU = (D i) .
s o=0ws

Wybierajac s = 1 otrzymamy 'b,, jako funkcje czgstodci w,

wajz—cna, —Ca;
0 —y3w2+C b C
4.6 b, = J 23 . by, = 25C23
(“.6) H Y205+ Css, —C,, 3 —y30} +Cas

—Cy3, —y3w3+C23
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Przy amplitudzie a dazacej do nieskonczono$ci, dwie nizsze czgstosci wilasne dazg do
pewnych warto$ci granicznych oy, 1, 0,2 FOWnych czgstosciom wlasnym uktadu, w kté-
rym masy m, i m, sa ze soba sztywno polaczone. Czg¢stosci te obliczymy z wyznacznika

-0y +y2)+Cio+C -C
4.7) Dy, = 1 2 10 23 ; 23 ~0.
—Cas —y3w +Cay
Spetniaja one warunek
Woy < Wy < Wop < W)z < Wogz-

Trzecia, najwyzsza czgsto§¢ wlasna dazy do nieskonczonosci ze wzrostem amplitudy
(rys. 3). Dla obliczonych z (4.7) czestosci granicznych za pomoca wzordw (4.6) obliczamy
odpowiednie graniczne postacie wlasne.

MWua
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|
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| L | ] | I -
05 % 080 12 f ’ 20 }2,4 28 W
Wy, Wy, Wy, W

(7] 0)03

Rys. 3. Krzywe czestosci wlasnych w funkcji amplitudy

Dla przyktadu liczbowego scharakteryzowanego parametrami
i =1, 9,=05 y;=05,
Co=1, Ci =1, Cs =1,

czesto$ci i postacie wlasne sa nastgpujace:

1. postaé 2. postaé 3. postaé

wo; = 0,592, w2, =141, wo3 =238,

bosi = 1,65,  boss =00, bpys = —3,64,

bosy = 2,0, bosz = — 1,0, boss = 2,0,

Oym1 = 0,685, w;., =170, w;; — ©

b2y =10, by, = 1,0, biy; = _Y_ -2,0,
V2

biy; =13, bz, = =23, b33 =0.

Zbadajmy pierwszy rezonans postugujac sie dwiema metodami:
1) metoda nieliniowych wspdirzednych normalnych redukujacych uklad w poblizu
rezonansu do jednego stopnia swobody okre§lonego przez nieliniowa postaé wiasng b, ;
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2) metoda zaniedbania sprzgzenia migdzy wspolrzegdnymi normalnymi &gy, &z, o3,
tj. metoda redukujgca ukiad do jednego stopnia swobody okre§lonego przez liniowa
postaé wilasng bg;,.

4.1. Analiza pierwszego rezonansu za pomocq nieliniowych wspélrzednych normalnych. Zgodnie z (3.6)
nieliniowe wspodlrzedne normalne spelniaja rozprzezone réwnania ruchu i dla ukladu
niettumionego amplitude a, obliczamy z zaleznosci

Py
M, [w} (a;)—£27] ’

(4.8) a, =

gdzie M, = 1+y,b3, +y;03,.

Czgstos¢ wlasng w,(a,) i wspétczynniki postaci wlasnej b,,(a,) i b3;(a;) znajdujemy
za pomocg wzordw (4.5) i (4.6).

3 VI a4
Vo e
18 - 100, /a, i |
| !
| 1
i |
o
15
| b |
15 | | a0
| |
| |
| !
| |
| !
I ! by
| |
101 ' !
10 - ! I
| !
] !
| |
i ]
] I
I |
| |
i I
5 51 ! i
| i
%
viray |
2l 20\//.703 }
!
!
! 4 —— ! [ i I
05 foﬁ ? 07 & fv,o 12 ?1,3 15 * 18 ?2,0 by, b3y
Wa, wy, biyy b, Doy bn,,
Rys. 4. Krzywe rezonansowe nieliniowych wspél- Rys. 5. Wspolezynniki pierwszej postaci wlasnej
rzednych normalnych w poblizu pierwszego rezo- b2y, b31 w funkeji amplitudy
nansu

Amplitudy wspétrzednych «nierezonansowych» a, i a, sa na tyle male, Zze obliczymy
je jak dla ukiadu liniowego

P, Py

Moz(w3z—92) ’ = M03(a)33—Q2) )

4.9) a, =
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Ponadto za pomoca wzoréw wyprowadzonych w pracy [l] obliczymy wielkoé¢ cztonu
nieliniowego w transformacji (3.8), czyli wielko§é o; = o; (£2). Wyniki naniesiono na rys. 4
w formie wykresow a, = a,(£), a, = a,(2), a; = a;(2), «, = «,({2) oraz na rys. 5
by = byy(ay) i bsy = b3,(ay).

Calkowita amplituda masy m,; wynosi

rl = al +a1 +az+as.
Dwa ostatnie wyrazy a, i a; przybieraja bardzo male wartoéci, natomiast a, i o, daza do
. , . . I o o .
nieskonczonosci, gdy 2 — w,(a,). Naniesiono réwniez krzywa a—‘ = -‘z—‘ (£2) pokazujac,
1

1
ze zgodnie z ogblna analiza przeprowadzong w pracy [l] przy rezonansie «,/a; — O uza-

sadnione jest ograniczenie rozwazan do wspdirzednej rezonansowej &, = a, cos Qt.

] Vi @g;
18 |- 1006 /20, ViER-05

10 =

Q/uwy,
Rys. 6. Krzywe rezonansowe liniowych wsp6l-

rzednych normalnych w poblizu pierwszego re-
zonansu
Przy umieszczeniu ttumika migdzy masg m, i m, wspétrzedng &, okreflimy z réwnania

(4.10) M, .5.1 + M, 0} (a,)¢; +/‘1(1_b21)2é1 = P cosQz.

Zaktadajac rozwigzanie &, = a,cos(Q2r—¥,) i stosujac metode¢ Ritza otrzymamy

4.11) 1= o
212 M 21
M,(a,) ]/[w1 (a)—2%1*+ [ M,(@) ] Q2
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Przy umieszczeniu ttumika migdzy m, i m3 otrzymamy odpowiednio

212, | #l(b21—b3;)
Ml(al)‘/[wl(al) Q7] [ M, (@) ] Q?

Krzywe rezonansowe uktadu ttumionego w pobliZu pierwszego rezonansu przedsta-
wione sa na rys. 7 i 10. Zauwazmy, ze odpowiednik wspdlczynnika ttumienia

pl[1—by(a))? _ wl(byy—b3,)?
(@.13) M@y VP 2Mi(ay)

jest tutaj funkcja amplitudy, mimo e ttumik ma charakterystyke liniowa.

(4.12)

= hzys

B, cos@t

X, =~ Q7C05(Qt-1)
Qg, COS(Qt-1)

8118 1 I
/ w07+/-/A7(aa,)

05 wp $08 | w,,f07 -3

09 10 1 Q/wn,

Rys. 7. Krzywe rezonansowe ukladu tlumio-
nego — tlumik migdzy masa m; i m,

4.2. Analiza pierwszego rezonansu za pomoca liniowych wspbirzednych normalnych. ROwnania ru-
chu uktadu we wspétrzednych normalnych &, &y2, £o3 przybieraja dla ukiadu niettumio-
nego postaé (2.3)

Sa=]

3 3
(4.14) MOIEOI+M0Jw(2)jEOJ+,u(I—bOZJ) [2 Eo;(l—bozs)] = P,cosQt, Jj=12,3.
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Zbadajmy zachowanie si¢ tych wspéirzednych przy pierwszym rezonansie z uwzgled-
nieniem ich sprzgzenia. Réwnania (2.4), z ktérych wyznaczymy &4,/&o, 1 £93/&0, przybie-

raja postaé:

wd, — 2%+
3 p(1—=bo2y)
T M,

a
o2 (w(2)2 -3+
Ao,

@.15) L3 pU=bo) |

4 Moy,

a
o3 (w(z)s"'-Qz)‘*‘
Aoy

4 Mos

3 p(=bos3)

3
a a P
[(l‘bozl)‘f‘ 22 (1—b022)+ o3 (l—boza)] = m,
3
a a P
1—b ‘”- 1—-b 93 (1=byg, =t
[ o021+ ( 022)+ (1 bo23) Mo,aq,
3
Qo2 o3 _ P,
[I b021+ (l b022)+ (l 023)] _ /W03001 .

. P
Zakladajac, 2e a0, = o tak, Z¢ ———— — 0, otrzymamy z (4.15)

0j901

a

doz _, 034, 9% _, 00735,

o1 Q—ay do1 9w,

Réwnania (4.15) pozwalaja réwniez wykresli¢ przebieg krzywych rezonansowych. Wyniki
obliczen w postaci wykresdw ao; = do,(82), ao, = ao2(2), a03 = dy,({2) przedstawione

sg na rys. 6.

Dla uktadu tlumionego zbadamy wspoirzedna rezonansowa &y, bez uwzglednienia
sprzezenia. Gdy ttumik umieszczony jest migdzy masg m, i m,, wspotrzgdna te¢ okre§limy

z réwnania

(4.16) M01é.m+M01w(2>1501+Au(1“'b021)45(3)1+(1—bozl)zﬂlf-m = P100$-QT-
Rozwigzujac (4.16) otrzymamy (2.7)

4.17) &5y = ag,cos(f2t—9)) =

gdzie

(4.18)

Picos(2r—3,)

I(1=bos1)? |?
MO‘]/[(‘on+qu)2—!?2]2+[&Aﬁi} oL

3 1 —bg21)*
A, = @ﬂagl(—ﬂffl—

Gdy ttumik umieszczony jest miedzy masa m, i mj, otrzymamy

(4.19) &y, = ag, (cos 2t—13)) =

Picos(Rr—9))

272
Mo, /[(wox+uA1)2—92]2+lm)_] 02
Mo,
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WyrazZenie wq, + A (ao;) jest tu czgstoscig wlasng okre§lona z dokladnoscia do wy-
razéw malych rzedu u!

woy +pA (ao1) = ©,(aoy)-
Zatem metoda ta moze daé prawidlowe wyniki tylko wtedy, jezeli w,(ay,) malo rézni
si¢ od we;.
Wspdlczynnik tlumienia A,

,ul(bo,u_bou)2 —
2M,,
jest w tym przypadku staly, niezalezny od amplitudy. Wspétrzedne «nierezonansowe»
&2, &o3 bez uwzglednienia sprz¢Zzenia pozostajg przy rezonansie na tyle male, ze obllczymy
je jak dla ukladu liniowego (4.9). :
Krzywe rezonansowe obliczone wedlug (4.17) i (4.18) oraz (4.19) naniesiono na rys. 7

i 10 obok krzywych rezonansowych wspotrzgdnej a,. Dla porownania wykre§lono réwniez
krzywe rezonansowe ukladu liniowego.

h°_,',1

5. Analiza wynikéw i wnioski

Badanie rezonanséw za pomoca réwnan (1.12), (4.14), a wigc za pomocg liniowych
wspolrzgdnych normalnych przy zaniedbaniu ich sprzezenia, jest bardzo proste oblicze-
niowo lecz niesie ze soba mozliwosci duzych bledéw. Szczegdlnie jaskrawo jest to widoczne
na przykladzie przedstawionym na rys. 7 przy umieszczeniu tlumika réwnolegle z nie-
liniowa spr¢zyna migdzy masa m, i m,. Pordwnanie krzywych rezonansowych ukiadu
liniowego 1 ao, = a,,(£2) ukladu nieliniowego sugeruje, ze w rozpatrywanym zakresie
parametréw ukiad malo odbiega od liniowego, gdyZ (we,, +p4,) mato rézni si¢ od wey,
a wigc, ze wynik ten powinien by¢ bliski rozwigzaniu dokfadnemu. W przykladzie tym
jednak malym zmianom czgsto$ci wlasnej towarzyszy szybka zmiana postaCI wlasnej
by, by, wfunkeji amplitudy, co przy tej metodzie nie jest zupelnie uwzglqdmane (rys. 5).
Te zmiany postaci wlasnej znajduja odbicie przy metodzie nieliniowej wspolrzqdnej nor-
malnej, tj. krzywej a; = a,(£2). Krzywa ta wykazuje okolo 2,3 razy wigksza amplitude przy
rezonansie niz to przewiduje wynik poprzedni. Ten wzrost amplitudy jest wywolany zmia-
na cfektywnego wspolczynnika tlumienia 4,,, we wzorach (4.11) i (4.13). Przy metodzie
liniowej wspétrzednej normalnej [wzor (4.17)] wspolczynnik ko, ,, jest staly i niezalezny od
amplitudy. Przy metodzie nieliniowej wspolrz¢gdnej norrhalnej [wzor (4.13)] efektywny wspot-
czynnik tlumienia k,,, jest funkcja amplitudy. W rezultacie, mimo ze sam tlumik jest
liniowy, otrzymujemy nieliniowg charakterystyke tlumienia. Dla ilustracji na rys. 8 wy-
kreslono przebieg zmian wspdlczynnika i, ,, w funkcji amplitudy @, , a na rys. 9 — maksy-
malne amplitudy przy rezonansie w funkcji stosunku sily wymuszajacej do parametru
tlumienia ul.

W rezultacie krzywa rezonansowa a,, = ao,(f2) daje bledng ocen¢ maksymalnej
amplitudy przy rezonansie, mimo ze jej przebieg (male odchylenie od wg,) daje podstawy
do przypuszczen, 2e powinna ona by¢ bliska rozwigzania dokladnego. Nasuwa sie tu
wniosek, ze zakres stosowalno$ci tej metody powinien byé kontrolowany nie tylko miarg
odchylenia czgsto§ci wiasnej, ale i postaci wlasnej od odpowiednich wartoséci liniowych.
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Rys. 10. Krzywe rezonansowe uktadu ttumionego — tlumik migdzy masa m, i m,
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Wyniki otrzymane przy umieszczeniu tlumika migdzy masa m, i m, sa przykladem
zupetnie odwrotnej sytuacji: przebieg krzywej rezonansowej ao, = ao,({2) sugeruje, Ze
uklad znacznie odbiega od liniowego, gdyz czgsto$¢ (we, +ud,) rézni si¢ znacznie od wo,.
Whnioskujemy wigc od razu, ze krzywa ta nie daje prawidlowych rezultatéw. Mimo to
krzywa rezonansowa nieliniowej wspdirzgdnej normalnej a, = a,(2) daje wyniki nie
odbiegajace silnie od ukladu liniowego: zaréwno czgsto$¢ rezonansowa, jak i maksymalna
amplituda nie réznig si¢ znacznie od odpowiednich wartoéci ukiadu liniowego. Wynika
to z faktu, Ze roznica wspolczynnikéw postaci wlasnej (b, — bs,) decydujaca o wielkosci
efektywnego wspoélczynnika tlumienia £/, 5 (4.11), (4.13) zachowuje warto§¢ prawie stala
w duzym zakresie amplitud, mimo Ze wartoéci b,, i b;, ulegaja silnym zmianom (rys. 5).

Przypadek umieszczenia ttumika migdzy mg, i m; nie jest rozpatrywany, gdyz jest od
razu jasne, ze efektywny wspoiczynnik tlumienia h,,, jest wtedy staly.

Reasumujac wady i zalety obu metod nalezy stwierdzié:

1. Zaniedbanie zmian postaci drgan w funkcji amplitudy poprzez zaniedbanie sprz¢ze-
nia miedzy liniowymi wspdlrzgdnymi normalnymi daje metod¢ bardzo prosta, ale stwarza
duze mozliwo$ci otrzymania rezultatow zupetnie blednych. Stosowaé jg mozna tylko w ta-
kim zakresie amplitud, w ktérym i czg¢stoéci wlasne i postacie wlasne ulegaja nieznacznym
odchyleniom od odpowiednim warto$ci liniowych.

2. Badanie rezonansu za pomoca nieliniowej wspoéirzednej normalnej nie stawia ogra-
niczenia na wielko§¢ odchylenia czgstosci i postaci od wartoéci liniowych, jest wigc stuszne
w znacznie wigkszym zakresie amplitud. Metoda ta jest nieco bardziej pracochtonna, ma
jednak te duza zalete, Ze jej dokladno$¢ wzrasta nawet ze wzrostem amplitudy (pod wa-
runkiem, ze istotnie tylko pierwsza harmoniczna dominuje w rozwigzaniu).
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Pesome

HOPMAJIBHBLIE KOOPOUHATEI B AHAJIU3E I'JIABHBIX PE3OHAHCOB HEJIMHEMHBIX
KOJIEBATEJIbHBIX CUCTEM CO MHOTMMU CTEINEHAMM CBOBOJIBI

PaccMaTpuBalOTCA CTAIMOHAPHBIE KOJNeGaHUMA B OKPECTHOCTH IJIABHBLIX PE30HAHCOB AMCCHIATHBHOK
CHCTEMBI C 21 CTeNeHsAMH CBOOORLI, obnagaromeil HeJIMHEHHBIMHA XapaKTEPHCTHKAMH YOPYTOCTH M ACMII-
¢upoBannsa. Pemenne npeamonaraeTca B BUAE TAPMOHMYECKON (DYHKIMH, a JJiA OOPENCIeHN HEUIBECT-
HBIX K03()(HUIMEHTOB IPHUMEHSIETCS METOX PuTia.
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Ilensio MCCIIEAOBAHNA ABJIAETCS aHANU3 TOYHOCTH M NPHTONHOCTH JBYX BAapHAHTOB YIIPOLIEHHLIX
ITPOHENY P, IPUBOALIMX K pasfeseHHIo ypaBHeHUi iBikenns. IlepBas npoueaypa COCTOMT BO BBEACHUH
HOPMAJTbHBIX KOODAMHAT JIAHEAPM3OBAHHONW CHCTEMBI X B NPEHEOPEIKEHMM COMPAMEHHOCTHIO; BTOpas —
OCHOBAaHa HA IPHUMEHEHHH TH3B. HEJMHEIHBLIX HOPDMaJIbHbIX KOODJMHAT.

Summary

NORMAL COORDINATES IN THE ANALYSIS OF PRINCIPAL RESONANCES OF NON-
LINEAR VIBRATING SYSTEMS WITH MANY DEGREES OF FREEDOM

The considerations concern steady-state vibrations of dissipative multiple-degree-of-freedom nonlinear
systems. Theoretical investigations are based on a single term harmonic solution and the W. Ritz method.
The purpose of the paper is the analysis of accuracy and applicability of two approximate procedures
Ieading to uncoupling of the equations of motion: 1) a procedure consisting in introducing normal coordi-
nates of linearized system and neglecting the coupling terms; 2) a procedure based on the concept of non-
linear normal coordinates.
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