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1. Wstep

Celem nizej przedstawionych rozwazan jest okreélenie p6l naprezenia i predkosel prze-
mieszczen, powstalych na skutek naglego pojawienia si¢ ciénienia na swobodnym brzegu
warstwy materiatu sprezysto-plastycznego, lezacej na polprzestrzeni wypetnionej osrodkiem
sprezystym. Dodatkowo przyjmuje si¢ zatoZenie, ze intensywno$¢ wymuszenia maleje od
warto$ci poczatkowej w sposéb monotoniczny z czasem, przyjmujac od pewnego momentu
warto$¢ réwng zeru. Material warstwy jest niejednorodny, przy czym wlasno$¢ ta prze-
jawia si¢ w zmiennofci granicy plastycznoéci z odlegloécia od powierzchni warstwy. Taka
ceche wykazuja na przykiad grunty.

Przeprowadzona analiza uwzglednia zjawiska propagacii plaskich fal naprgZenia po-
wstalych w sprezysto-plastycznej warstwie wskutek wymuszenia brzegu, ich odbicie od
powierzchni pSlprzestrzeni sprezystej oraz wzajemne oddziatywanie fal padajacych i od-
bitych. ,

Zagadnienie podobne do przedstawionego, w przypadku oérodka warstwowego, jed-
norodnego, ktoéry posiada wlasnoéci ciala sztywno-plastycznego ze sztywnym odciaZzeniem
(uwzgledniono réwniez przypadek szczegélny, gdy granica plastycznosei jest réwna zeru)
jest przedmiotem pracy [1].

Modele cial sztywno- i sprezysto-plastycznych ze sztywnym odcigzeniem byty wyko-
rzystane w szeregu innych prac dotyczacych problemu rozprzestrzeniania sig i odbicia
plaskich fal napreZenia [2+4] z uwagi na to, Zze daja one mozliwo$¢ uzyskiwania rozwiazaf
w postaci zamknigtej.

Analogiczne zagadnienia w przypadku oérodka niejednorodnego, charakteryzujacego
si¢ zmiennym w zalezno$ci od wspodirzednej modulem wzmocnienia oraz odcigzenia (przy
zaloZeniu granicy plastycznoSci réwnej zeru) zostaly zbadane w pracy [5], w duzej mierze
przy wykorzystaniu metod numerycznych.

Pewna liczbe prac wehodzacych w zakres omawianej problematyki i nie wymienionych
wyZej zawiera [6].

Na tle przedstawionych publikacji praca niniejsza stanowi ich cz¢§ciowe uzupelnienie.
Jej wyniki moga byé wykorzystane przy obliczaniu oddzialywan fal napr¢Zenia, silnej
nieciggtoci na konstrukcje oddzielone warstwa gruntu od Zrédla wywolujacego te fale,
jak réwniez do oceny wielko$ci energii przekazywanej przez warstwe do poiprzestrzeni
podczas procesu odbicia zachodzacego w plaszczyznie ich stycznoSci.
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2. Sformulowanie zagadnienia

2.1 Rozwazmy oérodek skladajgcy si¢ z warstwy ograniczonej dwiema réwnolegtymi
plaszczyznami o odlegloéci H i lezacej na poiprzestrzeni, ktérej powierzchnia stanowi
jedng z granicznych ptaszezyzn warstwy.

Material warstwy posiada wlasnosci opisane przez sprezysto-plastyczny model Prandtla
z odciazeniem, ktorego modut E, jest rézny od modutu sprezystodci Eo (patrz rys. 2).

plt)

ofx)k

BRI
% o, Eu,/f-_{f %(¥)
T o,V

)
; X / !

arc ity £y

~Gs ()

~Gst (%)

* arclg £y arc 1g Ep

&X)  E(x)
Rys. 1 Rys. 2

Niejednorodno§¢ wiasnoéci warstwy uwzgledniona jest przez zaloZenie, Ze granica plas-

tycznobci jest funkeja odlegloéci x od swobodnej powierzchni warstwy, wyrazong nastg-
pujaco:

1
(21) G.Y(x) = O',(O)-I— Z-Bmxm;

m=1
gdzie B,, — stale wspSlczynniki.

Odnosnie do gestosci oérodka przyjmuje sig, Ze jest ona niezalezna od wspétrzgdnej
x irbwna g,. ;
Pétprzestizen, na ktérej spoczywa warstwa, jest wypelniona oérodkiem sprezystym
0 module spreZysto$ci Eo i gestosci po. Wprowadzimy o§ wspdlrzgdnych x skierowana
w glab oérodka, a punkt poczatkowy osi umiejscowimy na swobodnej powierzehni 0$-
rodka (rys. 1).
~ Zatézmy obecnie, Ze na swobodnej powierzchni (x = 0) opisanego wyzej o$rodka,
w chwili ¢ = 0 pojawia si¢ nagle ciénienie o wartoéci maksymalnej p,,. W dalszym ciagu
ciénienie maleje z czasem w sposéb monotoniczny przyjmujac dla ¢ > 7 warto$¢ rowng
zeru. Przyjmijmy, Ze obciaZenie brzegu opisuje nastepujaca funkcja:

. t n
DPmll—— dad<gr<gr,
2.2) p() = ( T) '

0 dla t> 7,
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gdzie

n — liczba naturalna,

7 —czas, po uplywie ktdérego ci$nienie na granicy osrodka osiaga warto$¢ zero.

Zauwazmy, ze zaburzenia rozprzestrzeniajace si¢ w czasie trwania procesu zdetermi-

nowanego podanymi wyzej warunkami maja charakter ptaskich fal o frontach rownolegtych
do granic warstwy. Fakt ten pozwala sprowadzi¢ rozwazane zagadnienie do jednowymia-
rowego, a co za tym idzie, bada¢ interesujace nas efekty na przykladzie preta skladajacego
si¢ z dwu czesci o jednakowym, statym przekroju. Dodatkowo nalezy przyjaé, Ze pret nie
ma moznoci rozszerzania si¢ w kierunku prostopadtym do wektora przemieszczen w roz-
wazanym procesie falowym (por. [5]).

2.2. Réwnania ruchu oérodka wyprowadzone na podstawie przyjetych w 2.1 zaloZen
posiadaja nastgpujaca postaé:

1 1
(2.3) Uy = — =0,  Upx ¢ : — W przypadku warstwy
€o TQod; (C’) .
sprezysto-plastycznej,
2.4) D,7 = ! 0y, U= L o rzypadku pdlprzestrzeni
- T 2o X x = 005%(5) 0,1 W pIzZyp. potp al,
gdzie

v{x, t), v(x, {) — predkosci przemieszczen,
o(x,t), o(x, 1) — naprezenia,

]/—— = qa;, gdziei=0,1,p—dla warstwy,
a(o) =
]/_ = d, — dla poétprzestrzeni,
=x—-H,
- H
t=t——".
ao

Kazdy z podanych wyzej uktadéw réwnan czastkowych (2.3) i (2.4) mozna sprowadzi¢
do réwnan zwyczajnych, ktére sa spelnione wzdiuz charakterystyk. Otrzymamy w ten
Sposob: »

a) wzdhuz dodatniej charakterystyki, dx = adt
do = goa;(0)dv, do = poaydv,
b) wzdluz ujemnej charakterystyki, dx = —adt
do = —ga;(0)dv, do = —pyadv.
Uktad réwnan (2.3) rozwiazemy przy nastepujacych warunkach brzegowych:
a) na brzegu x = 0

2.5) 60,1 = {—p(t) da0< <,

dla ¢t > 7;
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b) na brzegu x = H

o(H, z—aﬁ) =35(0,7),
(2.6) °

v(H,z—fI—) - 30,7
o '

Warunki poczatkowe na obu odcinkach prgta przyjmujemy jednorodne.

3. Rozwigzapie zagadnienia

Zajmiemy si¢ na wstepie przypadkiem, gdy w czeéei warstwy bezpodrednio przylega-
Jjacej do polprzestrzeni (por. obszar IV na rys. 3) wystapi zjawisko odcigzenia po odbiciu
pierwszej, sprezystej fali silnej nieciagio$ci:

3.1 X = aof.

Rozwazaé bedziemy ponadto warstwy, ktorych grubo$é spetnia warunek

doay
ao+a;

H <

T,

(co dla warstwy z piasku daje ograniczenie H < 167 m, gdy czas dziatania zewngtrznego
obciazenia 7 = 1 sek).

Obraz rozwigzan, jaki otrzymamy na plaszczyZnie fazowej, w okreslonych wyzej wa-
runkach zostat przedstawiony na rys. 3.

W dalszym ciagu podamy sposéb otrzymania oraz postaé rozwiazafn w poszczegdlnych
obszarach. Nastepnie na podstawie analizy tych rozwiazan okre$limy warunki, ktorych
spelnienie wprowadzi zmiany o charakterze jakoSciowym w przyjetym na rys. 3 obrazie
rozwiazan oraz przedstawimy postaé tych zmian.

Naprezenia i predkoéel przemieszezed w kolejnych obszarach (wedlug oznaczen z rys.
3) plaszczyzny fazowej wyraZaja niZej podane zaleznosci.

Obszar 0. Obszar niezaburzony
(3.2) ogo(x, 1) =0, vy(x,1) =0.

Obszar 1. Obszar sprezystego obcigZenia

(3.3) o (%, ) = —oy(f1),  vi(x, 1) =——=,

gdzie
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Obszar II. Jest to obszar odciazenia. Okre$lenie rozwiazan wewnatrz obszaru jest
mozliwe po uprzednim wyznaczeniu rozkladu naprezenia i predkosei przemieszezen wzdtuz
fali odciazenia

(3.4) X = aqt.
Odpowiednie wyrazenia analityczne tych wielkosci mozemy uzyskaé na drodze oméwionej

w rozdz. 1 [6]. W dalszym ciagu stosujac metode charakterystyk otrzymamy wyrazenie
okreslajace predkosé przemieszezen brzegu (x = 0) oérodka

1 a,—a a,a Ao—a a,a
p()+—2 002(- ? 1—r)+a,, °_—1 os( -t z)]
a, a,

3.5 v t) =
3-5) Z(L)<) Qo Ao, a,+a;
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Rys. 3

oraz rozwigzania wewnatrz rozwazanego obszaru:

a,—¢

2a, [(702(‘52) ‘702(772)]+ap 2 O's(‘fz) os(m2)],

G(x, ) = —p (t-— %) +—
(3.6) ?

va(, 1) = EL{p(t—i)+i% [003(62) + Goalna)l +ap 5 o (E)+0s (7))
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gdzie

S 2n(n—-l)...(n——k—Fl)(ﬂi—-l)k( X’ )k}
() = —puil ~1y - -
7o) = =0 { i k;/ R (Tea TRV S v i

1) =1
+__~Z (a0 — 1)'“°B"[1 - (/Af,ﬁf:ii;kgli?;:—lik'*’l](x’)k’

ay a
= (g1 +), =~ (a,t—x =20, =2
2 a,+a, @1+x) 2 a,+a, (@1=x), o a, Ho a,

n, | — wynikajg ze zwigzkow (2.2) i (2.1).
Obszar I1I. ZaloZzenia przyjgte na wstepie obecnego paragrafu i przeprowadzona na

ich podstawie analiza zjawiska odbicia sprezystej fali opisanej réwnaniem (3.1) prowadzg
do wniosku, Zze wzdluz odbitej fali silnej nieciaglosei

(3.7 x = —agt+2H
wystepuja naprezenia réowne granicy plastycznosci
(3.8) [are(x)| = a.(x),

natomiast predkoéci przemieszczen wynikajace z warunku cigglosci dynamicznej wyraza

al

Wykorzystujac (3.8) i (3.9) oraz majac na uwadze fakt, Ze w rozwazanym obecnie obszarze

nastgpuje plastyczne obciazenie, okre§limy rozwigzania we wnetrzu obszaru metoda cha-
rakterystyk:

(3.9) Vre(X) =

035, 1) = = 510, (E) 03 (01— L2 o, (6) — 0 ),
(3.10)

’Z)3(X, t) = 2 1(11 [0’5(53)_0’:(7]3)]4'%[vre(£3)+vre(n3)]7

gdzie

apg(x—a ) +2a H ag(x+at)—2a, H
g = DETNOTIME ) o .
apta; ag—a;

Obszar IV. W obszarze tym, zgodnie z postawionym na wstepie obecnego rozdziatu
quamem wystepuje zjawisko odciazenia. Znalezienie rozwiazan wewnatrz obszaru moz-
liwe jest po okresleniu zaleznoSci wyrazajacych napreZenie i predkoéci przemieszczen
w plaszczyznie styku warstwy z pSlprzestrzenia oraz wzdtuz fali silnej nieciaglosci

3.11) x=—a ot h g

ag
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W tym celu wykorzystujemy relacje wynikajaca z rozwazenia zjawiska propagacji fal na-
prezenia w poiprzestrzeni sprezystej,

(3.12) ou(H, 1) = —00aovs(f, 1)

oraz warunek cigglo$ci dynamicznej wzdtuz fali odbitej (3.11).

Stosujac metode podobng do opisanej w rozdz. 1 [6] okreSlimy zaleznosci rekurencyine,
wiazace naprezenia lub predkodci przemieszezen w punktach lezacych na prostej x = H,
o wspétrzednych t,, f,_;, ... oraz w punktach o wspétrze¢dnych x,, x,_;, ..., znajdujacych
si¢ na fali odbitej (3.11) (patrz rys. 4). Punkty te wyznaczamy prowadzac kolejno charak-
terystyki dodatnie i ujemne dla zakresu odcigzenia do przecigcia si¢ z granicami rozwa-
zanego obszaru, jak to wskazuje rys. 4. Punktem poczatkowym omawianej procedury

4\?

jest ten, w ktérym okre$lamy naprezenie badz predko$¢ przemieszczenia.
Wielkoscl te wewnatrz obszaru wyrazaja nastgpujace zaleznosci:

1 - _ -
o4(x,1) = B [4(cry(E4)+ Oagrpy (Ma) ]+ Qozap [Va(ery(€4) =Va(rp)(Ma)],
(3.13)
1 = - 1 -
Va(x, 1) = 5 [Vagery (€4) +Vagrpy (12)] + dena [04(cy(€4) ~ Oa(em (M)l
p
gdzie

Guten® = €D D] (=19 (A BY (03000 En-se) ~ 2003 Encyn),
j=1

'1)4(cx)(5) = — _ﬁb%@_,
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Oaepy (M) = e +a o3y —0oa1vam(M] +
2a,a
+_—(a,,+ai)2 > (1) 4B “2oaf) Mu—jr1) — 00a1VaR) Nn_jr1)].
1
Vaepy (1) = _‘W) [o3y (M) — o1 3y (M +
s Z (= 1Y A7 B2 00y (i) 0010300,y ),
14
= _ x+at—H —  X—apt ay(ag+ay)
s a, > M= a,+a, @t ao(a,+a,)
X agt+a;
o x) = [o3(x,1)] dlat=— "+~ H,
sy} = ol a Gody — wielkogci te okreSlamy
vao() = [oa(x, )] dla 1= =2y SoFaLy | e podstawie (3.10);
a, aya,
j
| @4, a@pta)taa, . Z isa
§lv—j+l —B I:a_1+ap EJ ao(al+ap) H +a0t/f' —B )

j
Nujir = B n+ag o Z B2,

i=2

_ _Z’oao_é’o ap 4 C = _251_’__.
Qolo+00a,’ apta, apta;’
____& H = ﬂ
Oollo+00ap ao(a,+ay)

Z (3.13), po podstawieniu x = H i t = Hja, w wyraZzeniu okre$lajacym naprezenia,
wynika nastgpujacy warunek pojawienia sie w momencie odbicia pierwszej fali sprezystej
(3.1) naprezenia, ktérego warto§é bezwzgledna przewyzsza granice plastycznosci

05(0) 0obo~+ 000
(3.14) o (D) > 5070 -

Obszar V. Jest to obszar odciaZenia. Analiza obrazu rozwiazan przedstawionego na
rys. 3 wskazuje, ze wartoéei, jakie przyjmuja naprezenia i predkosci przemieszczen w ob-
szarach V, VIi VIII nie wplywaja na rozwigzania w plaszczyZnie styku warstwy z poiprze-
strzenig w rozwazanym zakresie czaséw (tj. do momentu odbicia fali (3.4) od powierzchni
pélprzestrzeni).

Aby nie rozszerzaé zbytnio objeto§eci artykutu, jak réwniez biorgc pod uwage fakt
stwierdzony w poprzednim zdaniu, nie bedziemy zamieszczaé wymagajacych zbyt wiele
miejsca zalezno§ci rekurencyjnych, ktére wyrazaja naprezenia 1 predkoSci przemieszczei
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w poszczegblnych czedciach wymienionych obszaréw. Ograniczymy sie wiec w dalszym
ciggu do zwigzlego omdwienia sposobu uzyskania tych zaleznosci.

Jako pierwszy krok w kierunku okreSlenia rozwigzan wewnatrz obszaru V potraktu-
jemy wyznaczenie naprezen i predkodci przemieszezen wystgpujacych na froncie fali od-
cigZzenia (3.4), wzdtuz jej odcinka 5 (RI) (patrz rys. 3). W tym celu nalezy wykorzystaé
scatkowane zwigzki dla dodatnich charakterystyk w zakresie odcigzenia, ktére biora po-
czatek na granicy x = 0 obszaru II i przecinaja front fali (3.4) na odcinku 5 (RI). Otrzy-
mana w ten sposéb zalezno$¢ miedzy naprezeniem i predkoscia przemieszezen wystepu-
jacymi na froncie fali (3.4) pozwala okreSli¢ kazdg z tych wielkosci, jesli uwzglednimy
warunek dynamicznej ciagtodei oraz (3.10). W dalszym ciagu na podstawie scatkowanych
zwigzkéw wzdtuz ujemnych charakterystyk w zakresie odciazenia, biorgcych poczatek
na odcinku 5 (R1) oraz (2.5) wyznaczamy predko$C przemieszczen na brzegu x = 0 warstwy
na odcinku 5 (LI) — patrz rys. 3).

Procedura okreélania rozwiazai na kolejnych odcinkach fali odcigzenia (3.4) i granicy
x = 0 rozwazanego obszaru dalej powtarza sig.

Stosujac metode charakterystyk znajdziemy bez trudu rozwigzania wewnatrz obszaru
pamigtajac o tym, ze okre$liliSmy je na granicach tego obszaru.

Obszar VI. W obszarze tym materiatl warstwy znajduje sie¢ w zakresie odciazenia, jed-
nakze mamy tu do czynienia z procesem narastania bezwzglednej warto§ci naprezenia.
Osigga ono w poszczegbélnych punktach o wspéirzgdnej przestrzennej x lezgcych przed
frontem fali silnej nieciagtosci (3.11) (na jej odcinku stanowigcym granice miedzy obsza-
rami VI i VII) warto$ci takie jakie przyjmowato w punktach o tej samej wspdlrzednej na
froncie fali odcigzenia (3.4). Fakt ten pozwala w sposéb podobny do stosowanego w ob-
szarze V okre$li¢ rozwigzania na granicach rozwazanego obecnie obszaru, a nastf;pme
w jego wngtrzu.

Obszar VII. W obszarze tym wystgpuje zjawisko podobne jak w obszarze V1. Napre-
zenie w poszczegdlnych punktach o wspoétrzgdnej przestrzennej x, nalezacych do obszaru
i znajdujacych si¢ przed frontem fali silnej nieciaglodei (3.1) osigga warto$¢ taka sama,
jaka miato w punktach o tej samej wspélrzgdnej, lezacych na fali odbitej (3.11). Fakt ten
pozwala, w sposdb analogiczny do stosowanego w obszarze VI, okreéli¢ rozwiazania po-
szukiwane obecnie.

Naprezenie i predkosei przemieszezen wzdtuz odcinkéw 7(Rk) granicy prawostronnej
x = H) obszaru, o numerach kolejnych ,,k’’, wyrazaja si¢ nastgpujaco:

k
20q0 2‘7 ,
07(Rk)(t) = ( A) 04(c1) (tn)+ T T €oflo (_‘A)k—lo-4(rp)('\.si),
Qolo+00dg 4
(315) i=1
Teri) (1)
(1) 2040
gdzie

t—B"t+—(B +1)— 2——ZB1

3 Mechanika Teoretyczna
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k—(i—1)
Xsip = __apal {(t+£)B—(k—l)—2£ 2 _Bl“j},
a,—a; a, a, =

04(0,)(1,,),64(,p)(xs,)—odpowiednio napr¢zenia na styku warstw oraz na froncie fali
odbitej (3.11) okre$lone w objasnieniach wzordw (3.13).
Rozwiazania wzdtuz kolejnych odcinkéw o numerach ,,k”” lewostronnej granicy obszaru
[tj. przed frontem fali silnej nieciaglosci (3.4)]:
071y (X) = Cagpy(%),

(3.16) 0040~ 004 Oagrp) (X)
_80% (. 4y t)— 4(rp) _
’07(Lk)(x) 0odo 000, ——=(—4) C74(c:)(n) 790%
k—1
2 \ ' ¢
Qoap < ( G4(rp)(xsl)>
gdzie
;n=$3 (k=)y 2HZB‘
apa,
k—(i+1)
Xy = B—(k—i)x_zﬂ Z B,
a,—a, i=0

Na podstawie (3.15) i (3.16) okreslamy rozwiazania w dowolnym punkcie (x, ¢) lezacym
wewnatrz obszaru:

%[07(1&) (t)+ o7y (x)] + ﬂ)a_,, (7&K ) =71 (%s)],
07(x, 1) =
[04(0,)(t)+07(L1)(xs)]+ ['04(01)(1,') VaL1)(%s)]s
(3.17 )
—['07(Rk)(th)+’07(Lz)(xs)]+ 300a [07(Rk)(th) orwny(xs)],
Va(x, t) = 1
5 [‘”4(cr)(t )+’07(L1)(xs)]+ 200d [04(u)(tn) o7y (%s)1,
gdzie
X8 {t"
a, t, —dla punktu (x, t) lezacego wewnatrz tréjkata przylegtego do odcinka
8(L1) lewostronnej granicy (ograniczonego charakterystykami — patrz
rys. 3),
a,t—x
a a:~c11 @

l, k — numery kolejnych odcinkéw odpowiednio lewo i prawostronnej granicy obszaru,
ktére okreéla sig po obliczeniu wielkosci ¢, t,, x, na podstawie wyrazen podanych wyzej.

Obszar VIII. Jest to obszar odciazenia. Poszukiwanie rozwiazan w obecnym przypadku
mozna sprowadzi¢ do dwu etapéw. W pierwszym z nich wykorzystujac warunki dynamicz-
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nej ciagloéei na frontach fal silnej nieciaglosci (3.4) i (3.11) (stanowiacych granice obszaru)
oraz rozwigzania w sasiednich obszarach V11 VII okreSlimy naprgZenia i predkosei prze-
mieszczen na odcinkach 8(L1) i 8(RI) tych granic (patrz rys. 3). Zastosujemy w tym celu
metode podobna, jak przy znajdowaniu rozwigzan w obszarze IV.

Naprezenia i predkodei przemieszczen okreSlaja nastepujace wzory:

o

a -
Us(m)(x): - ZBz(i_l)[‘l’g’(xs_(r_n)‘B‘P@(xs—O]'*‘
aptdy 4
+B-) YBZ(* D (-1
(3.18) P
Og(R1) (x) 0'4(,,,)(36)
v X)=——"""40v x)+—"=—,
scan () W02 o)+ 74
gdzie
Pa(x) = Qoa17)7(L1)(x)+U4(rp)(x),
P (X) = 00a196r1y(X) + 06 (r1)(X),
. a,a ag+a 1 .
t_ gy = B*(~D Y N Bt & Z B2U~1)
Xs_¢ie1) = B x+2 Gt a)” ao H ,
. 7
Xeg = Bx+2 apa, 5 dot+a, HZ _B2(j—1)’
(ap+al) dy g
_ gy, @@ota) | 2a0,B 2 B2~ 1)]
Xg—(i-1) B* x4 20(a, ¥ a5) Bt
OgL)(¥) = — B logr1)(xs)+
" .
+-—F {[04(rp)(x5)+90a1v7(L1)(xs)]+[GG(Rl)(x)—Qoa17)6(R1)(x)]}’
ap_‘al
(3.19)
Ga(u)(x) 06(R1)(x)
v () = x)— AR
sL{(¥) 00ds + e r1)(X) 00d;
gdzie
X, = —B“x+m -1,
ao(a,+ay)

ZaleznoSci (3.18) i (3.19) stanowia podstawe do okreSlenia rozwigzan na dalszych
odcinkach prawo i lewostronnej granicy obszaru oraz w jego wnetrzu. Sposéb znajdowania
tych rozwiazan podano przy omawianiu obszaru V.

Podzial rozwaZanego obecnie obszaru na czesci moze przyjmowaé rézne formy w za-
leznoéci od przyjetych wartoéci parametréw. Fakt ten pociaga za soba konieczno§é okresla-
nia rozwigzan osobno dla kazdego przypadku. Z tego wzgledu nie bedziemy tutaj zamiesz-
cza¢ wymagajacych wiele miejsca zaleznosci, ktére odpowiadajg przedstawionemu na rys. 3
obrazowi rozwigzan.

3%
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Znajac w dalszym ciggu rozktad naprezenia na frontach fal silnej nieciagtoéci (3.4)
i (3.11), jak réwniez przed ich frontami (na podstawie rozwigzan w obszarach VI i VII)
mozemy okresli¢ wspdtrzedne punktdéw, w ktérych silna nieciagto$é zanika. W przypadku
zaistnienia tego rodzaju mozliwo$ci wyniknie konieczno$¢ analizy zjawiska odbicia fali
stabej nieciagtoéci od powierzchni poiprzestrzeni sprezystej.

Je$li natomiast od powierzchni pdlprzestrzeni ulegnie odbiciu fala silnej nieciggtosei
(3.4) (jak to wida¢ na rys. 3), wowczas znajdowanie rozwiazan w dalszych obszarach
plaszezyzny fazowej sprowadzi si¢ do rozwazan prowadzonych poprzednio.

W dalszym ciagu zostang scharakteryzowane dwa przypadki, dla ktérych pola napreze-
nia i predkos$ci przemieszezen réznig si¢ jakosciowo od analizowanych dotychczas.

4. Inne przypadki p6l naprezenia i predkosci przemieszczen

W tym rozdziale zajmiemy si¢ wylacznie analiza naprezenia wystgpujacego w czesci
plaszczyzny fazowej zawartej w granicach obszaréw oznaczonych numerami 7, IV,
i VII na rys. 3.

4.1. Jako pierwszy rozwazymy przypadek, gdy warto$¢ bezwzgledna naprezenia po
odbiciu sprezystej fali silnej nieciggtodci (3.1) od powierzchni poélprzestrzeni sprezystej

Rys. 5

bedzie mniejsza od granicy plastycznosci materiatu warstwy o wspélrzednej x = H. Ana-
litycznie fakt ten oznacza niespeinienie warunku (3.14).

Zmieniony obraz rozwigzan w zakresie interesujacej nas czeSci plaszezyzny fazowej
przedstawia rys. 5. Maksymalne (co do warto§ci bezwzglednej) naprezenia i predkosci
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przemieszczei na froncie sprezystej fali odbitej (w punkcie o wspéirzednej x = H) okreslo-
nej réwnaniem (3.7) obliczamy na podstawie nastgpujacych zaleznosci:

O‘re(H) === _29000 U\‘(O),
Q0d0+ 0040
4.0 ,_ 2
Vo (H -05(0
Vrel 500+ 00ds ©).

Rozwigzania we wnetrzu obszaru II1 okreélimy metodg charakterystyk wykorzystujac
warunek ciagtoéci dynamicznej na froncie wspomnianej fali odbitej oraz warunki (2.6)
i4. 1) Uzyskane ta droga wzory na naprezenie i predkosci przemieszezen w punkeie (x, ¢)
rozwazanego obszaru sa nastgpujace:

20000
o \,t = — 50)+
30, 0) Qoo+ 0040 (
!
\’ a, Qolo—000 a, ")
+;2134[—————at~x] “ [ x+at—2H] L
Py Go—d (@ ) @olot Qo000 “o—al( 0 )
(4.2)
2
v3(x, 1) = = -——- 0,(0)+

Qoo+ g0do

/ _
m m
£ -ﬂ'—-{[—--"_’-—(aot—x)] 20000t "°“°[ (A+aot—2H)] l
—/ Qodo {Ldo—a, Qolo+00d0 ap—a, ]

Przyréwnujac warto$¢ bezwzgledna napreZenia z (4.2) do granicy plastycznosei (2.1)
znajdujemy réwnanie fali obcigZenia plastycznego, ktéra oddziela analizowany obecnie
obszar odksztatcen sprezystych /7 od obszaru odksztalcen plastycznych IV,

W przypadku liniowej zmiany granicy plastycznoéci, ktéra zalozono w przyktadzie
liczbowym, falg obciazenia plastycznego reprezentuje na ptaszezyZnie fazowej linia prosta.

Na podstawie (4.2) mozZzemy okresli¢ rozklad naprezenia i predkodci przemieszczen
wzdtuz fali obcigzenia plastycznego. W tej sytuacji znalezienie rozwigzan w poszczegdlnych
czgdciach obszaru IV nie przedstawia trudnosci.

Dodatkowo nalezy pamietaé, ze warto$é bezwzgledna napreZzenia wystgpujacego na
froncie sprezystej fali odbitej, wzdiuz jej odcinka wchodzacego w zakres obszaru IVE
(patrz rys. 5), jest robwna granicy plastycznosci.

Obraz rozwigzan w rozwazanym obecnie przypadku znacznie upraszcza si¢ w poréwna-
niu z przedstawionym na rys. 3. Z uwagi na to, ze w wyniku odbicia nie pojawia si¢ fala
obciazenia plastycznego silnej nieciggtosci (3.11), ulega zanikowi obszar VII i zwigzany
z jego wystgpowaniem obszar V1. Na ich miejscu powstanie obszar, w ktérym pola napre-
zenia i predkosci przemieszczen zachowujg taki charakter, jak w omawianym uprzednio
obszarze V. Z tego wzgledu nie bedziemy dalej omawiaé wynikéw rozwazan dotyczacych
obecnego przypadku. ’

4.2. Zbadamy obecnie mozliwosé wystgpienia w obszarze IV (patrz rys. 3) procesu
obcigzenia plastycznego w przypadku, gdy spetniony jest warunek (3.14). Jak pamigtamy,
w rozwazaniach prowadzonych w p. 3 zalozyli§my, ze w obszarze tym wystepuje odcigzenie.
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Rozwigzania, na podstawie ktérych obliczamy obecnie naprezenia i predkosci prze-
mieszczen w obszarze IV maja nastepujaca postaé:

Qo—a a
04(x’ t) = ——02;10—10‘5(2‘4)+a—10‘1(R)(ZA)+
0
00— 000, [ a, ap—a, ]
oo 0081 A1 g, e+ 2% (a) |,
4.3) 008010041 | Go I(R)( B s B)_
1 ao—a, a
vu(x, 1) = oz —2 8 & ,
+(:1) 200ay [ ao 5(2a) a, 1wy ")_+
0olo 004, -ao—-al a, 1
7 05 (2g) —2—01 &y (ZB) |,
290‘11@000-*-90111){ ao B o 1) ( B)v

gdzie
o;(z4) — na podstawie (2.1),

01(ry(Z4) — okre§lamy przyjmujac we wzorze (3.3) zaleznos$¢ migdzy wspbtrzednymi
wedtug (3.7),

(1) 2a1
Zq = x—at)+ )
1 ao+al ( ! ) ao+al
Zg = o (x+a t)+2H
B a0+a1 - 1 -

Obraz rozwigzan, w aktualnie rozwazanym przypadku, w interesujacej nas czgsci
plaszczyzny fazowej ma postad, jak na rys. 6.
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Na podstawie (4.3) mozna okreéli¢ zachowanie si¢ naprezenia w czasie, badajac znak
pochodne;j:

60'4()(:, t) _ ao—al aUs(ZA) a% aO’l(R)(ZA)
(44) ot - 2(ao+a1) 4 aZA a0+al aZA +
MO—'QOal [ (ao—aya, do,(zp) _ at 00 (ry(z3) ]
Qodo+00a; | (ao+ay)2 0zp ag+a, O0zg )

Jesli przyjmiemy konkretng postac zwigzku (2.1), wéwczas warunek wystapienia zjawiska
obcigZenia plastycznego w obszarze IV mozna sprowadzi¢ do prostej postaci, ktéra w przy-
padku ograniczenia sig¢ do / = 1 w (2.1) jest nastgpujaca:

(4.5) 20 <3,

W tym ostatnim przypadku, w pordwnaniu z rozwazanym w p. 3, ulega zanikowi obszar
VI (patrz rys. 3) i nie istnieje mozliwo$¢ wystapienia zjawiska odciazenia w obszarach
potozonych przed frontem fali (3.4).

Wielkoéci napr¢zenia i predkodci przemieszczen w plaszezyZnie styku dwu warstw
okreslamy na podstawie (4.3) przyjmujac x = H.

Obraz rozwiazan na ptaszczyZnie fazowej, w cz¢éci za frontem fali (3.4) jest zblizony
do omdwionego w p. 3.

5. Przyklad liczbowy

Zasadniczym celem wykonanego przykiadu liczbowego jest zilustrowanie zmienno$ci
napreZenia dzialajacego w plaszczyznie styku osrodkéw o wlasnoséciach okreslonych wyzej.

Rozwazono nastgpujace trzy mozliwosci jakie moga pojawi¢ si¢ w wyniku odbicia
sprezystej fali silnej nieciagtosci (3.1) od powierzchni potprzestrzeni spreZystej:

I — wartoé¢ bezwzgledna naprezenia pojawiajacego sie w momencie odbicia na froncie
fali odbitej jest mniejsza od granicy plastyczno$ci o (H);

II — warto$¢ bezwzgledna naprgZenia (jak w I) jest wieksza od granicy plastycznoscis
natomiast pochodna (4.4) spetnia warunek:

30, (x, 1)
a

< 0;
T — jak w II, lecz pochodna czyni zado$¢ nieréwnoéci:

do,(x, 1)
a

Do obliczen przyjeto dane liczbowe:

dla T i IT—a, = 500[m/sek] = a,,a, = 250 [m/sek], 0, = 200 [kg/m?], oy(x) =
= 0,2(1+x) [kG/em?], p,, = 20 [kG/cm?], v = 0,4 [sek], n = 2, ao = 3000 [m/sek],
0o = 255 [kg/m®: H = 50 [m] (przyp. I), H = 0,75 [m] (przyp. II);

dla I —a, = 1000 [m/sek] = a,, @, = 200 [m/sek], H = 0,75 [m], o,(x) = 0,2+
+0,15x [kG/cm?], pozostate parametry jak poprzednio.

0.
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Sporzadzone na podstawie obliczenh wykresy naprezenia w funkeji czasu przedstawione

sq na rys. 7 (a i b). Por6wnanie wykresdw wykazuje istnienie efektu «tagodzenia» silnej
niecigglosci (przypadek I —rys. 7a) dzigki znacznej grubodci warstwy (50 [m]) charakte-

o T o 34,5
ct [k6/em™] P~
| [k6/cm?]

15+

0}
041 %
|
B T —
! !
{ l
02 |-~ 5(0)
! !
|

01+~

_____ _—] = [ | | | [
005 o1 0'15 02

1 2 3 4
tfsek] 10%. [sek]
Rys. 7

ryzujacej sig rosnacy z gigbokosdceig granica plastycznosci. Efekt ten jest znikomy w przy-
padkach II i III, bowiem warstwa ma tutaj grubosé zaledwie 0,75 [m].

6. Uwagi koncowe

Na podstawie przeprowadzonych w pp. 3 i 4 rozwazan mozna uzyskaé szereg innych
przypadkéw wynikajacych badz z réznych warunkdw brzegowych (sztywna $ciana lub
brzeg swobodny w miejscu polprzestrzeni sprezystej), badz tez ze szczegolnych wlasnosci
materiatu (sztywne odciazenie, stala granica plastycznosci).

Przedstawione w pracy wyrazenia analityczne, okreslajace pola naprezenia i predkosci
przemieszczen majg niejednokrotnie zlozona postaé, stad tez w praktycznych przypadkach
moze byé shuszne korzystanie z modelu materiatu jeszcze bardziej uproszczonego (np.
sztywne odciazenie) niz material opisany w p. 2. Stosujgc jednakze tego typu podejscie
nie uwzgledniamy czgsto dosé istotnych efektow jakosciowych, jak np. wspommane W po-
przednim punkcie «ztagodzenie» silnej niecigglosci,
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Peswome

OTPAXEHUE TUIOCKMX BOJH HAIPSKEHUNI B YIPYI'O-IJIACTUYECKOI CPEJE
C NEPEMEHHBLIM NPEOEJIOM TEKYYECTH

B pa60Te paccMoTpeHa 3ajada O pacnpoCTpaHEHHH IJIOCKHX BOJIH HAMDSIMKEHHS, BbI3BAHHDLIX BHE-
3aITHO NOABJIAOIIMMCA AABJIEHHWEM HaA MOBEPXHOCTH YIPYTO-IINACTHUYECKOTO CJ0fI, OCHOBAHHOTO Ha IO~
BEPXHOCTH YIPYTroro noJiynpocrpaHcrBa. MaTCpPIaJI CJ10s1 oGnanae'r NEPEMCHHDBIM NMPEXEIIOM TEKYUECTH,
3aBUCALIMM OT pPacCTOSIHHA OT BHEIIHEH TIOBEPXHOCTH CJIOSL. HOIIy‘-XCHHbIe Pe3yJIeTaThl NO3BOJIAIOT
OUCHHBATL YCHIIMS, [[CﬁCTByIOU.lPIe Ha COOPYIKEHHE, HAXOOAMIECECA B TPYHTE, BO3HHKAIOIIHE BO BPEMA
BOJIHOBOrO IIpouecca.

Summary

REFLECTION OF PLANE STRESS WAVES IN ELASTIC-PLASTIC MEDIUM WITH VARIABLE
YIELD LIMIT

The problem of propagation of plane stress waves in a layered medium consisting of an elastic-plastic
layer and elastic semi-space is considered. At outer surface of the layer, the suddenly increasing pressure
(which then monotonically decreases to zero) is given. It is assumed that the layer is inhomogeneous with
respect to the yield limit, The results obtained in the present paper can be applied to estimate the dyna-
mic forces acting on a structure placed on soil.
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