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Wstep

W wielu istniejacych teoriach plastycznosci zaklada sie, ze zwigzki fizykalne
miedzy tensorem naprezenia a tensorem odksztalcenia sg niezalezne od czasu.
Zalozenie to jest celowo przyjetym ograniczeniem. Jest ono gléwng przyczyng
trudnodci, jakie sie wylonity przy opisywaniu wlasnoéci materialdow rzeczy-
wistych.

Trudnoéci te wystapily zwlaszcza w ostatnich latach, ktére przyniosty duzy
rozwdj dynamicznych zagadnied teorii plastyczno$ci. Podstawowe zalozenie
wszystkich teorii plastycznos$ci o niezaleznosci réwnafd stanu od czasu unie-
mozliwia jednoczesny opis wlasnosdci plastycznych materialu i jego wlasnodci
reologicznych.

Nie trzeba chyba popieraé przykladami twierdzenia, ze w wielu zagadnie-
niach praktycznych o rzeczywistym zachowaniu si¢ materialu mogg decydowaé
w réwnym stopniu efekty plastyczne jak i efekty reologiczne. Mozna nawet
p6j$¢ dalej i powiedzieé, ze dla wielu konstrukceyjnie waznych materialéw efekty
reologiczne wystgpuja znacznie wyrazniej po osiggnieciu przez material stanu
plastycznego.

Truizmem stalo sie twierdzenie, Ze kazdy material wykazuje w mniejszym
lub wigkszym stopniu wlasnosci lepkie. Wplyw wilasnosci lepkich materialu
w pewnych zagadnieniach moze by¢ calkowicie nieistotny, natomiast wplyw ten
dla tego samego materiatu ale dla innego zagadnienia moze okaza¢ si¢ decydujacy.

Obydwie dyscypliny — reologia i teoria plastyczno$ci — zajmujg si¢ opisem
bardzo waznych wlasnosci mechanicznych materiatéw konstrukeyjnych. Kazda
z nich stworzyla whasciwe dla swych celéw sposoby badan i rozwingla si¢ w ra-
mach pewnych zalozed, ktdre niestety nie zawsze w praktyce moga by¢ spetnione.
Wyniki badani reologii sa ograniczone tylko do takich przypadkéw, w ktdérych
odksztalcenia plastyczne nie maja decydujgcego znaczenia, Natomiast wyniki
badan teorii plastycznosci pozwalaja na wlasciwy opis tylko takich zagadnief,
w ktérych wplyw efektéw reologicznych mozna uwazaé za nieistotny. Mdwige
inaczej, przy stosowaniu metod reologii nalezy ograniczy¢ sie tylko do badania
stanéw naprezenia, ktére nie wywolujg plastycznego plyniecia materiatu, sto-
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sujac za$ metody teorii plastycznodci trzeba sig ograniczy¢ do zagadnienh quasi-
statycznych, ktérych przebieg w czasie jest jednak na tyle krétki, aby nie wy-
stapily wyrainie efekty pelzania czy relaksacji.

Ostatnie badania w zakresie opisu dynamicznych wlasnosci materiatéow
wykazaly, ze stosowanie metod teorii plastycznosci nie uwzgledniajacych efektéw
reologicznych prowadzi do zbyt duzych rozbieznosci migdzy wynikami teoretycz-
nymi a rezultatmi do$wiadczalnymil.

Po tym krotkim wstepie nie trzeba bedzie chyba wskazywaé na korzyéci,
jakie uzyskamy opisujgc jednoczesnie efekty reologiczne i plastyczne. Wiadnie
lepkoplastyczno$é postawita sobie takie szerokie zadanie. Zanim przejdziemy
do blizszego przedstawienia metod badan lepkoplastycznosci, chcemy podkresli¢,
ze nie beda to metody ani reologii, ani teorii plastycznosci. Przekonamy sie,
ze specyfika zagadnienia i skomplikowany charakter sprzezenia efektéw reologicz-
nych i plastycznych wymagaja specjalnych metod opartych na wnikliwej analizie
fizyki materialéw oraz wlasnych oryginalnych opiséw matematycznych.

Y.aczne traktowanie zjawisk reologicznych i zjawisk plastycznych stwarza
jednak ogromne trudnosci. Uwzglednienie lepko$ci materialu wprowadza za-
leznoéé standéw naprezenia i odksztalcenia od czasu, natomiast wlasnoséci plastycz-
ne materiatu uzalezniajg te stany od drogi obcigzenia. Uwzgledniajac jedno-
cze$nie wlasnodci lepkie i plastyczne otrzymujemy wigc zalezno$é od drogi
i czasu. Wszystkie procesy odksztalcania w lepkoplastycznoéci bedg zalezne
od historii, ktéra jest zdeterminowana droga obcigZzenia i czasem. Na réznych
drogach i dla réznych czaséw przebiegu danego procesu otrzymywaé bedziemy
w lepkoplastycznodci rézne rezultaty.

Celem tego przegladu jest wskazanie nowych zagadnieri, ktére charakte-
ryzuja sie sprzezonym traktowaniem zjawisk reologicznych i plastycznych
oraz przedstawienie gtdwnych kierunkéw, w jakich rozwijaja si¢ metody badan
lepkoplastyczno$ci.

Nie mozna jeszcze w tej chwili méwié o teorii lepkoplastycznosci jako o uksztat-
towanej i rozwinigtej dyscyplinie naukowej. Mozna juz jednak wyodrebnié
w niej pewne kierunki badan, ktdére réznig sig ogdlnoscia podejécia do zagad-
nienia i stawiajg sobie odmienne zadania.

Podstawowym problemem lepkoplastycznoéci jest okreélenie odpowiedniego
kryterium uplastycznienia dla materiatu sprezystolepkiego. Zagadnienie nastep-
ne to sformulowanie réwnari konstytutywnych czyli zwigzkéw fizykalnych miedzy
tensorem naprezenia a tensorem odksztalcenia.

Aby przedstawié blizej powyzsze zagadnienia, wprowadzimy wyrazne roz-
réznienie miedzy materialem sprezysto-lepkoplastycznym a sprezysto/lepko-

! Stwierdzenie to odnosi si¢ zaréwno do réinego rodzaju teorii plynigcia, jak i teorii odksztal-
ceniowych. T'rzeba zaznaczyé, Ze nie brak prac, ktére staraja si¢ opisywaé zagadnienia dyna-
miczne postugujgc si¢ zwigzkami fizykalnymi teorii odksztalceniowej, stusznej tylko w przypadku
obcigzenia proporcjonalnego. W Zadnym zagadnieniu dynamicznym, w ktérym wystepuje roz-
Pprzestrzenianie sig fal naprezenia, zaloZenie o proporcjonalnym obcigzeniu nie moze byé spetnione.
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plastycznym. Sprezysto-lepkoplastycznym bedziemy nazywaé taki material,
ktéry wykazuje wyrazne wiasnoéci lepkie zaréwno w obszarach sprezystych,
jak réwniez w obszarach uplastycznionych. Natomiast sprezgysto/lepkoplastycz-
nym bedziemy nazywaé taki material, ktdry posiada wiasnosci lepkie tylko
w obszarach plastycznych.

Rozréznienie to wprowadzili P. M. Nacupr i S. A, MurcH w pracy [18].

Jest oczywiste, ze pojecie materiatu sprezysto/lepkoplastycznego jest celowg
idealizacjs, ktéra pozwala na daleko idjce uproszczenie rozwazan. Wystarczy
tu zwrdcié uwage na zagadnienie doboru odpowiedniego kryterium uplastycz-
nienia.

Okreélenie warunku plastycznodci dla materiatu sprezysto-lepkoplastycznego
bedzie niezmiernie trudne i do chwili obecnej problem ten nie zostal calkowicie
rozwigzany. Przyjecie materialu sprezysto/lepkoplastycznego rozwigzuje na-
tychmiast to zagadnienie, bo poczatkowy warunck plastycznosci moina przyjaé
taki sam jak w teorii plyniecia. Trudnoédci powstaja dopiero przy rozwazaniu
zmiany powierzchni plynigcia w czasie procesu odksztalcenia ciala sprezysto/
lepkoplastycznego.

Wprowadzone rozréznienie sugeruje podzial naszych rozwazad na dwie
czesci. W czedci pierwszej przedyskutujemy metody opisu zachowania sie
materialéw sprezysto-lepkoplastycznych. Cze¢éé druga bedzie dotyczyta ma-
terialéw sprezysto/lepkoplastycznych i1 pokaze wykorzystanie tego modelu
do opisu dynamicznych wlasnodci materialéw plastycznych. '

W obydwu czedciach rozwazania bedg prowadzone przy zalozeniu, ze gradienty
przemieszczenia rozpatrywanych proceséw odksztalcenia sg nieskoficzenie
male (por. definicja w monografii C. TRUESDELLA 1 R. TouriNa [39]). Ograni-
czymy si¢ ponadto do studiowania tylko izotermicznych proceséw odksztalcenia
i bedziemy zakladaé, ze material jest izotropowy i jednorodny.

1. MATERIAL SPREZYSTO-LEPKOPLASTYCZNY
1. Zachowanie si¢ materialu w obszarach sprezysto-lepkich

W ukladzie ortogonalnych wspélrzednych kartezjariskich oznaczmy tensor
odksztatcenia przez ¢;, a tensor naprezenia przez o;;. Bedziemy zakladaé,
ze tensor odksztalcenia &; dla ciala sprezysto-lepkoplastycznego mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy

1.1 &y = £l el
gdzie &f; oznaczajg skladowe odksztalcenia sprezystego, &f; skladowe lepkie
1 & skladowe plastyczne.

Trzeba wyraznie podkreslié, ze réwnanie (1.1) nie jest w ogdlnosci spelnione.
Bedziemy je traktowali jako podstawowe zalozenie upraszczajace.
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W dalszym ciaggu bedziemy postugiwaé si¢ zdefiniowanymi nastgpujgco
dewiatorami odksztalcenia i naprezenia

(1.2) ey = gy—edy;, e =138y,
(1.3) §ij = a—s0y, §= Ysou,

gdzie 8;; oznacza symbol Kroneckera.

Skladowe tensora predkoéci zmiany odksztalcenia i naprezenia oznaczymy
odpowiednio przez &; i ¢&; (kropka oznacza tu rézniczkowanie wzgledem
‘czasu). '

Zagadnienia liniowej teorii lepkosprezystosci sa szeroko opracowane w wielu
monografiach i artykulach przegladowych. Wymienimy tu tylko kilka ostat-
nich prac podstawowych, ktdre przynosza systematyczng analizg zwigzkéw
fizykalnych miedzy tensorem naprezenia i tensorem odksztalcenia dla ciat sprezy-
stolepkich w ramach zalozed teorii liniowej. S3 to prace D.R. Branpa [3],
B. D. CoLemana i W. Norra [6] oraz M. E. GurtiNa i E. STERNBERGA [9].
Tam tez mozna znalezé obszerng literature dotyczaca tych zagadnied.

Przyjmujac oznaczenia z pracy [9] zwigzki fizykalne migdzy tensorem od-
ksztalcenia i tensorem naprezenia w obszarach sprezystolepkich mozna zapisaé
w postaci '

(1.4 el =5y WO+ [ He—n 25D,
0

(1) e = $@R0+ [ 0 20,
0

gdzie ¥, i ¥, oznaczaja odpowiednio postaciows i dylatacyjng funkcje pelzania.
Wprowadzono tu ponadto oznaczenie s;;(x, ) zamiast s;;(xx, ¢) oraz §;;(x) zamiast
Sij (2, 0F).

Réwnania fizykalne (1.4)-(1.5), uzalezniajg aktualny stan odksztalcenia w chwi-
li ¢+ od historii zmiany stanu naprezenia w calym okresie przebiegu danego
zjawiska, od 0 do 2.

Autorzy pracy [9] wykazali, ze poczgtkowym stanem ciala sprezystolepkiego,
okreslonego zwigzkami fizykalnymi (1.4)-(1.5) jest stan sprezysty odpowiada-
jacy uogdlnionemu prawu Hooke’a:

(1.6) € = ZL”SU, e = —3—1[??,
gdzie p i K ozaczajg odpowiednie stale sprezyste materialu, tj. modul od-
ksztalcenia postaciowego i objetosciowy.

Wykorzystujac to spostrzezenie mozemy w prosty sposéb wydzieli¢ lepkie
sktadowe odksztalcenia. Na podstawie zwigzkéw (1.4)-(1.5) otrzymamy (por.
P. M. NagnpI i’ 3. A. MurcH, [18]), :
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2. Kryterium uplastycznienia dla materialu sprezysto-lepkoplastycznego

W celu wyjaénienia réznic miedzy zagadnieniem uplastycznienia materiatu
sprezystego 1 sprezystolepkiego rozwazmy droge obcigzenia w dziewigcio-
wymiarowej przestrzeni naprezen (rys. 1).

Jezeli rozwazamy material sprezysty, to niezaleznie od czasu, w jakim osiggamy
stan reprezentowany punktem A, przy tej samej drodze zawsze otrzymamy
stan uplastycznienia w tym samym punkcie. Natomiast gdy rozwazamy material
sprezystolepki, to idac po tej samej
drodze obcigzenia mozemy uzyskaé
uplastycznienie w innym punkcie np.
A; lub A4, narys. 1 w zaleznosci od
czasu, w jakim realizowala si¢ droga
obcigzenia OA4. Zmiana ta wywolana
Jjest lepkoscig materialu, zaleznoscig
historii obciazenia od czasu. Jest
oczywiste, ze przebiegajgc droge O4
w tym samym czasie sumarycznym, :
ale z réznymi predkosciami odksztal- Rys. 1
cenia w odpowiednich punktach dro-
gl uzyskamy réwniez inne granice plastycznodci.

P. M. Nagupr i S. A. MurcH [18] w celu opisania skomplikowanego zagad-
nienia uplastycznienia materiatu sprezystolepkiego wprowadzili pojecie po-
wierzchni plynigcia:

(2.1) J=f(ai, e, =, B),

takie, Ze stan sprezysto—lepkoplastyczny okreslony jest warunkiem f = 0, a sta-
nom sprezystolepkim odpowiada warunek f << 0. Funkcja f zalezy od stanu
naprezenia ayj, od stanu odksztalcenia plastycznego ef, od parametru f = f(ek)
reprezentujacego efekty lepkie i od parametru wzmocnienia zx, ktéry zalezy
z kolei od odksztalcer plastycznych i jest zdefiniowany podobnie jak w teorii
plastycznego plyniecia, opisujacej izotropowe wzmocnienie materiatlu (por.
P. M. Nagaupr [17]).
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Rozwazmy zmian¢ powierzchni plynigcia w czasie. Obliczajagc pochodng
wzgledem czasu funkcji f otrzymamy

(2.2) f:% & f Eht—- f ]f;ﬂ

Jezeli rozpatrywany stan jest stanem sprszsto—lepkoplastycznym 1 ulega

zmianie takiej, ze f << 0, to zmiana taka prowadzi do stanu sprezystolep-

kiego, poniewaz f-fdt daje nowsg wartoéé funkcji f mniejsza od zera. Taka
zmiane stanu naprezenia bedziemy nazywaé procesem odciggania. W czasie
takiego procesu nie ma przyrostow odksztalcenia plastycznego, a wige &f; = 0,
a to pocigga za sobg réwnoéé x = 0, gdyz nie moze by¢é zmiany parametru
wzmocnienia, jezeli &f; = 0.

Poniewaz f moze byé wyrazone za pomocy zwigzkéw fizykalnych (1.7)-
(1.8) jako funkcja predkoéci zmiany naprezenia ¢y, przeto mozna wprowadzié
nastepujacy operator

g
(23) £(5) = it b
Mozemy obecnie zapisa¢ matematyczny warunek dla procesu odcigzania
W postaci '

(2.4) f=0, L@ <0.

Zmiang stanu naprezenia od pewnego stanu sprezysto—lepkoplastycznego
do innego stanu sprezysto—lepkoplastycznego, ktdérej nie towarzysza zadne
przyrosty odksztalcenia plastycznego, bedziemy nazywaé procesem neutralnym.
Stan neutralny bedzie sie realizowél, jezeli

(2:5) f=0, L£oy)=0.

Aktywny proces obcigiania, ktéremu towarzyszy przyrost odksztalcen plas-
tycznych, wystepuje, jezeli

(2.6) f=0, L@ >0.

Rozpatrujgc powierzchnie plynigeia w  dziewigciowymiarowej przestrzeni
naprezen zauwazymy latwo, Ze neutralny proces nie odpowiada kierunkowi
przyrostu naprezenia 6y df stycznemu do powierzchni plyniecia w rozpatry-
wanym punkcie, co mialo miejsce w teorii plyniecia.

Stan neutralny bedzie si¢ obecnie realizowal, jezeli wektor przyrostu na-
prezenia oydt bedzie odchylony od kierunku normalnego do powierzchni
plyniecia o kat ¢, ktéry okre$la réwnanie

3]; §
2.7 ¥ = arccos -

3(, |
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Wyrazenie (2.7) wskazuje na przyczyne zmiany kryteriéw obcigzania dla
lepkoplastycznosci w poréwnaniu z kryteriami klasycznej teorii plastycznosci.
Przyczyng ta jest wplyw lepkosci materialu na warunek plastycznosci.

Znane jest réwniez zjawisko wplywu predkosci odksztalcenia na warunek
plastycznosci. Bedzie ono szczegélowo wyjasnione w drugiej czedci pracy.

M. Reiner- [34] przedyskutowatl osiggnigcie stanu plastycznego przy stalym
obcigzeniu, a wigc zbadal mozliwosci uplastycznienia sie materialu w procesie
pelzania.

Oryginalng koncepcje zbadania kryteridw uplastycznienia lub ogélniej kry-
teridw osiagniecia stanu krytycznego zaproponowali W. OLszAK i Z. BYCHAWSKI
w pracach [21], [22]. Podstawg tej koncepcji jest spostrzezenie, ze o zniszczeniu
niektérych cial sprezystolepkich ~decyduje nie tylko energia sprezysta, ale
réwniez predkosé zmiany energii dysypacji.

Zanalizowano przyklady modeli, ktére ulegajg zniszczeniu, kiedy predkosé
zmiany energii dysypacji osiaga pewng okreslong wartogé. Dla takich modeli
decydujacy jest wplyw predkosci odksztalcenia.

Dla przeprowadzenia analizy do$¢ szerokiej klasy cial rzeczywistych autorzy
pracy [22] zaproponowali nastepujacy warunek osiagniecia stanu krytycznego?

(2.8) Wt Wy =k Tub  (wptwp)W — k2,
jezeli
(2.9) COEW= WE> (UDW= WD)

gdzie Wg jest zredukowang energia sprezysty odksztalcenia czysto postacio-
wego, a W, predkodcia zmiany energii dysypacji, ale wyrazong w wymiarze
energii., Wielkodci wg, wp i & sg pewnymi stalymi wiadciwymi dla rozwazanego
materiatu.

W pracy [22] rozwazono kilka przypadkéw modeli i zanalizowano dla nich
szczegblowo postaé kryterium (2.8).

3. Definicja materiatu statecznego

Wydaje sig, ze najogélniejszym podejéciem do zagadnienia opisu wiasnosci
ciat sprezysto-lepkoplastycznych jest koncepcja D. C. DRUCKERA przedstawiona
w pracy [7].

D. C. DruckeR wykorzystal pewne spostrzezenia z teorii plastycznosci.
Wskazat on na to, ze cheace daé jednolity i jednoznaczny opis wilasnosci lepkich
i plastycznych trzeba wprowadzi¢ pewne podstawowe postulaty, ktére sz
celowo przyjetymi ograniczeniami.

Okazuje sig, ze wprowadzajac postulat o materiale statecznym mozna otrzy-
maé podstawowe warunki, ktérych spelnienie pozwala na logiczne wyprowa-

* Nalezy jednak zaznaczyé, Ze pojecie osiggnigcia stanu krytycznego jest w pracy [22] rozu-
miane ogblniej niZ osiggniecie stanu plastycznego. Stan plastyczny moze byé jednym z przy-
padkéw szczegblnych stanu krytycznego.
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dzenie zwiazkow fizykalnych. Warunki te ograniczajg rozwazania do pewnej
klasy materialéw, ale jednoczeénie umozliwiajg konsekwentny opis matematyczny
klasy wybrane;j.

Rozwazmy cialo o objetosci V ograniczone regularng powierzchnig .S, poddane
dziataniu sit powierzchniowych 7; i sit masowych P;, ktére sg funkcjami czasu.
‘Wywolane tymi warunkami brzegowymi stany przemieszczenia u;, odksztalce-
nia &; 1 naprezenia o, s3 réwniez funkcjami czasu.

Przyjmijmy, ze warunki brzegowe ulegaja pewnym wariacjom i s3 okreslone
sitami powierzchniowymi 7;+A47; i sitami masowymi P;+A4P;, ktérym od-
powiadajg: stan przemieszczenia u;-+-Au;, stan odksztalcenia &;-1de; 1 stan
naprezenia a;+Aday;. ,

- Podstawowa definicje statecznego materialu niesprezystego  (sprezysto-
lIepkoplastycznego) mozna wyrazi¢ jako nastepujacy postulat Druckera:

Praca wykonana przez przyrost sil zewngtrznych na odpowiednich przyrostach
skladowych wektora przemieszczenia musi byé nieujemna.

Definicj¢ te mozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci matematycznej:

'y
(3.1) [{[ar.auas+ [ 4P siavia: =0,
t=0 § 14
jezeli ¢ = 0 oznacza chwile przylozenia przyrostéw sil zewnetrznych.
T'Tk
B

pi(-’-)

Ti",

Pi“

T=1x
Rys. 2

Czesto wygodniej jest wprowadzi¢ dwie rézne drogi obcigzenia T P®
i T, PP, ktére zaczynajg si¢ réznié od chwili z = 0 (rys. 2). Wtedy definicje
{3.1) zapisa¢ mozna w postaci:

‘%
32 [ (TO—TO1 —iplds+ [ (PE—PO]E®—am]av)di= 0.
t=0 S Vv

Jezeli w wyrazeniach (3.1) i (3.2) czas 7, nie jest ograniczony zadnym dodatko-
wym warunkiem i moze byé zalozony dowolnie wielki, wtedy méwimy o «sta-
tecznosci w duzym », natomiast ograniczajac czas #, do bardzo bliskiego sasied -
twa chwili £ = otrzymujemy matematyczng postaé wyrazajgca «statecznosé
w matym», o

Wykorzystujac zasade prac przygotowanych mozna sily powierzchniowe,
sity objetodciowe i predkosé zastapi¢ naprezeniami 1 predkos$ciami odksztalcenia.
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Zasada prac przygotowanych stwierdza, ze dla dowolnych ciggtych predkosei
#; zachodzi réwnosé

(3.3) [ Tiwas+ [ Pivav= [ ayézav,
S v v

gdzie Ti, P;, ay; reprezentujg uklad wielkosci statycznych bedacych w réwno-
wadze, a %, &; s3 zgodnym ukladem kinematycznym. Nalezy podkreslié, ze
uktady wielkosci statycznych 1 kinematycznych nie sa z soba zwiazane.

Zakiadajac, ze rozpatrujemy tylko jednorodne stany naprezenia i odksztal-
cenia i wykorzystujac zasadg prac przygotowanych (3.3), na podstawie (3.2)
otrzymamy warunek

[§3
(34) [ (o — e[ —e)de = 0.
0

4. Wypuklo$¢ powierzchni plynigcia

W celu wykazania, ze w teorii cial sprezysto-lepkoplastycznych przyjmowaé
nalezy wypukly powierzchni¢ plyniecia, wykorzystujemy warunek (3.4) wy-
nikajacy z postulatu Druckera.

Zalézmy, ze stan off jest identyczny ze stanem stacjonarnym o w chwili
t =0, a stan ¢’ bedzie stanem zmiennym w czasie i stan ten oznaczymy
przez aj;. Zanalizujemy nastgpu-
jacy zamkniety cykl obciazenia.
W  chwili ¢z =10 aktualny stan
obciazenia ay; pokrywa sie ze sta-
nem stacjonarnym ¢jj, nastgpnie
stan biezacy ¢;; zmienia si¢ wzdiuz
drogi MM, (rys. 3) osiggajac
w chwili £ = ¢, punkt M, odpo-
wiadajacy stanowi uplastycznione-
mu. Na drodze MM, istniejs
przyrosty odksztalcenia plastycz- Rys. 3
nego. Stan M, osiggniety zo-
staje w chwili ¢ = #,. Poczynajgc od chwili #, nastepuje odciszanie wzdluz
drogi M,M,. W chwili ¢ = t, stan aktualny pokrywa si¢ ze stanem poczat-
kowym i wtedy a;; = aff.

Warunek (3.4) dla zamknigtego cyklu M, M, M, M, w czasie 0<t<#, daje

e
(4.1) f [oy—af][e—E51dt =0,
0

gdzie &; i &)} zastepuja odpowiednio &P i &} .
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Uwzgledniajac, ze & = 0 oraz ze &; = &{ft™4-&f, wyrazenie (4.1) mozna
zapisaé w postaci (por. P. M. Nacupr i S. A. Murcu [18]):

12

(+2) J lou—aflepdt4-{P oy, el 11 20,
t
gdzie
)
(4.3) ()= [ (oy—of) (o —éfso%)dt.

0

Rozwijajac pierwszy skladnik wyrazenia (4.2) w szereg Taylora w punkcie
t =1, 1 zachowujac tylko pierwszy wyraz, otrzymamy

(4.4) [(oy—08) &R )y A+ { P} = 0

Jezeli zalozymy, Ze At = #,—t, jest dostatecznie male (ograniczamy sig¢
bowiem do zgdania «tatecznosci w matymy»), wtedy nieréwnos$¢ (4.4) wystarcza
do spelnienia nieréwnodci (4.2).

Aby przeprowadzié¢ pelng dyskusje zagadnienia dotyczacego wypuklosci
powierzchni plyniecia, wprowadzimy zgodnie z pracg P. M. NaGHDIEGO i S. A.
MurcHA [18] pojecie szybkiej drogi obciqzenia i chwilowej powierzchni plynigcia.

Szybkq droga obcigsenia w dziewieciowymiarowej przestrzeni naprezen
bedziemy nazywaé taki przebieg skoficzonej zmiany stanu naprezenia, ktéry
realizuje si¢ w czasie nieskonczenie krétkim i podczas ktérego parametr f(ef)
pozostaje niezmieniony
(4.5) . jlmAﬂ(ekl) =

[—)

Dla szybkiej drogi obcigzenia zachowanie si¢ powierzchni plynigcia jest
dokiadnie takie samo jak w klasycznej teorii plyniecia dla zwyklej drogi.

Chwilowg powierzchni¢ plynigcia zdefiniujemy nastepujgco. Zalézmy, ze
w danym czasie #, > 0 mamy stan, ktéry charakteryzuja zmienne o, £f®,
2@, B taki ze cialo jest sprezystolepkie

(4.6) o), @, 9, 1) < 0.
Réwnanie
(4.7) Figy S, B, @) = 0

bedziemy nazywaé chwilowg powierzchnig plynigcia odpowiadajacg stanowi,
ktéry reprezentowany jest w przestrzeni naprezenia punktem A (rys. 4). Trze-
ba zaznaczyé, ze stan 4 zalezy nie tylko od skladowych tensora naprezenia, ale
okreslony jest réwniez wielkodciami (5, f1, x!9), ktdére opisujg historie
obcigzenia charakteryzujaca sie drogg obcigzenia, wzdluz ktérej byta realizo-
wana zmiana aktualnego stanu, oraz czasem, w ktérym punkt A zostal osigg-
niety.
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Zalézmy, ze realizowane jest obcigzanie w czasie ¢ > ¢, i od chwili #, > ¢,
towarzyszy mu przyrost odksztalcenia plastycznego &/ dt, nastepnie rozpoczyna
si¢ odcigzanie i w chwili £ = #, stan naprezenia wraca do stanu wyjsciowego
o{®). Zastosowanie nieréwnosci (4.4) do zamknietego cyklu obcigzenia w czasie
t, <t <t prowadzi do nieréwnosci

o1
(4.8) [oy—oif'Tef+—{¥}k = 0.

Dla dowolnego szybkiego cyklu obcigZenia na podstawie (4.5) powierzchnia
plyniecia jest identyczna z chwilowsa powierzchnig plyniecia

(49) lim f(dU’ 81?1(“)7 ﬂ(a)’ x(a)) :fa .

(=)0

Jezeli przyjmicfny, ze wielko$¢ {¥ f’; jest funkcja ciagla w punkcie ¢ = ¢,
wtedy wprowadzajac oznaczenie

1
(4.10) (i = [y de
td

mozna latwo wykazaé, ze w przypadku granicznym # — 2, 4t - 0, 458 - 0
mamy

Py
{At}"=w(ta)=0-

4.11) lim
lk—’ta

Stad wnioskujemy, Ze nierowno$é (4.8) dla szybkich drég obcigzenia mozna
przyjaé w takiej samej postaci jak w klasycznej teorii plyniecia. W szczegélnosci
jezeli przyjmiemy #, réwne zeru i ¢ff potraktujemy jako dowolny punkt w ob-

szarze sprezystolepkim identyczny z ¢f, wtedy mamy

4.12) (o—af)ef; = 0.

Dla szybkich drég obcigzenia kierunek &} jest ustalony i niezalezny od
czasu. ,

Rozwazajac wszystkie mozliwe szybkie drogi obciazenia od dowolnego
punktu o}j w obszarze sprezystolepkim do punktu oy na chwilowej powierzchni
plynigcia f, = 0, mozna w oparciu o nieréwnoéci (4.12) udowodnié wypuklosé
chwilowej powierzchni plyniecia.

Kierunek &f; dla wszystkich szybkich drég obciazenia jest ortogonalny do
chwilowej powierzchni plyniecia.

Poniewaz powyzsze uzasadnienie wypuklo$ci chwilowej powierzchni plynigcia
Jest sluszne dla kaidego punktu i dla kazdej drogi w przestrzeni naprezef,
to wynika stad wniosek, Ze powierzchnia plynigcia f= 0 musi by¢ réwniez
wypukla. Prowadzi to z kolei do wniosku, ze wypuklo$é powierzchni plynigcia
nie jest zalezna ani od drogi, ani od czasu.

Podobnej konkluzji nie mozna wypowiedzie¢ odnosnie ortogonalnosci wek-
tora &f;. Wektor &) jest ortogonalny do powierzchni plynigcia tylko dla szyb-
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kich drdg obciazenia. Dla rzeczywistych drég obciazenia kierunek wektora &5
pozostaje kwestig dyskusyjng.

5. Kierunek wektora predkoéci odksztalcenia plastycznego

Rozwazmy obecnie droge¢ obcigZenia w przestrzeni naprezen. Zalézmy, ze
punkt reprezentujacy aktualny stan naprezenia porusza si¢ po tej samej
drodze z réinymi predkodciami. Czasy calego procesu obcigzenia wzdluz
tej samej drogi beda roine, co powoduje réwniez inne efekty reologiczne.
Badajac zagadnienie osiggnigcia stanu plastycznego zauwazymy, ze bedzie
sie on realizowal w réznych punktach drogi i bedzie okredlony réznymi powierz-
chniami plynigcia. W wyniku roznych efektéw reologicznych na tej samej
drodze obcigzenia otrzymujemy pewng rodzing powierzchni plynigcia zalezng
od parametru .

W celu uproszczenia rozwazan zaléZmy, ze wszystkie powierzchnie plyniecia
rozwazanej rodziny przechodza przez ten sam punkt, np. punkt 4 na rys. 4.
Wtedy latwo zauwazymy, ze rzeczywisty kierunek wektora predkosci odksztal-
cenia plastycznego moze byé odchylony od kierunku normalnego do chwilowe;j
powierzchni plyniecia i zawiera sie¢ w stozku, ktérego rozwarto$¢ zalezna jest
od wielkosci {¥}k.

Wykorzystujac nieréwnosé (4.4) do rozwazanego obecnie przypadku z rys. 4
i zakladajac, ze dla ¢ = 0 zachodzi réwno$¢ o;; = o wnioskujemy, ze maksy-
malny kat rozwarcia stozka jest funkcja {?’}8‘.

Wplyw efektéw reologicznych na zmiang powierzchni plyniecia prowadzi
do pewnej nieoznaczonosci. Polozenie aktualnej powierzchni plyniecia w prze-
strzeni naprezen nie jest bowiem znane i nie wiadomo, w ktérym punkcie
drogi obcigzenia nastapi uplastycznienie. Kierunek hiperplaszczyzny stycznej
do aktualnej powierzchni plyniecia w rozwazanym punkcie nie jest $cisle okres-
$lony.
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Pelng dyskusje tych kwestii przyniosta praca P. N. Nacupr'eco i S. A.
MurcHa [18].

Autorzy pracy [18] zwrdcili réwniez uwage na pewne wnioski dotyczgce
teorii plastycznoéci nie uwzgledniajacej efektéw reologicznych, ale dopuszcza-
jacej istnienie nieregularnych powierzchni plyniecia. W takiej teorii wektor
predkosei odksztalcenia plastycznego & lezy wewnatrz wachlarza utworzone-
go przez normalne do gladkich powierzchni tworzacych « naroze plastyczne ».
Eksperymentator, ktéry zauwazy, Ze badany wektor przyrostu odksztalcenia
plastycznego ma rézny kierunek od kierunku normalnego do oczekiwanej
powierzchni plynigcia lub ze kierunek ten zmienia si¢ w pewnych granicach,
wyprowadzi w oparciu o klasyczng teori¢ plastyczno$ci wniosek, Ze w rozwa-
zanym punkcie istnieje tzw. «naroze plastyczne», podczas gdy w $wietle teorii
lepkoplastycznoséci powierzchnia plynigcia jest regularna.

6. Zwiazki fizykalne migdzy tensorem naprezenia i tensorem odksztalcenia

Zakladajgc, ze wektor predkosci odksztalcenia plastycznego &f; jest skiero-
wany wzdluz normalnej zewnetrznej do chwilowej powierzchni plynigcia
f =10, P. M. Nacnpr i S. A. MurcH [18] zaproponowali nastgpujacy zwigzek:

of
“p
(6.1) = A

Okredlajac A z warunku f= 0 otrzymamy

ag l\l+ g ﬁ
(6.2) A= — .
¥ o L o (o
ek, 0G,, O c')a
Wprowadzajac oznaczenie
1

(6.3) e —

o o | - f )
el 00, 3x
i biorgc pod uwage kryteria dla obcigzania dostajemy

' 0, jezeli f<0,
6.4 £ = .
(64) ol h<£(&ij)>%, jezeli f—0,

przy czym symbol (x> jest zdefiniowany nastgpujaco:

0, jezeli x <0,
(65) w>={ :

x, Jezei x>0,
W wyprowadzonych zwigzkach (6.4) nie uwzgledniono trudnosci wynika-
Jjacych z nieokreslonodci kierunku wektora &/ do aktualnej powierzchni piynig-
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cia w czasie procesu odksztalcenia. Przyczyng tej nieoznaczonosci jest wplyw
efektéw reologicznych na postaé powierzchni plyniecia.

Efekty te mozna uwzgledni¢ wprowadzajac nastepujgcy zalezno$é (por.
P. M. Nagubot i S. A. Murch, [18]):
(6.6) i = [L%+_Ma—f,%]< L) >
w ktérej funkcja f, jest powierzchnig plyniecia, opisujacy tylko izotropowsa
zmiang warunku plastycznodci, a druga funkcja g okresla takg zmiang kierunku
wektora &, jaka jest dopuszczalna i ktéra wynika z poprzednio dyskutowanych
przyczyn., Wielkosci L i M sa skalarnymi funkcjami zaleznymi od {#)}.

7. Dyskusja i wnioski

Konczae opis metod pierwszego kierunku chcemy zwrécié uwage na kilka
podstawowych zagadnied, wykazaé jego zalety i wady oraz zanalizowaé nie roz-
wigzane do tej pory problemy.

Trzeba zaznaczyé, ze metody opisujgce zachowanie si¢ cial sprezysto—lepko-
plastycznych nie stanowia jeszcze narzedzia, za pomocy ktdrego mozna rozwig-
zywaé praktycznie wazne problemy brzegowe. Kierunek ten postawil sobie
bardzo ogdlne zadanie, wymagajace jeszcze wielu badan i prac. Wiele kwestii
pozostato nie wyjasnionych, niektore sg tylko zasygnalizowane.

Zaletg tego kierunku jest jego gleboka warto§é poznawcza, wskazanie na
podstawowe trudnodci i stworzenie ogdlnie chyba stusznej i konsekwentnej
drogi postgpowania. Jego niezaprzeczalnym sukcesem jest zbudowanie ogdl-
nych podstaw szeroko rozumianych zagadnied lepkoplastycznoéci.

Sledzac rozwdj podstaw tego kierunku widzimy wyraznie, ile probleméw
pozostalo jeszcze do rozwigzania.

Jako zagadnienie podstawowe nalezy wymieni¢ przede wszystkim szczegéto-
wa dyskusje i zbadanie kryterium uplastycznienia cial sprezystolepkich,
sprecyzowanie postaci funkcji reprezentujacej warunek plastycznoscei i pokazanie
jej zalezno$ci od efektéw reologicznych. Z tym zagadnieniem wigze si¢ kwestia
zmiany powierzchni plynigcia w zaleznosci od réznych czaséw trwania drogi
obcigzenia. Rozwiazanie tego zagadnienia usunie nieoznaczono$é, o ktdrej po-
przednio byla mowa. Pelne wyjasnienie i dyskusja kwestii ortogonalnodci wek-
tora przyrostu odksztalcenia plastycznego, zbadanie charakteru réwnan stanu
dla bardziej konkretnych przyktadéw materialéw rzeczywistych — oto dalsze za-
gadnienia.

Do zagadnienn podstawowych zaliczy¢ trzeba réwniez dyskusje stusznosci
podstawowej hipotezy, ktéra wyraza zwiazek (1.1).

Mozna tu réwniez wymienié¢ problemy, ktére pozwolg na rozszerzenie stusz-
nodci rozwazan i wynikéw juz uzyskanych. ‘

Pierwszym z nich bedzie uogdlnienie lub zbadanie na nowo tych samych
probleméw przy zalozeniu odksztalced skonczonych i rozszerzenie rozwazan
na procesy nieizotermiczne.
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Do tej pory nie ma pelnego opracowania podstawowych zagadnienn dotyczg-
cych termodynamiki odksztalced sprezysto-lepkoplastycznych. Wydaje sie,
ze jest to kwestia réwniez podstawowa, gdyz jej rozstrzygniecie pozwoli oprzeé
wszystkie rozwazania natury fenomenologicznej na bardziej $cistych podsta-
wach fizykalnych.

Pozostaje tez otwarta kwestia jednoznacznosci rozwigzania podstawowego
problemu brzegowego lepkoplastycznosci.

Nie opracowano réwniez do tej pory twierdzen wariacyjnych, ktére pozwo-
lityby na konsekwentne stosowanie metod przyblizonych.

II. MATERIAL SPREZYSTO/LEPKOPLASTYCZNY

1. Podstawowe zafozenia

Badania tego kierunku byly zapoczatkowane wczedniej niz badania kierunku
poprzedniego. Ogdlne podstawy rozwoju zagadnien lepkoplastycznych w ra-
mach tego kierunku data praca K. HoHENEMSERA i W. PrAGERA [11] w roku
1932 (patrz réwniez W. PraGrr [31, 32]).

Nie od razu jednak praca ta spotkala sie z pelnym zrozumieniem. Wydaje
sig, ze dtugo byla niedoceniana. Zainteresowano sie nig dopiero w latach 1948-
1950, kiedy to W.W. Soxorowskr [36, 38] a nastepnie L. E. MALVERN
[16] wykazali, Zze w oparciu o zaloZenie K. Hohenemsera 1 W. Pragera mozina
opisaé pewne wilasnoéci dynamiczne materialéw wrazliwych na predkosé od-
ksztalcenia. Dotyczylo to jednak tylko problemdéw jednowymiarowych.

Szersze rozwiniecie idei K. Hohenemsera i W. Pragera przyniosly prace
[26, 27, 29].

Dzigki przyjeciu zaloZenia, ze material posiada cechy lepkie dopiero po
uplastycznieniu, a w obszarach sprezystych cechy te sg nieistotne, podstawowe
koncepcje opisu wiasnodci lepkoplastycznych réznig si¢ od metod kierunku
poprzedniego. .

Zalozymy, ze predkosé odksztalcenia mozna rozlozyé na czg$C sprezysta
1 niesprezysta:

(1.1) by = &5 ef .

Czeéé niesprezysta predkosci odksztalcenia oznaczona przez &); reprezentuje

sprz¢zenie efektéw lepkich i plastycznych.

2. Ogoélne zwigzki fizykalne

Poniewaz w obszarach sprezystych material nie posiada cech lepkich, to
dobdr odpowiedniego kryterium uplastycznienia bedzie znacznie prostszy
niz dla materiatu sprezysto-lepkoplastycznego.

Poczatkowy warunek plastycznodci, ktéry nazwiemy statycznym kryterium
uplastycznienia, nie bedzie sie¢ réznil od znanych kryteriéw plastycznodci w kla-
sycznej teorii plastycznodci.

2 Mechanika Teoretycznal Stosowana
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Aby nasze rozwazania mialy charakter dostatecznie ogélny, wprowadzimy
statycznga funkcje uplastycznienia w nastgpujacej postaci:

2.1) Floy, ) = ﬂ%s@-—l ,

gdzie funkcja f(oy, €f}) zalezy od stanu napreZenia o 1 od stanu odksztal-
cenia plastycznego ef,. Parametr 2 jest zdefiniowany wyrazeniem

fy
2.2) x = 1(W,) = x (of oy dehy)

Wielkoéé ta nazywana jest parametrem wzmocnienia (dokladny opis dwdéch
podstawowych definicji parametru » mozna znalezé w ksigzce R. Hirra [10]
lub w pracy P. M. Nacupr [17]). .

O powierzchni ptynigcia F = 0, rozwazanej w dziewigciowymiarowej przestrze-
ni naprezen, zakladamy, Ze jest regularna i wypukia.

W pracy [29] zaproponowano nastgpujace zwigzki fizykalne opisujgce ma-
terial sprezysto/lepkoplastyczny

by = iy T CB(E)y
o] gy
(2.3)
éll == 3—K6‘" .

Funkcja @ (F) powinna by¢ dobrana na podstawie rezultatéw badan do$wiad-
czalnych, dotyczacych dynamicznych wlasnoéci materialéw. Odpowiedni dobér
funkcji @(F) pozwala na opis wplywu predkosci odksztalcenia na granice
plastycznoéci materiatu. Zagadnienie wyboru funkeji @(F) w oparciu o wyniki
doéwiadczen zostalo szczegdlowo przedyskutowane w pracy [27].

Wygodniej bedzie zapisaé zwiazki fizykalne w troche¢ innej postaci

oy = ity (B 5L,
(2.4) . /
= 3—K&” >
gdzie obecnie y = y%/x oznacza stalg materiatu.

Réwnania stanu (2.4) wprowadzajg zalozenie, ze predkoéé odksztatcenia
niesprezystego jest funkcjg stanu naprezenia bedgcego rdéznicg mie¢dzy stanem
rzeczywistym, a stanem odpowiadajacym statycznemu warunkowi uplastycz-
nienia. Funkcja réznicy stanu naprezenia wytwarza predko$é odksztalcenia nie-
s?r'gz'ystego zgodnie z prawem lepkosci Maxwella. Sprezyste skladowe tensora
odksztalcenia s3 niezalezne od predkosci odksztalcenia.

Zwigzki fizykalne (2.4) opisujg réwniez wzmocnienie materiatu. Dzigki
wprowadzonej funkcji F mozna opisaé wzmocnienie zar6wno izotropowe jak
i anizotropowe,

&y
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Aby daé blizszg dyskusj¢ zwigzku (2.4), rozwazmy tylko niesprezysts czesé
predkosci odksztalcenia:

(2.5) &= y®(F) a‘z -

Po prostych przeksztalceniach z réwnania (2.5) otrzymamy

(2.6) floy, &) = %(W,){1+¢‘1|: (Ii)m (% 5?7]:1 2 )_m]} ’

doy

gdzie I§= %é}}é;’j jest drugim niezmiennikiem niespre¢Zystego tensora pred-
kodci odksztalcenia.

Zwiazek (2.6) przedstawia dynamiczny warunek plastycznosci dla ciala
sprezysto/lepkoplastycznego, ktére wykazuje izotropowe i anizotropowe wzmoc-
nienie. Opisuje jednoczednie zaleznosé kryterium plastycznosci od predkosci
odksztalcenia.

Réwnanie (2.6) okresla zmiane aktualnej powierzchni plyniecia w czasie
dynamicznego procesu odksztalcenia niesprezystego. Zmiana ta jest spowodo-
wana izotropowym i anizotropowym wzmocnieniem materialu oraz wplywem
efektéw reologicznych, ktére w analizowanym przypadku oddzialywajg przez
wplyw predkosci odksztalcenia.

Na podstawie réwnan (2.4) mozna fatwo wykazaé, ze predkoéé odksztalcenia
niesprezystego, traktowana jako wektor w dziewigciowymiarowej przestrzeni
naprezen, jest zawsze skierowana wzdiuz normalnej do aktualnej, dynamicznej
powierzchni plyniecia.

3. Szczegélne przypadki zwiazkow fizykalnych

Zbadamy obecnie kilka przypadkdéw szczegblnych zwiazkéw fizykalnych (2.4).
Jako pierwszy przyklad zanalizujemy relacje opisujace zachowanie sie materialu
sprezysto/lepkoplastycznego wykazujacego wzmocnienie izotropowe. W tym
celu zalézmy, ze funkcja F ma postaé
(3.1) r=1l0) _q,

P
gdzie funkcja f(o;;) zalezy obecnie tylko od stanu napre¢zenia. Jezeli ograniczy-
my nasze rozwazania do warunku plastycznosci Hubera-Misesa, tzn. przyjmiemy
f(oi)) = (J)Y3, gdzie J, jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezenia,
wtedy zwigzki (2.4) daja®

8 Podobng postaé zwigzkéw fizykalnych badal ostatnio S. ‘KALISKI w pracy przygotowanej do
druku. Réznica migdzy réwnaniami (3.2) i zaleznoéciami 5. Kaliskiego polega tylko na definicji
parametru wzmocnienia .

2
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. 1 /7 ) Sij
& = Sy (D —1 I,
(3.2) Ry
& = 3[{' Oy
Zgodnie z (2.6) dypamiczny warunek plastycznosci ma obecnie postaé
— /18
(3.3) VT == (IV,,)I:1+Q5—1(L7~}“—):].

Dla stanu jednowymiarowego réwnania konstytutywne (3.2) prowadzga do nas-
tepujacego prawa:

(3.4) i~ <D[ - },

gdzie y* — 2y /Y3, ¢(e?) = V3 #(W,), ¢ oznacza odksztalcenie, ¢ naprezenie
1 £ modul Younga.
Prawo (3.4) bylo po raz pierwszy wprowadzone przez L. E. MaLVERNA [16].
Wyrazenie (3.3) w przypadku zagadnienia jednowymiarowego daje zwigzek

£P
(3.5) o= (p(ap)[l—}- @—1(%”,
gdzie o = ¢(eP) jest statyczng charakterystyka materialu dla prostego rozcig-
gania.

Jako drugi przypadek zbadamy zwiazki fizykalne opisujgce sprezysto-lepko-
idealnie plastyczny material. Przypadek ten otrzymamy przez wprowadzenie
zatozenia, ze funkcja F nie zalezy od odksztalcen, czyli

F:f(JZaJa)_l’

c

(3.6)

gdzie J; jest trzecim niezmiennikiem dewiatora naprezenia, a ¢ oznacza stalg
materiatu.
Réwnania (2.4) mozna obecnie zapisaé nastepujgco:

p 1 . 2y V3 a
€ =ﬂsi1+7<®liw—l}>.—f-,

3.7) doy
1

11*3K

gdzie y = y°/c. Zwiazki (3.7) byly po raz pierwszy wprowadzone i szczegStowo
zbadane w pracy [26].
Dynamiczny warunek plastycznoéci wynikajacy ze zwigzkéw (3.7) ma postaé

(3.8) fe 1) = ¢ {1+®‘1[W_g (% a?; ai]:j)_%]}'

8 Gil >

Y
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Zaktadajac dalej

_Vh
(3.9) F = kz _1)

otrzymujemy odpowiednio nastepujace réwnania konstytutywne i dynamiczny
warunek plastycznosci (por. [26]):

T 1 Lo ll:/: N _5,-_,'
6;1—‘2'7511 |‘7’<(p|:—k- 1]> V:Z"

~(3.10)
S Y
&ij = 3K Tii s
-
(3.11) Ve = k[u—@—l(%ﬂ.

Kiedy odksztalcenia sprezyste sg male w poréwnaniu z odksztalceniami
niesprezystymi, wtedy réwnania (3.10) dla funkcji liniowej ®(F) = F daja
zwigzki fizykalne zaproponowane przez K. HoHENEMSERA i W. PrRacera [11].

Uwzgledniajge odksztalcenia sprezyste i zakladajac nadal liniows postaé
funkeji @(F) = F otrzymujemy na podstawie réwnari (3.10) réwnania fizykalne,
ktére byly szczegélowo badane przez A. M. FREUDENTHALA [8].

Dla stanéw jednowymiarowych réwnania (3.10) i (3.11) daja odpowiednio
zwigzki

p— 0 o
(3.12) E= 0 +y*<cz>(ao .1) 5,

(3.13) ¢ = ao[1+q§—{ (—;;)]

Zwigzek (3.12) opisuje zaleznodci dynamiczne zachodzace migdzy napreze-
niami i odksztalceniami w materiale sprezysto-lepko-idealnie plastycznym.
Prawo to w przypadku liniowej funkcji [D(o/op)—1] zostalo wykorzystane
przez W. W. SokoLowskIEGo [36, 38] do rozwigzania zagadnienia rozprzestrze-
niania si¢ fal naprezenia w precie.

W. Pracer w ksigzce [32] wykazal, Ze réwnania stanu dla ciata lepko-idealnie-
plastycznego i dla ciala idealnie plastycznego sa wzgledem siebie w takim
samym zwigzku jak réwnania stanu cieczy lepkiej i idealnej.

W pracy [29] przedstawiono ogdlng metode otrzymania réwnari klasycznej
teorii plyniecia z réwnad opisujgcych material sprezysto/lepkoplastyczny.

Aby to wykaza¢ blizej zaléZmy, ze y — co. Fizykalnie zalozenie to oznacza
pozbawienie ciata wilasnodci lepkich. Wtedy zgodnie z réwnaniem (2.6) otrzy-
mujemy '

(3.14) flog,ef)=2% Ilub F=0.

Warunek (3.14) jest klasycznym kryterium plastycznodci w teorii opisujacej
izotropowe i anizotropowe wzmocnienie materiatu, Z warunku (3.14) i na
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podstawie definicji funkcji @(F) [por. réwnania (2.4)] w przypadku granicz-
nym, kiedy y — oo mamy @O(F) — 0. Wtedy iloczyn y@(F) = A jest nie-
okreslonym parametrem i otrzymujemy nastepujacy zwigzek: ’
. oF
(3.15) & = Aéa—u'
Parametr 4 mozna okreélié z warunku, ze punkt, ktéry w przestrzeni napre-
zehh obrazuje aktualny stan obcigZzenia, musi si¢ znajdowa¢ na powierzchni

plyniecia
(3.16) F(oy, ef) = 0.
Stad
. OF .  OF.
(3.17) F = %;GU—'—F{,EU_ 0.

Po uwzglednieniu zwigzku (3.15) i spelnieniu réwnania (3.17) dostajemy
wz6r znany z teorii plyniecia (patrz P. M. Nacup1 [17])
___(0F|d0j)6y
(OF |0ep)(OF |901a)
W przypadku materialu sprezysto/lepko-idealnie plastycznego przez podsta-
wienie rezultatu (3.11) do zwigzkéw fizykalnych (3.10) dostajemy

(3.19 i =yVIE W
( ) 81} l/ 2 ~ ]/I{ .
k|14 01| =
4
Przyjmujgc nastepnie w (3.19) y = o otrzymujemy réwnania stanu
: I
(3.20) i = ng )

opisujace zachowanie si¢ nieéci§liwego materialu idealnie plastycznego (por.
W. Prager [32]). Réwnania (3.20) sg sluszne tylko wtedy, kiedy predkosé
odksztalcenia nie znika.

(3.18) A =)

4. Dynamiczny warunek stateczno$ci dla materialu niesprezystego

Gléwnym celem wyprowadzonych zwigzkéw fizykalnych dla materiatu
sprezysto/lepkoplastycznego byla mozliwo$é opisu pewnych wlasnoécei dynamicz-
nych. Dlatego warto sie zastanowié nad modyfikacjg definicji materiatu sta-
tecznego z uwzglednieniem sit bezwladnosci.

Zagadnienie to rozwigzal D.C. DRUCKER w pracy [7]. Rozszerzona defi-
nicja prowadzi do nastgpujacego warunku (por. z definicjg [I-(3.4)]):

U7
@) [ [ e —iprav}at | [ Lerp—iprarl® >0,
t=0 y 14
gdzie przez o oznaczono gesto$é materiatu.
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Wyraz drugi w nieréwnosci (4.1) jest réznicg wartosci catki objetodciowej
liczonej dla chwili z = #; i dla chwili poczatkowej £ = 0.

Oczywiécie, w kazdym przypadku predko$é #f® dla dowolnego punktu
ciata jest w chwili z = 0 taka sama jak predkos$é #{V, stad drugi wyraz w nieréw-
noéci (4.1) jest nieujemny dla dowolnego czasu ? = ¢,. Dlatego nieréwno$¢
[I-(3.4)] ma wicksze znaczenie.

W konkluzji widaé, ze uwzglednienie sit bezwtadnosci nie wplywa na wnioski
wynikajgce z warunku o materiale statecznym odnosnie zwigzkéw fizykalnych.

5. Wyb6r funkcji D(F) i okreSlenie stalych

Petna analiza doboru funkeji @(F) w zwigzkach fizykalnych sprezysto/lepko-
plastycznych oparta pa podstawie badai doswiadczalnych dotyczacych dy-
namicznych wiasnosci materialu przeprowadzona zostala w pracy [27]. Jed-
noczeénie okreslone zostaly fizykalne stale materiatu.

Zanalizowano szczegétowo pigé réznych funkcji

(5.1) B(F) =
(5.2) . @F)=F

(5.3) ®(F) = exp F—1,

(5.4) B(F) = D A,[expFe—1],
(5.5) B(F) = > B,F".

Trzeba podkresli¢, ze nie prowadzono do$wiadczalnych bada dynamicz-
nych dla zloZonych stanéw naprezenia. Wszystkie dotychczasowe rezultaty
eksperymentalne byly otrzymane przy spelnieniu warunkéw dla stanu jedno-
wymiarowego.

W celu umozliwienia analizy réznych funkcji @(F) [wzory (5.1)-(5.5)]
i okredlenia odpowiednich stalych wprowadzono hipoteze o podoblenstWLe
krzywych o—é& i ]/J2 ]/—

Hipoteza ta pozwolila na okreSlenie stalych w zaleznosciach opisujacych
zloZony stan napre¢zenia w oparciu o wyniki dla prostego rozciagania lub $ciska-
nia,

6. Proces relaksacji dla zlozonego stanu napr¢Zenia

" Aby przedyskutowad proces relaksacji dla zlozonego stanu naprezenia, roz-
wazymy cialo sprezysto/lepkoplastyczne o objetodci V, ograniczone regularng
powierzchnig S. Zbadajmy najpierw proces obcigzania, w ktérym sily powierz-
chniowe T; s3 dane na powierzchni S}, a na pozostalej cze$ci powierzchni
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S, = S—S8; sily powierzchniowe znikaja. Po procesie obciazania nastepuje
proces relaksacji, w ktérym predkosel o; zerujg sig na powierzchni Sy, a sily
powierzchniowe nadal znikaja na pozostalej czesci powierzchni S,.

Aby taki proces mégt dostarczyé pewnych informacji dotyczacych zachowania
sie materialu i mdgl byé pomocny przy analizie zwigzkéw fizykalnych, nalezy
doswiadczalng prébe relaksacyjna przeprowadzié tak, zZeby stan naprezenia
i odksztatcenia byly jednorodne. Tak zdefiniowany proces relaksacji nazywaé
bedziemy A-procesem (patrz [26]).

Zbadajmy tensor I7; zdefiniowany nastepujaco:

(61) Ivi_] = % f(Ti’Uj“Jr‘ Tj‘l),‘)dS .
Podczas A-procesu tensor I znika. Stad
1 1
(6.2) Tij :—z—f(T[‘?)j“Jr Tj?)i)dS = ?f(aiknkvj—}— ajknkv,)dS =

1 . .
= — (Gikekj“l“(fjkaki)dV: 0.

Poniewaz stany naprezenia i odksztalcenia zalozone byly jednorodne, to
mamy

1 . .
(6.3) Y(O'ikekj—{—a'jkﬁk,') =1{.

Warunki (6.3) pozwalaja okresli¢ stan naprezenia w procesie relaksacji jako
funkcje czasu,
Przyjmujac w (6.3) £ =7 dostajemy

(64) O'ijé,'j =0 .
Mnozac réwnanie (6.3) przez g;; mamy warunek
(6.5) Gijo.jkéki — 0 .

Rozwazmy nastepnie prostszy problem brzegowy, w ktérym proces obciqzania
charakteryzuje si¢ danymi silami powierzchniowymi 7} na calej powierzchni S,
podczas gdy w procesie relaksacji predkosci o; znikajg réwniez na calej powierzchni
ciala S. Taki rodzaj procesu relaksacji bedziemy nazywaé B-procesem.

PoniewaZ stany naprezenia i odksztalcenia sg z zalozenia jednorodne, to
otrzymujemy warunek

(6.6) &;=0.

Warunek (6.6) prowadzi do nastepujacych dwéch warunkéw skalarnych
(6.7) sigeiy =0,
(6.8) SijSixey = 0.

Warto podkreslié, ze te dwa warunki sa réwniez stuszne dla 4-proceséw
w materialach niescisliwych.
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W pracy [26] zanalizowano szczegélowo catkowanie réwnan otrzymanych
na podstawie warunkéw (6.3) i (6.6), ktore pozwalajg na okreslenie stanu na-
prezenia w dowolnej chwili podezas procesu relaksacji. W celu blizszego scha-
rakteryzowania metody postepowania zbadamy rdéwnania relaksacyjne dla
drugiego niezmiennika J,.

Podczas A- procesu dla materiatu niedcidliwego lub podczas B-procesu dla
dowolnego materialu mamy w oparciu o zwigzki fizykalne (3.10) nastepujace
réwnanie

. /T, _
(6.9) Jot+4pey® (l,*e;— 1)1/12 = 0.

Zalézmy, ze podczas procesu obcigzania zostal osiggniety pewien stan na-
prezenia of? (lub s i of) taki, ze J{¥ = 5 s{Os{® >k Przyjmijmy nastepnie,
Ze proces relaksacy zaczyna si¢ w chwili t = 0. Wtedy réwnanie rézniczkowe
(6.9) moze by¢ zastapione nieliniowym réwnaniem catkowym Volterry drugiego
rodzaju

t N
— |V
(6.10) J,= Jg"’—4,uyf]/J2(§)(D|:-I$ —1i|d§.
0
. . . — (V7 . .
Zakladajac, ze wyrazenie podcatkowe VJ, ® ! spelnia warunek
Lipschitza

(6.11)

VI & ('/Jz—) VJ;'@('/ )‘<N(,|J2 g,

gdzie N, jest dodatnia stalg, mozna otrzymaé rozwiazanie réwnania (6.10)
za pomocy metody iteracji wykorzystujac nastepujacy wzér rekurencyjny:

(6.12) TP = JO by f Y TP (E) @[’—’Ji)(f) —-1:|d§.
Cd
Mozna latwo wykazaé, Ze szereg
(6.13) TP+ Z.o' [74m2(8) T (1)]
=0
jest absolutnie i jednostajnie zbiezny i jego suma
(6.14) Jt) = lirl;lc.]é") ®)

jest rozwigzaniem réwnania catkowego (6.10), a stad i réwnania rézniczko-
wego (6.9). Oczywiscie rozwigzanie (6.14) jest stuszne tylko w obszarze odksztal-

cenl niesprezystych, to znaczy jezeli J, > k2,
W pracy [26] zbadano rozwigzania réwnan relaksacyjnych dla réinych

funkeji @(F). Udowodniono réwniez, ze nieréwno$é Lipschitza jest spelniona
dla wszystkich funkcji (5.1)-(5.5).
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7. Rozwigzania probleméw brzegowych

Mimo skomplikowanego charakteru zwigzkéw fizykalnych opisujacych
zachowanie si¢ materialu sprezysto/lepkoplastycznego udalo si¢ rozwigzaé
kilka waznych probleméw brzegowych dla zloZzonego stanu napreZenia.

Zagadnieniami jednowymiarowymi zajmowano si¢ wczeéniej i istnieje juz
kilka prac przegladowych, w ktérych mozna znalezé krytyczng ocene wynikéw
(patrz np. [12, 30]).

Nie podamy tu réwniez pelnego przegladu rozwigzan uzyskanych dla zlo-
7onego stanu naprezenia. Przedstawimy tylko pewne wyniki podstawowe.

Pelng dyskusje zagadnienia rozprzestrzeniania si¢ fal naprezenia w osrodku
sprezysto/lepkoplastycznym w oparciu o zwigzki fizykalne (3.10) dla wszystkich
wprowadzonych funkeji @(F), (5.1)-(5.5) podajg prace [24, 25, 28]. Wy-
kazano, ze cztery rodzaje fal: fala sferyczna, cylindryczna fala promieniowa,
cylindryczna fala $cinania i fala plaska w pélprzestrzeni daja si¢ sprowadzié
do jednego zagadnienia matematycznego. Naturalnie metody rozwigzania
tego zagadnienia sg rézne w obszarach sprezystych i w obszarach niesprezystych.

Rozwigzanie problemu rozprzestrzeniania sie sferycznych i cylindrycznych
fal naprezenia w o$rodku opisanym zwigzkami (3.10), ale dla liniowej funkeji
D(F) przedyskutowano w pracach [20, 23]. Podobnym zagadnieniem dla fali
cylindrycznej zajmowal si¢ L. W. NixiTiN [19].

Okazalo sig, ze stosowanie réwnani fizykalnych ciala sprezysto/lepkoplastycz-
nego do zagadniern brzegowych plyt jest zbyt skomplikowane. Nie mozna
uzyskaé rozwigzan, ktére moglyby by¢ wykorzystane w praktyce inZynierskie;j.
Dlatego W. PRAGER zaproponowal w pracy [33] pewng linearyzacje réwnan
stanu, polegajaca na zastgpieniu warunku plastycznosci Hubera-Misesa wa-
runkiem odcinkami liniowym, tzn. warunkiem Treski. Linearyzacja ta dotyczy
przypadku, kiedy

F= VE—I i O(F) = F.

W oparciu o te¢ koncepcj¢ E. J. ApprLeBy 1 W. PRAGER [1] rozwigzali zagadnie-
nie zginania plyty kolowej lepko-sztywnoplastycznej, swobodnie podpartej
na brzegu i réwnomiernie obcigzonej.

Krytyczng oceng wynikéw uzyskanych dla belek w oparciu o model lepko-
sztywnoplastyczny daja prace P. S. Symonpsa i S. R. Bobpnera [4, 5],
w ktérych réwniez poréwnano wyniki teoretyczne z rezultatami do$wiad-
czalnymi.

Rozwigzania innych zagadniedi dynamicznych badZz quasi-statycznych dla
osrodka sprezysto/lepkoplastycznego przyniosty prace, [2, 13,14, 15, 37, 40, 41].

8. Wnioski koncowe

Oceniajac krytycznie dorobek kierunku drugiego chcemy zwrécié uwage
na kilka podstawowych kwestii dyskusyjnych.



PODSTAWOWE ZAGADNIENIA LEPKOPLASTYCZNOSCI 27

Powazne zastrzezenia budzi podstawowe zaloZenie, ze material w obszarach
nieuplastycznionych nie posiada wiasnodci lepkich. Na obrone tej hipotezy
mozna przytoczy¢é przykiady metali, ktére wykazuja wyrazniejsze wlasnosci
lepkie po uplastycznieniu niz przed uplastycznieniem. Dobrymi przykladami
mogs tu by¢ migkka stal i czyste Zelazo. Nie znaczy to jednak, ze metale te nie
posiadajg zupelnie wilasnosci lepkich w obszarach nieuplastycznionych.

Dalszg kwestig dyskusyjng jest zalozenie, ze wektor predkosci odksztalcenia
niesprezystego & jest ortogonalny do aktualnej powierzchni plyniecia, co
prowadzi w efekcie do koncepcji potencjalu plastycznego. Zalozenie to ogra-
nicza wplyw efektéw reologicznych na warunek plastycznosci.

W rozwoju kierunku drugiego brak opracowan podstaw opartych na termo-
dynamice nieodwracalnych proceséw odksztalcenia lub na fizyce metali. Ostatnie
badania wskazuja, Ze wiele zjawisk dynamicznych mozna wyjaénié na bazie
teorii dyslokacji (por. np. [35]).

Nie zostala réwniez detychczas zbadana jednoznacznosé rozwigzania podsta-
wowego zagadnienia brzegowego dla o$rodka sprezysto/lepkoplastycznego.
Nie ma tez ogblnych opracowann metod przyblizonych opartych o twier-
dzenia wariacyjne. ‘

Zaleta tego kierunku jest oparcie teoretycznych rezultatéw o baze wynikéw
dogwiadczalnych. Przeprowadzona konfrontacja wynikéw wskazuje na mozli-
wos¢ dobrego opisu wielu zjawisk dynamicznych.

Uzyskane juz rozwigzania problemdéw brzegowych stwarzaja perspektywy
zastosowania metod tego kierunku do rozwigzywania wazinych dla praktyki
zagadnien. )
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Peswme
OCHOBHBELIE BOITPOCHI BA3KO-IJACTUUHOCTH

T'raBrO# Henpl0 paGoThl ABMAETCH NPEACTABACHHE OCHOBHAIX HAMpaBJeHHIl DasSBHTHA BsI3KO-
ILTACTHUHOCTH , HOBOH OTPACTH MEXAHHIKH CIUIOIHOMH Cpenbl, MLITAIOMENCH HATh COBMECTHOE OIlil-
.caHMe DEOoJIOTHUCCKHX M IUIaCTHUECKUX CBOMCTB Mmarepuana.

upoxo 08CY)KEEHLI OCHOBBI TEOPHMM, KPHUTEPHH IUIACTHYHOCTH U (PH3MUECKHE 3aBHCHMOCTH
Me)(IY TEeH30pPOM HANPSIKEHHS M TeH30pom medopmauuu.

B nepnoit uacTH JAH AHATH3 CBOWMCTB yNnpyro-BSI3KO-IIJIACTHUECKHUX TEJ, KOTOphIE MIPOARJIAIOT
peonoraueckue a(PSKThI JO M MNOCHE BO3SHHMKHOBEHUs IulacTHUecKkux nedopmanuii.

OBy KOeHo ycoBue IIAaCTHYHOCTH B 3aBHCHMOCTH OT BASKHX CBOICTB 1 HCCNEHOBAHBL KpH-
“TePHH HATPY3KH.

ITyrem BBefeHust mocrymara Hpakepa of ycroifuuBoM MaTepuane IJOKA34HA BBITYKJIOCTE IIO-
BePXHOCTH TEKYWeCTH M BLIBEJIEHBI YCIIOBHS PaspeILAIOLIFe HCCIeZOBATh HANPSDKCHHUA M [e-
<bopmMaMi H BBEIABHTL PA3THYHS BBITEKAIONIHE H3 O{HOBPEMEHHOrO BIHSHMSI PEOJIOTHUECKHX
M macruyeckux g pexros,

Bo Bropoil uacTu paboThi HaH 0630p METOXOB ONMCAHHSI YIIPYro/BASKO-TIIACTHUECKHX Ma-
TEPHANIOB, KOTOPBIC NPOABIAIT ACHO BBIPAYKEHHBIE DEOJIOTHUECKHE CBOMCTBAa TOJIBKO JIHILL
B IUIACTHYECKHX OOTAaCTHAX, 4 TaKke 0630p (eHoMEeHOOrHUeCKUX (PU3UUECKHX 3aBMCHUMOCTEH,
OIHCBIBAIOLIHX BIIMAHHE CKOpOCTH JehOpMaliHK HA MpefesT MIACTHYHOCTH,

OBcy)OeHbI BAHAMHUECKHE YCIOBHA MIEACTHUHOCTH M UCTKO BBIABICH XapaKTep 3aBHCHMOCTH
aTHX ycJoBHH oT cxopocTH Aedopmaruu. IToxazsaHo, uro U3 oBLuX (DUIHUECKHX 3aBHCHMOCTEN,
OMHCHLIBAIOLIMX H3OTPONHOE K AHH30TPOIHOE YPOUHEHHE U BIMAHHE CKOPOCTH Ne(opMariiy, MOMKHO
TIONYYHTh MHOTO HMHTEPECHbBIX YACTHBIX CIyYaeB.

JoxasaHo TakiKe, 9TO B NPEAEIBHOM Clydae, KOrJa NOCTOSHHAS MaTepHaia y—>o0, IIOYyYaIoT-
CHl U3BECTHBIE TEOPHH IUIACTIYECKOTO TEYemHs,

TTopoGHO MpPOaHAIM3HPORAH MPOLIECC PESIAKCALMK JUTA COMKHOrO HANpPSIKEHHOrO COCTOSHHA
¥ NOKA3AHbI METOMbI MHTErPHUPOBAHHA PENIAKCAUHOHHBIX YpaBHEHHH,

B xonme BTOpoii wacTH npoBemeH KparKuiH 0030p pelfeHdi KpaeBbIX 3ajad.

B aamounTensHOM yacTH J8H KDHTHUYECKHI{ aHANM3 OCHOBHBIX YNPOIIAONIX IIOJIOMKEHHIT

U HEPEIIEHHBIX 3aJja4, a TAKXKe OGIMI HaBpOCOXK IEPCHEKTHE NANMBHEHIET0 DasBHTHUA HCCIEHO-
BaHHUI,

Summary

FUNDAMENTAL PROBLEMS IN VISCO-PLASTICITY

The aim of the paper is to show the fundamental trends of visco-plasticity, representing a new
branch of continuous media mechanics, which attempts to describe simultaneously the rheolo-
gical and plastic properties of materials,

Fundamental problems, like the yield criterion and the constitutive equations have been exten-
sively discussed in the paper.
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In the first part of the paper the properties of elasto—visco~plastic bodies are described, the
rheological effects appearing both before and after the yield point, the yield condition depending
on viscous properties is discussed.

Introducing the Drucker postulate concerning stable materials, the convexity of the yield surface
can be proved, and some conditions are derived which enable us to determine the direction of
the rate of plastic deformation vector.

General constitutive equations have been shown, and differences resulting from simultaneous
theological and plastic influences have been stressed.

The second part of the paper presents a review of some properties of elasto/visco—plastic ma-
terials, i.e. materials which reveal explicit rheological properties in the plastic region only.

Phenomenological constitutive equations describing the influence of the strain rate on the
yield limit are given. Dynamical yield conditions are discussed, and their dependence on the strain
rate is emphasized. It has been proved that from the general constitutive equations describing the
isotropic and anisotropic work hardening and the influence of the strain rate, numerous interesting
special cases can be derived. It can be shown, furthermore, that the case, when the material constant
v tends to infinity, corresponds to the well known theory of plastic flow.

Detailed analysis of the relaxation process in the case of a general state of stress is followed by
the demonstration of effective methods of integration of the relaxation equations. A short
review of solutions of the boundary value problems concludes this part of the paper.

Final remarks are devoted to a critical analysis of basic assumptions, to the unsolved problems
of visco-plasticity and to general outlines of the probable future development in this field of me-
chanics,
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