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monicznych,

fal har-



84 KRrzvszror WiLMANsKI

7(t) funkcja jednostkowa Heaviside’a,
S, Im funkeje Bessela pierwszego rodzaju rzedu m od argumentu, odpowied-
nio rzeezywistego 1 urojonego,
E, G modul Younga i modul odksztalcenia postaciowego.

1. Wstep

Rozwoj przemyslu oraz budowa urzadzer szczegdlnie narazonych na obcig-
zenia dynamiczne wywolaly konieczno$é uscislenia metod obliczeniowych,
stosowanych w klasycznej wytrzymalosci materialéw. W 1914 r. H. Lawms
[34] zwrécil uwage, Ze nawet w najprostszym przypadku belki obcigzone;
udarowo eclementarne réwnanie drgmi, podane przez BERNOULLIEGO i1 EULERA

nie jest prawdziwe. W powyzszym réwnaniu £J oznacza sztywno$é na zginanie,
eA mase belki na jednostke diugosei, w ugiecie, &, t wspélrzedne odpowiednio
micjsca 1 czasu,

Réwnanie to prowadzi do wyniku §wiadczacego, ze wplyw nagle przytozonego
obcigzenia rozchodzi sig z szybkoscig nieskoriczong. W celu wyeliminowania
tego bledu nie zrezygnowano z metod wytrzymatosciowych i zgodnie z pro-
pozycja S. P. Timosnenk! [47] wprowadzono do réwnania Bernoulliego-
Eulera poprawki uwzgledniajace wptyw sit poprzecznych na ugiecie oraz sily
bezwladnodci obrotowej (poprawka Rayleigha). Mimo Ze teoria réwnania Ti-
moshenki jest znacznie bardzicj skomplikowana od eclementarnej, to jednak
jest ona znacznie prostsza od rozwigzania tréjwymiarowego ukiadu réwnan
liniowych teoril sprezystosci.

2. Podstawowy uklad réwnan

Niech ABCD bedzie elementem ograniczonym przez dwa przekroje belki
pryzmatycznej, prostopadte do nieodksztatconej osi belki Ow, odlegle od siebie
o dx. Wtedy zwiazki fizyczne (przy zalozeniu stusznosci hipotezy ptaskich
przekrojéw) majg postaé:
~ . 2 3220,,

(2.1) M= — Bl
dwg
3

gdzie w = w,+w, jest calkowitym ugieciem belki.
Réwnania réwnowagi clementu przedstawionego na rys. 1 prowadza do za-
leznosei:

a0 )
(2.3) G = QA,-—C,W — q(x),

(2.2) 0 = GA,
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oM P*w,

Uktad réwnan (2.1)-(2.4) stanowi podstawowe wzory teorii Timoshenki.
Sa one cytowane w réznej postaci, jednak najczesciej spotykane jest réwnanie
opisujace ugiecie w. Po wyeliminowaniu z wyzej przytoczonych réwnai w,,
w,, M i Q otrzymujemy (postaé jednorodna — g¢(x) = 0) [31], [47]:

Q(X

X
| dx .
Rys. 1
dlw daw 1 0w 0w
(2:3) W”(“L )8x28t2+ 2‘8t4+ FrR

Zastanowimy si¢ obecnie nad sensem fizycznym wspdtczynnikdw ¢} i c3.

3. Dowdd falowosci rownania Timoshenki

Charakter fizyczny réwnania (2.5) po raz pierwszy zbadali w 1942 r. J. Pres-
cotT [43] i W. FLuGGE [20]. Ponizej przytoczymy rozwazania przeprowadzone
przez J. S. UrLjanDa [49] w oparciu o metode transformacji Laplace’a,

Zatbzmy, ze: '

(3.1) W, p) = [w(s, e d,
0
wtedy
1 _
(3.2) (1) = s f ® (s, p) e dp,

gdzie symbol (Br) oznacza kontur Bromwicha-Wagnera na plaszczyZnie zmien-
nej zespolonej p (rys. 2). Prosta okre$lona symbolem (Br) ogranicza obszar
wartosci p, dla ktérych transformata ugiecia w(x, p) jest analityczna. Wszystkie
punkty osobliwe #(x, p) znajduja sie po lewej stronie tej prostej.



86 KR/vszmr WILMANSKI

Jedli operacje opisang zwigzkiem (3.1) wykonamy nad réwnaniem (2.5),
to otrzymamy:

d*w d*w o P —
(33) W—j)(2+ )d2+p (()1()2 K)‘ZU—O
LIm p
r
T
Br N
0y
Re p<0 Re p>0
Rep
L
Rys. 2
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja:
(3.4) wix, p) = D Aie"¥,  i=1,2,3,4,
i=1

gdzie

(BS m=4+ M]/j;]/pi N]/Pé_—Ta-, A; s stalymi catkowania.
Transformate odwrotng (3.2) okredlimy dla preta péinieskoriczonego x > 0.
Wtedy (3.4) przechodzi w zwigzek:

(3.6) w(x, p) = Ay (p) e~ +Ay(p) €7,

gdzie Re n, >0 1 Re n, > 0.
Rozwigzaniem réwnania (2.6) dla tego przypadku JCSt funkcja:

(3.7) e, ) = 5 f [Au (e + Ay (p) e e dp.

Z twierdzenia Cauchy’ego i poczynionych powyzej [por. objasnienie wzoru
(3.2)] zalozen odnos$nie konturu wynika, ze catki po prostej (Br) i po tuku
I, s3 sobie réwne. Zgodnie z (3.5) dla duzych |p|mamy zalezno$é:
~L2 P
7 & L2 e

1 dla dostatecznie duzego R mozna napisaé:
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1 .
(3.8) W= w; + W, = 2*751_[ 4,(p) exp p (i - %1) exp (&, x)dp

1 .
+ o If A, (p)expp (i — —2;) exp (&%) dp,

gdzie
lim ¢, =0, lim & = 0.

R—c0 R-»c0

Gdy lim 4, (p) =lim 4,(p) = 0, to z twierdzenia Jordana otrzymujemy:

[p|-»o0 Ip|—>o0

w, =0 dla z<i, w,=0 dla 1< X
I Cq
A wigc efekt obcigzenia rozprzestrzenia si¢ w precie w postaci dwéch fal
o szybkodciach ¢, i ¢,. Charakter tego ruchu falowego zbadali: w 1947 r. J. L. B.
CoopPer [9], péiniej H. SCHIRMER [46] oraz B. Bubiansky i R. W. LEonarD [7].
Ta ostatnia praca oparta jest na metodzie charakterystyk zastosowanej zardwno
do belki nieskoriczonej, jak 1 skonczone;j.

4. Drgania wlasne belki

Najwigksza liczba prac dotyczy rozwigzania réwnania Timoshenki dla przy-
padku drgan wlasnych. Réznig sie one zaréwno warunkami brzegowymi, jak
1 metodamirozwigzan. Pierwsze wyniki dotyczace belek nieskoriczonych zostaly
podane przez E. T. KruszEwskiEGo [32] i R. A. ANDERsONA [1]. Prace ra-
dzieckie dotyczg gléwnie pojedynczych fal harmonicznych [19, 29, 42]. Ocene
wplywu wprowadzonych poprawek na czestotliwo$¢ drgan przeprowadzil
po raz pierwszy TIMOSHENKO we wspomnianej pracy [47]. To samo zagadnienie
rozpatrywali R. D. MinpLiN i H. Deresiewicz [39], V. PErrovsky [40], T. C.
Huane [26]. Ten ostatni autor wprowadzil do analizy drgan wlasnych metodg
Galerkina 1 zwigzang z nig metode¢ wariacyjng Ritza [27]. Przy pomocy nume-
rycznej metody Mpyklestada-Thomsona, polegajacej na podziale masy belki
na n mas skupionych, T. C. Huang i N. C. Wu obliczyli drgania whasne belki
o zmiennym przekroju [25, 28]. Okazuje sie, ze wyniki réznig si¢ w tym przy-
padku o 2-309, od rozwigzan wg teorii klasycznej. Rozbiezno$é jest tym
wigksza, im wyZszy jest numer rozpatrywanej harmoniki. '

Wreszcie D. J. WEIDMANN [51] oméwit przypadek belki o przekroju cienko-
$ciennego dwuteownika z dwoma osiami- symetrii. Rozwigzan poszukiwat
w postaci rozktadu zaburzen na pojedyncze fale harmoniczne. Wyniki odbiegajg
od klasycznych nawet o 40%,.

Ponizej przytoczymy analize czestotliwoéei drgait w oparciu o rozwigzanie
réwnania Timoshenki w postaci pojedynczej fali harmonicznej. Dla belki
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swobodnie podpartej uklad réwnan (2.1)-(2.4) zapisujemy w nastepujgce;
formie:

Pw 1 Pw  Pw,

W g o

(4.1)
¢ 82’501, 1 az‘wb 2 a
er ( P 7)2?) =K o (wy, — w).

Szukamy rozwigzania w postaci

w = Asin«,xsin wt

(4.2) Juw,

T Bcosa,xsin wi
X

n=123,...,

)

gdzie /[ jest df(lgoécia belki. Po podstawieniu (4.2) do (4.1) otrzymujemy:

(4’3) 4 (‘g - n) + BO(,, - 0
AU,,62K+B( ol 2K) =0.
Ukfad réwnan jednorodnych (4.3) ma rozwigzanie nietrywialne, jesli
w?
c_g - O’." Xy

o, i K (_“;H"cz”“ c%K)

co prowadzi do réwnania:

' 2 ;1_4 2
Eg—{a, [61 ]—I—K} w? b = 0.

Rozwigzanie otrzymujemy w postaci:

% (11 &) /{1 1 K} 4
Gal) on= 7 s+t V(—JF—JF‘“) —ag

(442) op=—""=7/ ( +- +~~) Fl/( -+ +K)2—~-~4— ;

ST VTR FraT ) T
tatwo wykazaé (por. np. [42]), ze czestotliwo$é ,; jest zawsze mniejsza od cze-
stotliwosci otrzymywanych wg teorii klasycznej. Obnizenie czestotliwodei w,,
w stosunku do wynikéw klasycznych okazuje si¢ tym wieksze, im krétsze
sg fale odksztatcen. Dla czestotliwoscei pierwszej fali wynosi ono np. 2%, "ale
juz dla pigtej harmoniki siega 259%. Czestotliwoéé drugiego rodzaju ", jest
bardzo znaczna i jest poréwnywalna z w,, tylko dla bardzo ‘krétkich fal
(w poréwnaniu z wymiarami przekroju poprzecznego belki). Y
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5. Drgania wymuszone

Wyznaczenie ugieé, katéw obrotéw stycznych, sit uogdlnionych oraz czesto-
tliwosci w przypadku obcigzenia belki czynnikami wymuszajgcymi drgania
sprowadza si¢ do rozwigzania pewnego zagadnienia granicznego dla réwnan
Timoshenki. Metody rozwigzan sg rézne w zaleznosci od typu zadania, Wszystkie
rozwigzania $ciste otrzymano dotgd w oparciu o metode transformacji catko-
wych. Ze wzgledu na frudnosci matematyczne wigkszo$é prac dotyczy belek
nieskoriczonych i pédinieskorniczonych.

Poniewaz w zagadnieniu obok zmiennej miejsca wystepuje czas ¥, wiec czesto
stosowang jest transformacja Laplace’a. Omdéwimy pokrétce przypadek belki
péinieskoniczonej, obcigzonej na korcu swobodnie podpartym momentem
Heaviside’a M(0, t) = My (t). Zagadnienie to zostato rozwigzane przez FLUG-
GEGO i Zajaca [21]. Podstawowe réwnania Timoshenki (2.1)-(2.4) po prze-
transformowaniu i uwzglednieniu warunkéw granicznych prowadzg do naste-
pujacych zwigzkéw:

(5.1) . M(&, p) = My(§, p) + Ma(§, p),
(52) M) = Je 141~ ) | o0 (- m
(5.3) My(&, p) = %" [1 - (1 ——%é)%] exp (—my &),
gdzie

M5, p) = [ MEerdr, §=%, =21

(5.4)
2 2 2 2
ny, = [ap® F p(b%p? — 1t a4 = _C};;%Cz . b= %

Mozna wykaza¢ (por. p. 3), ze M,(£,7) = 0, gdy v < & oraz M,(£, 7) = 0,
gdy 7 << &(¢y/c,) . A wigc moment gngcy rozchodzi si¢ w postaci dwéch fal o réz-
nych szybkosciach frontéw. Poszukiwanie transformat odwrotnych M(¢, p)
w pracy [21] przeprowadzono w oparciu o rozktad funkcji w szereg potegowy.

Przedstawimy M;(&, p) w postaci rozkladu w szereg wzgledem 1/b%?
Otrzymamy: '

(55) My (% bp) =eG, ({5) M, (—f— bp) = et G, (7,15) ,

gdzie
L+l Joo -5 250G

an }
i) =52 L (=g Toe[-5 2ERGT T

7 Mechanika teoretyczna i stosowana

2
S
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1 1\ .
gf(bz—pz):[“”(l—bz?)z]’ P=hz

Wykorzystujac twierdzenia

o ol w143

2)  LHe " F(p)) = Flr—k)n(v—k),

oraz

otrzymujemy
1 _
Ml(g’ T) = F Gl (.C b E) 77(T—' 5)7
2!
N o
MZ(E) T):_I';Gg '—b’*_‘ n T—Eg .

Pozostajg do okreslenia transformaty odwrotne G, i G,. Zostaly one uzyskane
przez FLUGGEGO i Zajaca na drodze numerycznej. Dla matych czaséw ¢ i dla
duzych &, a wigc w otoczeniu frontéw fal rozwigzanie mozna przedstawié w po-
staci szeregdw szybkobieznych:

M) = "oln @) ) 0

m

Neato) )

m=3n

m

o 4'526—1 2
> b\ Y
m,n E m

m=3n+2

©
o ) 1Y ol
n=0

gdzie dla v = const 7, jest miarg odleglosci od frontu fali zginajacej, a 7, od
frontu fali poprzeczne;j.

Inng metode¢ odwracania transformacji Laplace’a przedstawili B. A. BoLey
i C. G. CHao [5]. ZnaleZli oni rozwigzania dla czterech przypadkéw obciyzen
belki péinieskoriczonej poprzez obliczenie calek po konturze. Wadg tego rozwia-
zania jest niedostatecznie szybka zbiezno$é otrzymanych calek oznaczonych
zmiennej rzeczywistej przy.obliczaniu numerycznym.

Oprécz transformacji Laplace’a szerokie zastosowanie w zagadnieniu belki
Timoshenki znalazta catkowa transformacja Fouriera.

Transformacje wykladniczg zastosowal do belki nieskoriczonej R.P.N.
Jones [30], oraz FLUGGE i ZaJAC we wspomnianej powyzej pracy. JONES jako
pierwszy wprowadzil do omawianego zagadnienia asymptotyczng metode
poszukiwania transformat odwrotnych, nazywang «metodg okresu stacjonar-
nego», lub «metoda Kelvinay. Wykorzystali ja réwniez FLGGGE i Zajac. Ponizej
przytaczamy schemat rozwigzania zagadnienia tym sposobem, oparty na pracy
Jonesa.
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Rozpatrzymy belke nieskoficzong, obcigzong impulsowy sitg skupiong
P3(&) n(z). Skorzystamy z réwnan (4.1), na ktérych wykonamy wykladnicza
transformacje¢ Fouriera. Jesli przejdziemy do wspdlrzednych bezwymiarowych
za pomocy zwigzkdw (5.4) to przetransformowane rdwnania przyjma postac:

(5.6) Wy = A_Ej-z—)T [1+ 4, (p)cos (wyt) + Aa(p) cos (w,7)],
— Pr3
(5.7) 5 = 17 (L Ba(2) cos (027) + Ba (p) cos (o)l
gdzie
(g p) = | w(§ 7)emde,
I _ o= Pt
4(p) = wi— w? B (p) = a(wi— wl)’
— aw? (ul - c_%
B.(p) = oc(w w}) Ap) =5 P’ TR
wy, Wy (wy > ;) sa dodatnimi pierwiastkaml réwnania
(5.8) (rw?* — p¥)(w? — p?) — w? = 0.

Pozostaje do okreélenia transformacja odwrotna. Wykorzystamy do tego
asymptotyczng metode okresu stacjonarnego. Dla przykladu wyznaczymy
momenty zginajace stosujac wzér (2.1):

(5.9 M=30 [ [+ A,(p) cos (@7) + 4u (p) cos (w1 e 2L

Metoda Kelvina pozwala obliczaé calki typu

(5.10) O = [ (&) exp [if(£)]dé

Zaklada sie, ze funkcja trygonometryczna jest funkcjg szybko oscylujgca w prze-
dziale calkowania, gdy funkcja @(£) zmienia si¢ stosunkowo nieznacznie. Précz
tego musi byé spelniony warunek:

(5.11) J—[ﬂ)-r, <1,

gdzie &, jest punktem stacjonarnym.

Zgodnie z dowodem przeprowadzonym przez STOKESA najwigkszg czedé
swej wartodci catka przyjmuje wtedy w otoczeniu punktéw stacjonarnych,
tzn. takich, w ktérych df(&€)/d¢ = 0.

Gdy istnieje jeden punkt stacjonarny & = §, to:

(5.12) - ?~p()]/ % exp i{ (20 £ 7
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W wykladniku bierzemy znak gérny, jesli f*(&,) >0 i dolny, jesli f' (&) < 0.
Aby okreslié catke (5.9) powyzszg metods, roztozymy catke na sume dwu
wyrazéw o postaci

P, ~ d
(5.13) M, =ZZ—_£ [14 A, (p) cos (w,7)] =78 171:’
(5.14) M, =—f2—; [4,(p) cos (w,7)] e—'fé %)
(5.15) M = M,+M,.

Jesli we wzorze (5.10) podstawimy f(&) = w,7—pé, to przyblizenie uzyskane
wyze] oméwiong metodg dla (5.13) i (5.14) bedzie mialo postaé:

Pr [Ayp) (| &,
5.16) My~ ——me | 22
w10 m L[S G

(5.17) My~ 1/]-;% [A;(f) {

Zwigzki (5.16)-(5.17) sa dostatecznie $ciste, o ile spelniony jest warunek

(5.11), tzn.:
< V?{ }_

W powyiszych wzorach p, i p, sg pierwiastkami rdwnan:

do, ¢ do, £
==,

}_%cos (wlr —pé i%})] dla p =p,,

d*w,

dp?

}—%cos (wzr —pt i_})] dla p = p,.

d?w,
dp*

(5.18)

pP=p

(5.19) D=7 @
W pracy [30] JoNES przeprowadzil szczegétowa analize zwigzkéw otrzymanych
powyzsza metods i wykonal specjalne przyblizenia dla tych zbioréw wartosci
(&, 1), gdzie ogdlna metoda jest zbyt malo dokladna.

Wreszcie sinusowa i kosinusowa transformacja Fouriera zostala wykorzystana
w pracy Boreya [4] do belki péinieskoriczonej obcigzonej momentem Heavi-
side’a.

Oméwione metody transformacyjne nie wyczerpujg poszukiwanych drég
rozwigzania zagadnienia Timoshenki. B. A. BOLEY zastosowat [3] do réwnania
ugiecia metode analizy energetycznej, tzn, sprowadzil zagadnienie do poszuki-
wania warto$ci minimalnej pewnej catki.

Na zakoriczenie nalezy wspomnieé o pracach A.I. Crerrrina [8] i S. H.
CranpaLrLa [10] dotyczacych belek na sprezystym podlozu. Przyjeli oni w réw-
naniach dodatkowy wyraz (kw) okreslajacy odpér podioza Winklera o podatnosei
k na skutek wystepujacego po obciazeniu ugiecia belki. CIEJTLIN otrzymal
rozwigzanie za pomocg kosinusowej transformacji Fouriera dla sily Pé(%)
w postaci calek oznaczonych i oméwil mozliwo$é uogdlnienia rozwigzania na
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obcigzenia trwajace w czasie za pomocg calki Duhamela. CRANDALL zaj3l sie
w pierwszym rzedzie okreslenjem okreséw drgan wlasnych i wymuszonych
sita pulsujacg Pefo! i ruchoma. Ta ostatnia przesuwa si¢ po belce ze stalg szyb-
kos$cig v. Wyznaczono krytyczne predkosci ruchu sily. Praca zawiera obszerng
analiz¢ numeryczna.

Warto tu jeszcze wspomnie¢ o uogélnieniu metody Timoshenkina zagadnienie
zginania dynamicznego plyt. Pierwsza préba nalezy do UrLjanDa [49]. Nastepnie
zajeli si¢ tym zagadnieniem R.D. Minprin [38] i H. Zorski [52, 53]. Ten
ostatni oméwil zagadnienie Cauchy’ego dla bifalowego réwnania Timoshenki.
Jego rozwigzanie otrzymal za pomocg odpowicdniej tozsamoscei catkowej.
Do rozwigzan osobliwych dla obcigzeri skupionych zastosowal catkowsg trans-
formacje Laplace’a. Zostaly réwniez oméwione charakterystyki rozpatrywa-
nego réwnania.

6. Zakonczenie

Jak widaé z powyzszych rozwazaf, wprowadzone poprawki spowodowaly
w réwnaniu drgan belki istotng zmiane jakodciows. Udalo sig uchwycié, potwier-
dzony do$wiadczalnie, falowy charakter zjawiska oraz z dostateczng dokladno-
écig mozna bylo przedyskutowaé wyniki w otoczeniu frontéw fal.

Jednak w rozwazaniach belek obcigzonych dynamicznie wystepuje powazna
luka. Nie udalo si¢ mianowicie uzyskaé¢ dotad przejrzystej metody rozwigzania
dla belki skofczonej. Précz metody charakterystyk, ilustrujgce] interferencje
fal odksztalcern wskutek odbicia tych fal od granic oérodkéw w belkach skoii-
czonych, zaden inny sposéb nie doprowadzit do efektywnych wynikéw. Dalsze
rozwazania teoretyczne powinny byé zwrécone chyba przede wszystkim w tym
kierunku.

Réwniez zbyt skapy material dodwiadczalny nie pozwala korygowaé iloscio-
wych rozwazani teoretycznych w zestawieniu ze stanem rzeczywistym. I to
bylby drugi, podstawowy kierunek rozwoju tej dziedziny dynamiki ciala statego.
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Peswme
ITHUHAMUWUUYECKAST HATPY3KA FAJIOK. BAJIKA TUMOIIEHKHA

Pa6ora sBisteTcsr o630pom pernenmii ypasHenuii THMOIEHIH, OIHCHLIBAIOIIMX NPOrn6 Ganxu
TpN FEUHAMAYECKNX Harpyakax. B m. 3, ocHoBrIBasgch Ha pabore Yibiwstanaa [49] moxaseisaercs

BOJIHOBOI XapaKTep ABJEHHS, €Clu B ypaBuenue Iporufa Beprymnn-Oifiepa BBECTH IIONpaB-
Ky Ha HHEDIHIO BpPAlIEHHS H CHIBI CABHTA.

B m. 4 mpepcraBieH o030p pafoT, Kacalouwuxcs coGCTBEHHBIMKM KoJeDaHuAMH B Ciyuae
KOT[a MCXOMHOM TOWKOM sABisercAa ypasnexue Tumontenwu (2.5).

B 1. 5 garoTcs cxembl peleHHil BOIPOCa BBIHYKACHHBIX KOJMeGaHi ¢ MOMOILBIO HHTErPANbLHEIX
npeofpasoBanuit. B xauecTBe OCHOBHBIX NPUHATH! 3feck pabotsl dmorre n 3asua [21] u Dxon-
ca [30].

B zakmoucHpe B I1. 6 yxasbIBalOTCH NasbHeilue HAIpaBJeHWs DasBUTHA 3TOXO OTAENA CONpO-
THBIEHHS MATEPUAJIOB.
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Summary

DYNAMICAL LOADINGS OF BEAMS—TIMOSHENKO BEAM

The paper gives a survey of the solutions of the Timoshenko equations describing dynamic
beam deflections. In Section 3 the wave character of the phenomenon has been proved on the
basis of Ufland’s article [49] if corrections of rotary inertia and shear forces are introduced into
Bernoulli-Euler deflection equation. Section 4 gives a survey of the papers dealing with self
vibrations in the case when Timishenko’s Eq (2.5) is a point of departure.

Finally, Section 5 contains the solutions of the forced vibration problem by means of the integral
transforms. The papers by Fliigge and Zajac [21] and Jones [30] have been assumed as fundamental
The trends of the development of this branch of strength of materials are discussed in Section 6.
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