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1. Wstep

W stanie sprezystym nagle zmiany przekroju poprzecznego wywoluja znaczna
nieréwnomiernoé¢ rozktadu napr¢zen. Maksymalne naprezenia w  ostabionym
przekroju moga znacznie przewyzsza¢ naprezenia $rednie obliczone jako iloraz
sily przez pole przekroju. Te koncentracjg nalezy zawsze uwzgledniaé przy obliczaniu
elementoéw obcigzonych zmiennymi sitami, gdyz ona moze by¢ przyczyna powstania
pekniecia zmeczeniowego.

Istnieje jednak wiele praktycznie waznych przypadkéw, gdy rozpatrywany ele-
ment z karbem jest obcigzony w sposéb staty lub gdy liczba zmian obcigzenia jest
w calym okresie pracy elementu niewielka. Przy takim obcigZzeniu o zniszczeniu
beda decydowaé badz to odksztalcenia plastyczne, badz to kruche peknigcie powsta-
jace przy pewnej granicznej wielkoéci obcigzenia. To obcigZzenie nazywamy nosnoécia
graniczng. Stosowane metale konstrukcyjne maja zwykle dobre wiasnosci plas-
tyczne i peknigeie powstaje w nich dopiero po rozwinigciu sie duzych odksztalcen
plastycznych. Z tego wzgledu analiza noéno$ci granicznej oparta na zatozeniach
teorii plastyczno$ci ma duze znaczenie praktyczne.

Przy nieduzej wartoéci sily rozciagajacej w precie istnieje sprezysty stan napre-
zenia, przy czym w miejscu zwezZenia powstaje spietrzenie naprezen (krzywa 1 na
rys. la). Gdy silta rozciagajaca przekroczy pewna wielko$¢ P, materiat w otoczeniu
dna karbu osigga stan plastyczny. Dalsze powigkszanie sity powoduje powstawanie
obszaru plastycznego (krzywa 2). Stanowi temu odpowiada na wykresie rozcia-
gania (rys. 1b) odcinek ab. Wykres ten poczatkowo na odcinku Oa prostoliniowy
ulega teraz zakrzywieniu, ale calkowite wydluzenie preta jest w dalszym ciagu
niewielkie, gdyz w $rodkowej czeSci ostabionego przekroju materiat znajduje si¢
w stanie sprezystym. W miar¢ wzrostu obciazenia obszar plastyczny rozszerza si¢
i wreszcie dochodzi do osi przy sile réwnej P,;. Od tej chwili caly przekréj po-
przeczny znajduje sie w stanie plastycznym i nawet stosunkowo niewielki przyrost
obciazenia powoduje duze wydluzenie preta. Rozklad naprezefi osiowych w naj-
wezszym przekroju przedstawia krzywa 3 na rys. 1a. Dalszy wzrost sily rozciaga-
jacej mozliwy jest tylko dzieki zjawisku wzmocnienia materialu, zwigzanemu z duzy-
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mi odksztalceniami. Po osiagnigciu przez sile pewnej wielkoéei P,,. nastepuje
szybki proces prowadzacy do zerwania preta. Warto$¢ sity P,.. okre§la no$nosé

graniczng preta.

a fP b

Rys. 1

Teoretyczne obliczenie nosnosci granicznej mozliwe jest przy zalozeniu, e ma-
terial preta nie wykazuje wzmocnienia. Jezeli w warunku plastycznoéci przyjmiemy,
ze granica plastycznodci ciata idealnie plastycznego pokrywa sig z granica plastycz-
nodci rzeczywistego materiatu, to jako no$no$é graniczna otrzymamy wielkoéé
sily Py, (rys. 1). Do rzeczywistej wartosci P,,,, mozemy si¢ zblizyé zaktadajac od-
powiednio wyzsza granice plastyczno$ci. Zwracamy jednak uwage, ze dla P = P,

Rys. 2

pret doznaje duzych odksztalceri, a wige szczegdlnie w konstrukcjach maszynowych
praktycznie traci wartoé¢ uzytkowa. Dla konstruktora wyznaczenie sity P,, ma wigc
zasadnicze znaczenie i w stosunku do niej powinien obliczaé zapas pewnosci.

Dla plaskich pretéw oslabionych obustronnie karbami teoretyczna no$noéé
graniczna moze byé wyznaczona w dwéch skrajnych przypadkach, mianowicie dla
plaskiego stanu odksztalcenia oraz dla ptaskiego stanu naprezenia. Do warunkéw
plaskiego stanu odksztalcenia zblizamy si¢, gdy szerokoéé 2b (rys. 2) preta jest
dostatecznie duza w poréwnanin z wymiarami miejsca oslabjonego karbem. Prze-
ciwnie, gdy szeroko$¢ 2b jest mata, w precie wystepuja warunki plaskiego stanu
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naprezenia. Istotnie bowiem, gdyby pret sktadat si¢ z szeregu cienkich plytek
0 tacznej grubodci 2b, to przy wspdlnym rozeigganiu w kazdej z plytek powstaloby
w okolicy karbu znaczne zmuiejszenie grubosei (rys. 3). Jezeli jednak pret stanowi
jedna cato$é, to powstanie takich lokalnych zwezZen jest niemozliwe. Dla b » &
w przekrojach dostatecznie oddalonych od czolowych powierzchni z = 45 od-
ksztalcenia w kierunku osi z sa bardzo male, rzedu sprezystych odksztalcen przy-
legajacych grubszych czeéci prgta. Mozna wige w przyblizeniu przyjaé, ze przy
znacznigjszych odksztatceniach plastycznych mamy e, = 0. Przy duzym b w prze-
wazajace] cze$ci preta panuja warunki zblizone do plaskiego stanu odksztatcenia,
co zwiazane jest z wystgpowaniem napre¢zenia normalnego o, = 0,5(¢,+0,). Na
obu czotowych powierzchniach naprezenie to musi oczywilcie znikaé, a wiec
w sasiadujacych z nimi partiach materiatu nie ma ptaskiego stanu odksztalcenia.
Wplyw tego lokalnego zaburzenia maleje przy zwickszaniu szerokosci 2b. Na

1 T

Rys. 3

odwrét — przy matym b wplyw ten przewaza i dla b <€ A mozna przyjaé, Ze w calym
materiale ¢, =0, a wigc panuja warunki ptaskiego stanu naprezenia. Niestety
teoria nie jest obecnie w stanie da¢ odpowiedzi, jaka bedzie no$noéé graniczna
przy pofrednich szeroko$ciach preta. W § 4 omdwiono wyniki doswiadczalnej
analizy tego zagadnienia.

Dla pretow osiowo-symetrycznych mozliwe jest obliczenie no$noéci przy pewnych
dodatkowych zatozeniach dotyczacych stanu naprezenia. Obliczenia te sa jednak
bardzo zmudne, wobéc czego celowe jest opracowanie w tym przypadku uprosz-
czonych metod dajgcych wystarczajaca dla celdw praktycznych dokiadno$é. Za-
gadnieniu pretéw z osiowa symetria poswiecono § 5.

Osobnym zagadnieniem jest analiza procesu rozwijania si¢ obszardéw plastycznych
powstajacych u dna karbu. Peine rozwigzanie tego problemu sprawia jeszcze ciagle
duze trudno$ci. Znane rozwiazania uzyskane przy szeregu zaloZen upraszczajacych
dotycza jedynie plaskiego stanu odksztalcenia i plaskiego stanu naprezenia.
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2. Plaski stan odksztalcenia

W pierwszych dwu punktach tego paragrafu przedstawione zostang dwie rézne
metody wyznaczania nos$noéci granicznej preta. Pierwsza metoda zaklada, Ze
material jest sprezysto-plastyczny, Pozwala to przesledzi¢ caly proces rozwijania sie
uplastycznionych obszaréw az do polaczenia si¢ na osi preta, co uwazane jest za
osiggniecie stanu granicznego. Obliczenia przeprowadza sig¢ numerycznie, co wy-
maga wielkiego nakladu pracy. W nowszych pracach tej grupy postugiwano sig
maszynami cyfrowymi. W drugiej metodzie opartej na przyjeciu modelu ciata
sztywno-plastycznego obliczenia w wigkszo$ci przypadkéw sg bardzo proste, a roz-
wigzania uzyskuje si¢ w postaci zamknigtej. JednakZe rozwigzania te sa stuszne
jedynie dla dostatecznie glebokich karbéw, a wigc przy wystarczajaco duzym sto-
sunku wymiardéw c/h (rys. 2). Zagadnienie to szerzej oméwimy w p. 2.3 tego
paragrafu.

2.1. Rozwiazania spreiysto-plastyczne. Wyznaczanie stanu naprezenia sprowadza
sie do rozwiazania zagadnien brzegowych dla obszaru sprezystego i plastycznego.
Znaczna trudno$¢ stanowi tu nieznajomo$é granicy miedzy tymi obszarami, ktéra
musi byé wyznaczona jako jeden z elementdéw rozwigzania,

W swej klasycznej pracy D. N. ALLeN I R. SoutHweLL [I] po wprowadzeniu
funkcji naprezet Airy’ego @ sprowadzili zagadnienie do catkowania réwnania bihar-
monicznego w obszarze spreZystym i réwnania

»p 2\ o \?
(a_yfa_xﬂ) +4(axay) =
w obszarze plastycznym. Rownanie to otrzymano przez podstawienie naprezen
okres$lonych za pomoca funkcji ¢ do warunku plastycznosci
(0x—0,)2 4472, = 4k2.

Calkowanie przeprowadza si¢ numerycznie metods relaksacji po zastapieniu
rézniczek roznicami skonczonymi. W calym badanym obszarze przyjmuje sie od-
powiednio gesta kwadratowa siatke i wstepnie zaklada wartosci funkeji ¢ w wezto-
wych punktach. Na calym brzegu obszaru funkcja ¢ jest znana. Rozwigzanie polega
na obliczaniu kolejnych przyblizen funkcji ¢ do chwili, gdy dwa nastepujace po
sobie przyblizenia sa wystarczajaco bliskie. Procedura ta jest dtugotrwala i ucigzliwa,
ale stosujac ja udalo si¢ rozwigzaé szereg praktycznie waznych przypadkow.

Jednym z rozwigzanych w pracy [1] zagadnien jest rozciaganie preta ostabionego
dwoma pdtkolistymi wycieciami (rys. 4). Do chwili, gdy ciagle obciazenie na kof-
cach preta p < 0,33 -2k, caly material znajduje si¢ w stanie sprezystym. Przy po-
wigkszaniu obcigzenia powstaja w najwezszym miejscu obustronne obszary plas-
tyczne. Na rysunku zaznaczono potozenie granic miedzy obszarami plastycznymi
a sprezysta czgScia materialu dla réznych wielkosci stosunku p/2k. Jak zwrbcit
uwage R. HiLL [2] dla wartoéci p/2k > 0,45 granice te sa dwukrotnie przecinane
przez niektére linie poélizgu. Zagadnienie przestaje byé statycznie wyznaczalne
i przy wyznaczaniu granicy miedzy obszarem sprezystym i plastycznym nalezaloby
uwzgledni¢ réwniez warunki dla predkosci plynigcia. Jednakze mimo tego braku
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przebieg rozchodzenia si¢ obszaréw plastycznych znaleziony przez ALLENA i Sou-
THWELLA z pewnoS$cia niewiele odbiega od rzeczywistoSci. Przy obciazeniu p =
0,60 -2k powstaja dwa nowe plastyczne jadra na osi preta w pewnej odlegtosei od
najwezszego przekroju. Te dwa nowe obszary rozszerzaja si¢ bardzo szybko i przy
obcigzeniu p = 0,61+ 2k Iacza si¢ z obu poprzednimi obszarami. Od tej chwili
zaczynaja si¢ duze odksztalcenia plastyczne prgta, No$no$é graniczna jest wigc

p
Rys. 4

okre$lona wartoicia obcigzenia p = 0,61 - 2k. Srednie naprgzenie osiowe w naj-
wezszym przekroju réwna sie 1,22+ 2k, a wiec jest znacznie wigksze od granicy
plastyczno$ci przy jednoosiowym rozcigganiu, ktéra w warunkach plaskiego stanu
odksztalcenia réwna sie 2k.

Innym przyktadem podanym w pracy [1] jest rozciaganie preta z ostrym karbem
katowym. Ten sam przypadek zostal przeliczony przez 'D. Jurgica [3] w inny
sposob z uwzglednieniem warunku nierozdzielnoéci réowniez w obszarze plastycz-
nym. Postugujgc si¢ maszyng cyfrowa rozwiazano od razu pelny uklad réwnan
réznicowych dla wszystkich weztéw przyjetej siatki, Rysunek 5 pokazuje rozcho-
dzenie si¢ obszaréw plastycznych. Wynik ten niewiele odbiega od rozwigzania
ALLENA i SOUTHWELLA. Obszary plastyczne maja ksztalt waskich pasm i lacza si¢
na osi preta przy obcigzeniu p = 0,59+ 2k, pozostawiajac w §rodku sprezyste jadro.
Odpowiednia warto$é otrzymana w pracy [1] wynosi p = 0,64 - 2k, a wigc niewiele
wigcej. Potwierdzenie istnienia sprezystego jadra otrzymat JURISIC metodg trawienia
wzdtuznego przekroju odksztalconego preta. Srednie naprezenie w najwezszym
przekroju réwna si¢ 1,18 2k. ,

W. Zukowskl [4] badat do$wiadczalnie proces odksztalcenia w najwezszym
przekroju preta z karbem o zblizonym ksztalcie wycigeia katowego. Pomiardw
odksztalcenn dokonywano na czolowych powierzchniach, nanoszac na nich za po-
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moca mikrotwardo$ciomicrza szereg ggsto rozmieszczonych punktéw; odleglosc
miedzy punktami wynosita 0,1 mm. W czasie rozciggania odczytywano za pomocg
specjalnie dostosowanego mikroskopu o 100-krotnym powiekszeniu zmiang od-
legtosci pomiedzy poszczegblnymi punktami. Stwierdzono, ze odksztalcenia plas-
tyczne obejmuja jedynie maly odcinek najwezszego przekroju bezpo$rednio sgsia-
dujacy z dnem karbu. Wynik ten potwierdza istnienie jadra sprezystego, na ktoére
wskazuja powyzsze rozwizzania numeryczne. Pomiary Zukowskiego wykazuja, Ze
jadro to istnieje przez caly czas procesu odksztalcenia, az do rozdzielenia obu
czeéei preta. Jednakze w innej pracy [11] dla'karbu o innym kacie « ta sama metoda
pomiaru nie wykazala istnienia sprezystego jadra. Jest to zwiazane z szerokoécig 2¢

4qa 45a

p
Rys. 5 Rys. 6

czgéel chwytowej (rys. 2), ktéra, jak to zapewne uszlo uwagi autora, byla w pierw-
szym przypadku niedostateczna, a w drugim wystarczajaco duza. Zagadnienie to
oméwimy w punkcie 2.3.

J. A. Jacoss [5] podal rozwiazanie dla preta z obustronnym karbem w postaci
waskiej szczeliny, jaki otrzymuje si¢, gdy-kat wierzchotkowy a karbu z rys. 5 réwna
si¢ zeru. Obliczenia przeprowadzono metoda relaksacji analogicznie jak w pracy [1].
Ten sam karb szczelinowy zbadali A.H.S. AnG i G.N. Hareer [6] metoda
relaksacji, zaprogramowana na maszyng cyfrowa. Procedura obliczen uwzglednia
jednoczesne wyznaczanie naprezef i odksztafce na podstawie zwiazké$w Prandtla-
Reussa. Na rysunku 6 pokazano granice obszaréw plastycznych, odpowiadajace
réznym warto§ciom $redniego naprezenia o, w najwezszym przekroju. Przy o, =
1,24 - 2k obszary plastyczne lacza si¢ na osi preta.

W pracy Jacobsa [5] obliczenia wykonano przy réinych szerokoéciach czedei
chwytowej, mianowicie dla c/h = 2; 4 i 8. We wszystkich przypadkach otrzymano
sprezyste jadro, co jak wspomniano nie potwierdza sig¢ w doéwiadczeniach przy
wystarczajaco duzym ¢. Wyjadnienie tej rozbiezno$ci wymaga jeszcze dalszych
badan.
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2.2. Rozwigzania sztywno-plastyczne. W przypadku gdy karb jest dostatecznie glebo ki
mozna oczekiwaé, ze powstajace u jego dna obszary plastyczne beda si¢ obustronnie
taczyly na osi najwezszego przekroju, a nie jak w rozpatrywanych poprzednio
rozwigzaniach w pewnej odleglosci od tego przekroju pozostawiajac spreZyste
jadro. Mozna wtedy wyznaczyé rozklad naprezen wykorzystujac teorie plaskiego
stanu odksztalcenia ciata sztywno-plastycznego. Jak wiadomo, w stanie plastycznym
stan naprezenia w sasiedztwie brzegu jest zalezny jedynie od istniejgcych na nim
warunkdw. Kontur karbu jest brzegiem swobodnym, a wiec warunki brzegowe s3
na nim jednoznacznie okre§lone. Rozwigzujac zagadnienie brzegowe typu Cau-

Rys. 7

chy’ego mozemy wyznaczyé z obu stron symetryczne siatki linii poélizgu az do
spotkania na osi preta. Metoda podana przez R. HiLLA [7] pozwala obliczyé w sposéb
numeryczny rozklad naprezen i no$nod¢ graniczng dla dowolnego ksztattu karbu.

Jezeli zarys karbu utworzony jest z dwu prostych polaczonych na dnie tukiem
kota (rys. 7), to noénoé¢ graniczna moze by¢ prosto okreélona w postaci zamknietej
[7]. Linie poélizgu w polu ABAC sg spiralami logarytmicznymi, a napreZenie osiowe

na odcinku BC réwna sig
£
Uy=2k 1‘{—1]1 1+7 3

a wiec ro$nie od punktu B do C, przy czym &, = h(e*—1).

W kwadracie GFCF panuje jednorodny stan naprezenia, a siatka linii poslizgu
skiada sie z dwéch rodzin prostych, Na odcinku CG naprezenie osiowe jest wigc
stale i jak wynika z zaleznoéci, jakie musza byé spetnione wzdiuz linii poslizgu,
ma ono wielkoé¢ o, = 2k(1--a).

Po scatkowaniu naprezen osiowych wzdluz calej dlugodcei najwezszego przekroju
BG otrzymujemy sil¢ graniczna

SR

P =4kh [(1—]- a) — %(e“—l —a)] , [ < (e*— 1)‘1] ,
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a wicc wieksza cd odpowiedniej sily Py, = 4kh dla preta bez karbu o szerokosci 2h.
Wspotczynnik zwickszenia sily dla preta z karbem

P r.o
frwe =5, = (@)= (e~ 1 =)

dla réznych katéw « przedstawiono na rys. 8 w zaleznodci od stosunku r/h. Posz-
czegblne proste dla réinych a maja wspdlna obwiednig. Punkt stycznosci kazde;
prostej z obwiednia odpowiada stosunkowi r/i, przy ktérym punkt C na rys. 7

F=PlR

25

20

15

1 0 ] | | |
04 08 12 16 r/h

Rys. 8

pokrywa sie z punktem G $rodka preta. Dla jeszeze wickszych wartosci stosunku
r/h kratdcowe spirale wychodzace z punktu G przecinaja tuk 4B4 w pewnej od-
leglosci od jego koncowych punktéw A. Sita graniczna réwna sie wtedy

P= 4klz(l+—}r7)ln(1—|—i1—').

Wyrazenie na wspdlczynnik no$nosci

o= = 1)
jest jednocze$nie réwnaniem obwiedni z rys. 8.

Drugi skrajny przypadek karbu z rys. 7 otrzymujemy dla » — 0, gdy karb przy-
biera forme ostrego katowego wyciecia. Rozklad naprezen osiowych w najwezszym
przekroju jest rdwnomierny, a wspotczynnik zwigkszenia nosnoéci réwna si¢ P/ Py =
14+(#/2)—a i osiaga najwieksza mozliwg ze wszystkich warto§¢ f., = 1+7x/2 =
= 2,571 dla karbu szczelinowego (a = Q).
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To znaczne zwigkszenie no$noéci granicznej preta z karbem w stosunku do preta
bez wycie¢ o szerokosci rownej 2k tlumaczy sig tym, Ze sprezyste partie materiatu
w sasiedztwie karbu krepuja swobode odksztalcania poprzecznego (zwezania)
materialu w najwezszej czesci preta. Powstaja wskutek tego poprzeczne naprezenia
rozciagajace o,, dzieki ktorym material przechodzi w stan plastyczny dopiero przy
naprezeniach o, wigkszych od 2k.

Yatwo sprawdzié [7], ze siatka linii poslizgu z rys. 7 jest kinematycznie dopusz-
czalna. Jezeli przyjmiemy, ze sztywne czesci preta oddalaja sie z jednakowa pred-
koécig vy, to wzdluz zewngtrznych linii poélizgu DEFG mozemy wyznaczy¢ normalng
do nich skladowa predkosci. Pozwala to wyznaczyé predkoéci w calym polu siatki
linii poslizgu. Skladowe styczne predkosci po obu stronach linii DEFG bgda oczy-
widcie rézne, gdyz od strony obszaru plastycznego okreslaja je rownania Geiringer,
a od strony zewngtrznej ruch obszaru sztywnego jako catoéci. Linie DEFG sa wigc
liniami niecigglo$ci predkosci. Nieciaglo$¢ ta konczy sie w punktach D na swo-
bodnej powierzchni, co jest kinematycznie dopuszczalne.

Mozliwe jest réwniez rozwiazanie bez linii nieciagtoéci [8], pokazane na rys. 9a.
Na odcinku CD swobodnej krawedzi predkosci moga by¢ dane dowolnie. Azeby nie
byto nieciagtosci w predkosciach, mozna na przyktad przyja¢, ze na odcinku CD

Rys. 9

skierowane wzdluz linii podlizgu f sktadowe predkosci ptyniecia rosng liniowo od
zera w punkcie D w kierunku punktu C przy zalozeniu, Ze gérna cze$é preta jest
nieruchoma. Pewne uwagi na temat mozliwych rozktadéw predkoéci w podobnym
przypadku wystepujacym przy wciskaniu stempla podat G.J. Bykowcew [9]. Ta
niejednoznaczno$é pola predkosci jest typowa dla teorii plaskiego stanu odksztal-
cenia o§rodka sztywno-plastycznego. Roztrzygniecie, ktdre z nieskonczonej liczby
mozliwych rozwigzan dla predkosci zachodzi w precie z rzeczywistego materiatu,
mozliwe jest obecnie, jak sie wydaje, jedynie na drodze doéwiadczalnej. Scista
analiza bowiem, uwzgledniajaca wszystkie mogace mieé wplyw na przebieg procesu
odksztalcenia zjawiska, jak sprezysto§é materiatu, wzmocnienie, $cisliwosé a nawet
struktura krystaliczna metalu jest w obecnym stanie wiedzy nieosiggalna.

Ciekawe jest, ze w przypadku karbu niesymetrycznego (rys. 9b) pole predkosci
jest okreSlone jednoznacznie [8]. Zewnetrzne linie poélizgn 4ABC sa liniami nie-
ciaglo$ci predkosci.
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Badania do$wiadczalne wykazuja, ze rzeczywista wielko§¢ fi,.., wspofczynnika
nosnosci preta z karbem dobrze zgadza si¢ z teoretyczng warto$cia fie,. W. Zu-
KOwSKI [10, 11] badat prety z karbem o ksztalcie katowego wyciecia z zaokragle-
niem na dnie dla dwdch wartoéci catkowitego kata wyciecia 2a = 47° i 102°. Prety
wykonane byly ze $rednioweglowej stali. Dla pretéw z karbem o kacie 102° uzys-
kano [11] stosunek f;,.c./fteor = 0,95, przy czym wspdlczynniki wyznaczano dla
stosunku sit zrywajacych. Dla karbu o kacie 47° zgodno$¢ ta byta znacznie gorsza,
ale nie zwrécono uwagi na to, ze w tym przypadku szeroko$¢ 2c czgéci chwytowej;
preta byta zbyt mala. Zagadnienie to oméwimy w p. 2.2. W pracy [12] stwierdzono-
dla karbu pokazanego na rys. 14 dla poczatku duzych odksztatcen plastycznych
Siroerlfreor = 1,05, a dla sit zrywajacych fisecalfieor = 0,88. Materiatem badanych
pretéw byto aluminium. Podobne wyniki otrzymano dla nieco innego ksztaitu
karbu dla pretéw z miekkiej stali. Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze wielko$c
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Rys. 10

wspbltczynnika f,.., zalezy od czulo$ci materialu na dziatanie karbu. Szczegdlnie
dotyczy to sily zrywajacej. Jak pokazat F. A. McCuinTock [8] sita ta zalezy réwnie?
znacznie od wielkoSci probki (efekt skali).

W pracy [8] badano réwniez prety ostabione karbem w sposéb niesymetryczny.
Na rysunku 10 pokazano wyniki badania prébek ze stopu aluminiowego, osta--
bionych niesymetrycznie wycigciami katowymi zaokraglonymi na dnie. Prety
z niesymetrycznymi karbami maja mniejszy rzeczywisty wspotczynnik nosnosci od
probek ostabionych symetrycznie, chociaz wspdtezynniki teoretyczne maja jedna-
kowe. Badanie do§wiadczalne prébek z niesymetrycznymi karbami ma wiec istotne
znaczenie dla okreslenia czuto$ci materiatu na dzialanie karbu.

2.3. Wplyw szerokodci czgéci chwytowych preta. Osobnym zagadnieniem jest ustalenie:
minimalnej szerokoSci 2¢ czgéci preta poza karbem. W przekrojach znacznie od-
legtych od karbu, w ktérych mozna przyjaé, ze panuje stan zwyklego rozciagania,



NoSNOSE GRANICZNA ROZCIAGANYCH ELEMENTOW Z KARBEM 61

szeroko$¢ ta wynika z prostego warunku, Ze naprezenie rozciggajace nie moze
przekroczy¢ wartosci 2k. Mamy wigc c¢/h = P|P,. Jednakze tak obliczona szeroko$é
2¢ jest z pewnoscia zbyt mata dla przekrojow niezbyt odleglych od karbu. Calko-
wita pewno$é, ze w przekrojach tych maksymalna sila okreslona noénoscia graniczng
karbu moze byé przemiesiona bez przekroczenia warunku plastycznosei, mozemy
uzyska¢ budujac przedluzenie stanu naprezenia w karbie na przylegajace do niego
obszary. Gdyby bowiem warunek plastycznosci zostal w ktérymkolwiek punkcie
przekroczony, znaczyloby to, ze materiat pdzniej osiagnie stan plastyczny w karbie
niz w jego sasiedztwie, a wigc noSno$¢ graniczna catosci okre§lataby noéno$é naj-
stabszego miejsca poza karbem. Taka sytuacja miata miejsce w jednym z badan
W. Zukowskiego, oméwionych w poprzednim punkcie.

Sposéb zbudowania przedtuzenia siatki linii poslizgu podal J. F. W. Bisuop [13].
Jest on oparty na jednym z podstawowych twierdzen granicznych teorii o$rodka
sztywno-plastycznego, z ktérego wynika wniosek, ze no§noé¢ graniczna okreslona

Rys. 11

z dowolnego rozkiadu naprezen, spetniajacego réwnania réwnowagi i warunki
brzegowe dla naprezen oraz nigdzie nie przekraczajacego warunku plastycznoscei,
nie bedzie wigksza od rzeczywistej nos$nodei granicznej. Taki dowolny stan na-
prezenia nie musi spelnia¢ warunkéw Rinematycznych zagadnienia i nazywany jest
statycznie dopuszczalnym, Z wniosku tego bezposrednio wynika réwniez zasada, ze
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dodanie materialu nie moze obnizyé nos$nosci granicznej elementu. W dodanych
partiach materialu mozemy bowiem zawsze zalozy¢ zerowy stan naprezenia.
Sposéb wyznaczania bezpiecznej szerokosci 2¢ cze$ci chwytowych preta wyjasni-
my na przykladzie preta z ostrymi wycieciami o kacie #—2a (rys. 11). Przedluzenie
siatki linii po§lizgu w karbie, ograniczonej skrajnymi liniami ABOC’ i 4’B'OC,
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rozpoczniemy od rozwiazania zagadnienia charakterystycznego, okreslonego danymi
wzdtuz odcinkdw linii poSlizgu OBA i OB'A’. Dane te jednoznacznie okreslaja
stan naprgzenia w czworokacie krzywoliniowym OQA4DA’. Nastepnie nalezy roz-
wigza¢ zagadnienie odwrotne do zagadnienia brzegowego Cauchy’ego. Znajac
mianowicie przebieg linii poslizgu 4D nalezy wyznaczy¢ ksztatt swobodnego brzegu
AGM. Brzeg ten jest okreSlony jednoznacznie. Dalsze przedluzanie siatki poza
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Rys. 13

linig DM moizliwe jest po wprowadzeniu pewnej statycznie dopuszczalnej nie-
ciagtosci naprezen.

Poprowadzmy trajektori¢ naprezed glownych GRG' przez dowolny punkt G
krawedzi ponizej najszerszego przekroju FF'. Zbudujmy nastepnie lustrzane odbicie
tej trajektorii i znajdujacej si¢ nad nig siatki linii po$lizgu (rys. 12). Podzielmy
obydwie trajektorie na skoficzong liczbe matych odcinkéw, na ktérych naprezenie
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normalne jest w przyblizeniu state. Pole zawarte pomiedzy trajektoriami podzielmy
na szereg prostokatnych i tréjkatnych elementéw za pomoca prostych przechodza-
cych przez punkty podzialu trajektorii. W elementach tréjkatnych panuje hydro-
statyczny stan naprezenia, a w prostokatnych stan dwuosiowego rozciagania, przy
czym oba naprezenia giéwne sa réwne naprezeniom normalnym przekazywanym
w poprzek linii GRG' odpowiednio na pionowy i poziomy pasek, ktérych przeciecie
tworzy dany prostokacik. Zageszczajac siatke paskow otrzymujemy w granicy
statycznie dopuszczalne ciagle pole naprezen. Obie linie graniczne GRG’ sa liniami
niecigglosci naprezen typu statycznie dopuszczalnego. Mozna wykaza¢, ze w zadnym
punkcie tego pola warunek plastycznoéci nie bedzie przekroczony. Jezeli wige
zatozymy, ze kontur preta ma ksztatt linii CAFG i jej zwierciadlanego odbicia
wzgledem poziomej linii GG', to no$nos¢ graniczna tej czeéci preta nie bedzie nizsza
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niz przekroju CC’ w karbie. Mozna jednak z latwoSciqa wykazaé, Ze czesé konturu
preta ponizej punktéw G i G’ moga tworzyé réwniez dwie proste réownolegle do
osi preta. W tym przypadku linia nieciagloéci naprezen bedzie réwniez pozioma
prosta GG'. W prostokatnej czgsci ponizej niej panuje stan jednoosiowego rozcia-
gania. Jak powiedziano punkty G i G’ zostaly wybrane dowolnie. Jezeli jednak
czg$¢ preta ponizej nich maja ograniczaé proste réwnolegte do osi, to skrajne poto-
zenie punktu G i G’ okredlajg punkty H i H’, dajgce minimalng dopuszczalng sze-
roko$¢ czesci chwytowych preta, réwna 24(14-a). Ta czeéé preta bedzie wtedy
rozciagana réwnomiernie roztozonym naprezeniem réwnym 2k. Jezeli kontur preta
zostanie utworzony przez poprowadzenie prostych pionowych z punktéw F i F’
W najszerszym miejscu, to z pewnoscia no$no$é graniczna cz¢éci preta poza karbem
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nie bedzie mniejsza niz przekroju w karbie. Kontur ten zawiera bowiem wewngtrz
poprzednie wystarczajaco mocne kontury, a dodanie materiatu nie moze zmniejszy¢
noénosci granicznej.

W powyzszy sposéb w pracy [8] wyznaczono bezpieczna szeroko$¢ czesci chwy-
towych dla preta z karbem katowym (rys. 13).

Na rysunku 14 linig ciagla przedstawiono wyniki do$wiadczalnej weryfikacji
wplywu szerokosci 2¢ na no$noéé preta z karbem pétkolistym [12]. Z przediuzenia
siatki linii poslizgu w obszar sztywny wynika teoretyczny stosunek (¢/h,, = 2,62.
Dla ¢/h = 2,62 teoretyczny wspdlczynnik no$noéci, wynikajacy z rys. 8, réwna si¢
Jwor = 1,57. Dwie proste przerywane 4B na rys. 14 podaja odpowiednio teoretyczne
wartoéci umownych naprezen zrywajacych i poczatku plastycznego plynigcia,
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obliczone przez pomnozenie odpowiednich naprezefi dla preta bez karbu (¢/h = 1)
Przez fio.r- Na odcinku AE rozwiazanie z rys. 7 1 8 moze by¢ uwazane za gorna
ocene rzeczywistej nosnosci, gdyz jest jedynie kinematycznie dopuszczalne. Gérna
ocene na odcinku CE otrzymano z kinematycznie dopuszczalnego schematu od-
ksztalcenia pokazanego na rys. 15b, a dolng ocene na odcinku CD ze statycznie
dopuszczalnego niecigglego pola naprezen (rys. 15a). Obydwa pola zostaly podane
przez W. PRAGERA i P. G. HoDGE'A [29]. Krzywe do$wiadczalne dla malych c/h
lezg powyzej gbrnej oceny, ale na ogdt zgodnosé jest doé¢ dobra.

2.4. Teoretyczna analiza procesu odksztalcenia preta z karbem. Przyjmujac jedno
z kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci, wyznaczonych w sposéb podany
w punkcie 2.2, mozna zbadaé caly proces odksztalcenia w karbie az do rozdzielenia
obu czgdei preta. E. H. Lee [14] zbadal odksztalcenie karbu katowego o kacie
2a == 90°, przyjmujac pole predkosci z linia nieciggtosci miedzy obszarem sztywnym
i plastycznym. Zatéimy, ze dolna czgéé preta jest nieruchoma, a gdrna porusza sie
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z predkoscig réwna 2. Linia BE (rys. 16) ma predko$é réwna jednoéci, skierowang
ku gorze. Po lewej stronie rysunku pokazano siatke linii poslizgu w chwili poczatko-
wej. Material ponizej skrajnej linii ACDE znajduje sie w spoczynku. Predko$é
wzdluz ACDE i wszystkich linii nalezacych do tej samej rodziny jest stala i réwna
si¢ ]/ 2. Wzdiuz linii drugiej rodziny prostopaditych do ACDE predko&é réwna sig
zeru.

Poczatkowym odksztalceniem krawedzi AB bedzie maly uskok w punkcie A,
gdyz odcinek 4B porusza si¢ poziomo. Po prawej stronie rysunku przedstawiono
pole linii poSlizgn w zaawansowanym stanie procesu. Plastyczne plyniecie jest
teraz ograniczone do znacznie zmniejszonego obszaru A'C'D'E’B'. Odcinek AH
poczatkowej krawedzi 4B zajal nowe polozenie AA4’, a odcinek BH przesunal sie

Rys. 16

rownolegle w polozenie KA4'. Material znajdujacy sig ponizej chwilowej granicy
A'C'D'E’, ale powyzej poczatkowej granicy ACDE, zostal odciazony i przeszedt
w stan sztywny, ale uprzednio doznal duzych odksztalcen plastycznych. Stan na-
prezenia w- poszczegdinych obszarach chwilowej siatki linii poslizgu jest taki sam,
jak w odpowiednich obszarach poczatkowej siatki. Wielko$¢ naprezenia osiowego
W najwezszym miejscu karbu jest stata i réwna si¢ o, = 2k(14-n/2—a). Sila roz-
ciggajaca maleje w ciagu calego procesu. ‘

Prostoliniowo$é nowej krawedzi 44’ wynika stad, ze predko§é na chwilowej
granicy sztywno-plastycznej 4A'C’ jest stala w czasie calego procesu. Polozenie
krawedzi mozna okreéli¢ z warunku statej objetoSci materiatu. Przy kofcu procesu
szeroko$é w miejscu karbu zaniknie do zera, a nowe krawedzie przetna sie w punk-
cie P. Warunek stalej objgtoSci, wymagajacy aby zakreskowane pola byly réwne,
daje zwigzek
tgf = .(l—l—cosa)z ’

sina(2+cosa)
okreélajacy potozenie zdeformowanej krawedzi.

5 Mechanika teoretyczna
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Znajac predkosei ptyniecia w dowolnej chwili mozemy prze$ledzié droge kazdej
czastki materiatu i wyznaczyé odksztalcenie kwadratowej siatki pomy$lanej w ma-
teriale. Sposéb odksztalcenia komplikuje zmieniajacy si¢ kierunek ruchu czastek.
Trudno$¢ te pokonano dzielac caty okres az do rozdzielenia preta na 8 jednakowych
odcinkéw czasu At Ruch badanej czastki materialu w okresie kazdego z tych
przyrostow okreslano jako $rednia z predkosci wyznaczonych na poczatku i koncu
rozpatrywanego odcinka czasu At

Na rysunku 17 pokazano po lewej stronie poczatkowa kwadratows siatke (1 = 0),
a po prawej stronie siatke po duzym odksztalceniu (¢ = 34¢), gdy redukcja szero-
koSci w najwezszym miejscu wynosi 37,5%. Charakterystyczne jest rozdzielanie
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materialu na dnie karbu, co latwo zauwazy¢ z koncowego polozenia B’ czastek
znajdujacych sie poczatkowo w najblizszym sasiedztwie punktu B. Rédzni sie to
od zwykle spotykanego typu kruchego pekania, przy ktérym oprécz energii lokal-
nego plynigcia plastycznego musi byé réwniez dostarczana z zewnatrz znaczna
energia zwigzana z powstawaniem nowej powierzchni. Ta cze$¢ energii jest jednak
w naszym przypadku bardzo mata i moze by¢ pominieta w poréwnaniu z energig
odksztalcenia plastycznego. Zagadnienie to zostalo przedyskutowane przez M. E.
MERCBANTA [15] w zwiazku z procesem tworzenia si¢ widra przy skrawaniu metali.
Podobne rozdzielanie materiatu obserwuje si¢ réwniez przy wciskaniu klina w oéro-
dek plastyczny [16], ale w obydwu tych przypadkach jest ono wywolane wciska-
niem sztywnego zaostrzonego elementu miedzy rozdzielane czeSci materialu. W na-
szym przypadku materiat jest rozdzielany rozciaganiem dzieki szczegdlnemu ksztal-
towi powierzchni. Dalej zobaczymy, Ze w rozwigzaniu tego samego problemu przy
granicznym przejéciu od karbu z zaokraglonym dnem do karbu ostrego takie
rozdzielanie nie wystgpuje. Innym przeciwnym argumentem jest, Zze rozdzielanie
powoduje bardzo duze lokalne odksztalcenia plastyczne, a wiec na rzeczywisty
charakter plynigcia w tym obszarze moze mie¢ znaczny wptyw wzmocnienie ma-
teriatu.

Podobna analizg przeprowadzil E. H. Leg [17] réwniez dla karbu w postaci
waskiego wycigcia prostokgtnego. Na rysunku 18a pokazano siatke linii poslizgu
w poczatkowej chwili procesu plyniecia. Z rozwiazania dla predkosci wynika, ze
odcinek BC krawedzi przesuwa si¢ w sposéb sztywny, zachowujac poziome poto-
zenie. Odcinek CD przesuwa sie w kierunku osi preta zachowujac potozenie piono-
we. Znajac predkosci tych odcinkdw mozemy znalez¢ ich nowe polozenie po uplywie
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krétkiego czasu At. Migdzy przesunigtymi odcinkami krawedzi powstanie w krawe-
dzi luka, gdyz czeSci krawedzi przylegajace do naroznego punktu C maja réznie
skierowane predkoéci odpowiednio od strony odcinka poziomego i pionowego.
Luka ta wypelniana jest przez materiat naplywajacy z wngtrza preta. Jezeli przyjac,
7e czastki tworzace nowy odcinek krawedzi zachowuja w rozpatrywanym prze-
dziale czasu At poczatkowa predkoséé plyniecia, to powstatoby zaokraglone naroze
na dnie karbu. W omawianej pracy przyjeto, ze nowy odcinek krawedzi tworza
dwie prostoliniowe czgéci, stanowiace przedtuzenie przesunigtych odcinkéw BC oraz
CD i tworzacych ostre prostokatne naroze. Taki schemat odksztatcenia jest kine-
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Rys. 18

matycznie dopuszczalny. Budujac nastepnie siatke linii poslizgu dla nowej konfigu-
racji karbu mozna wyznaczy¢ kolejne polozenie krawedzi, odpowiadajace nowemu
przyrostowi czasu A¢. W ten sposéb dochodzimy do momentu, gdy punkt N ko-
lejnej siatki wypadnie na osi preta (rys. 18b). Od tej chwili obszar plastyczny nie
obejmuje juz poziomych odcinkdw krawedzi, a caly material na zewnatrz skrajnej
linii poélizgu C'EO porusza si¢ jak sztywna catoéé. Pionowy odcinek C'D’ prze-
suwa si¢ w dalszym ciagu w kierunku osi, Ostatnia faza procesu zaczyna si¢ w chwili,
gdy punkt F siatki dojdzie do osi (rys. 18c). Siatke linii poSlizgu tworzy od tej
chwili pole jednorodnego stanu naprezenia C”D"'O, a pionowy odcinek krawedzi
C”D" przesuwa sig¢ w kierunku osi z predkoscia v = v,, a wiec rowna predkosci
obu sztywnych cze¢éei preta. Zmniejsza on przy tym swa dlugosé. Tworzace sig
przy tym nowe odcinki krawedzi sg prostoliniowe i nachylone wzgledem osi pod
katem 26°34’. Na rysunku 18d pokazano ksztalt krawedzi w réinych stadiach
procesu az do rozdzielenia obu czeécei preta.

Jezeli karb nie ma ostrego zatamania, to predkos$é plyniecia kazdego punkfu
Jest okre§lona jednoznacznie. A.J. WANG [18] zbadatl przypadek karbu pétkolistego
stosujac analogiczna jak w powyzszych pracach metode postgpowania, polegajaca
na podziale czasu przebiegu calego procesu T na szereg krétkich odcinkéw czasu,
w ktérych predkodci mozna uwazaé za state. Na rysunku 19 pokazano ksztatt kra-

5*
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wedzi karbu w kilku fazach procesu. W pracy [19] (por. réwniez [20]) zbadano
odksztalcenie kwadratowej siatki dla tego samego karbu (rys. 20). Nie ma tu
zjawiska rozdzielenia materiatu na dnie karbu, jakie charakteryzowato rozwiazanie
z rys. 17 dla preta z ostrym karbem.

E.H. Lee i A.J. WanG [21] rozwiazali zagadnienie przebiegu procesu odksztal-
canja preta z ostrym karbem katowym oraz z karbem prostokatnym w odmienny

]

Rys. 19

sposéb niz w pracach [14] i [17]. Rozwiazanie uzyskano jako przejScie graniczne
od rozwiazania dla karbéw z zaokraglonymi narozami przy malejacym do zera
promieniu zgokraglenia. Podejécie takie usuwa niejednoznacznos¢ kierunku ply-
niecia w narozach. W obu poprzednich rozwiazaniach niejednoznacznos¢ te wyko-
rzystano dla przyjecia najdogodniejszego dla obliczenn schematu odksztalcenia.
Zastosowana teraz metoda przejécia granicznego daje w wyniku powstanie za-
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Rys. 20

okraglenia krawedzi w narozu natychmiast po rozpoczeciu procesu odksztalcania.
Na rysunku 21 pokazano liniami ciagtymi ksztatt krawedzi karbu katowego w réz-
nych fazach odksztalcania. Dla poréwnania liniami przerywanymi zaznaczono
postacie krawedzi w tych samych chwilach, otrzymane w poprzednio omawianej
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pracy [14]. W poczatkowej fazie obydwa rozwiazania sa bardzo zblizone, Koficowa
faza procesu rdézni sig¢ jednak znacznie. Moment rozdzielenia obu czeéci preta
nastepuje w obecnym rozwigzaniu pézniej niz w poprzednim. Podobnie dla karbu

Rys. 21

prostokatnego (rys. 22) od razu tworzy si¢ zaokraglenie w narozu. Metoda roz-
wigzania, polegajaca na traktowaniu ostrego zalamania krawedzi jako granicznego
przypadku naroza zaokraglonego, bardziej odpowiada warunkom rzeczywistym,
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gdyz w praktyce niemozliwe jest wykonanie idealnie ostrego naroza, odpowiada-
Jacego matematycznie pojetej osobliwoéci.

Wszystkie powyzsze rozwiazania oparto na zalozeniu, Ze linie poflizgu prze-
cinajace si¢ w §rodku najwezszego przekroju sa liniami nieciagto$ci predkoscei. Jak
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juz poprzednio wspomniano rozklad predkosci jest niejednoznaczny, wobec czego
zatozenie to jest do§¢ dowolne. W rzeczywistych metalach wykazujacych wzmoc-
nienie ptyniecie obejmie znaczniec wiekszy obszar. Jezeli bowiem przyjmiemy, ze
pierwszy poSlizg nastapit wzdtuz wspomnianej linii nieciagloéci, to material ulegnie
tu natychmiast wzmocnieniu. Nieciaglo$¢ predkosci przeniesie si¢ w stabsza czesé
materiatu na zewnatrz linii poczatkowej itd. Stuszno$é tego rozumowania potwier-
dzaja do$wiadczalnie otrzymane metoda trawienia linie poélizgu w stalowym precie
z karbem [22].

Ta sama metoda mozna rozwiazaé zagadnienie przebiegu odksztalcania przy
zalozeniu kazdego innego niecigglego lub ciaglego pola predkosei speiniajacego
warunki kinematyczne. Jednak jak sie wydaje, nikt jeszcze nie podjal takiej proby.

3. Plaski stan napre¢Zenia

Jak wspomniano na wstepie, w uplastycznionej cze$ci preta panuja warunki
zblizone do plaskiego stanu naprezenia, jezeli wymiar b jest duzo mniejszy od
wymiaru a. Podobnie jak dla ptaskiego stanu odksztalcenia mozna postugujac sie
modelem ciala sprezysto-plastycznego zbadaé rozchodzenie si¢ obszaréw plastycz-
nych. Wyniki prac poéwi¢conych temu zagadnieniu oraz ich do$wiadczalng wery-
fikacie oméwimy w punkcie 3.1. Znacznie proSciej mozna wyznaczy¢ no$noéé
graniczna przyjmujac model ciala sztywno-plastycznego. Zagadnieniu temu po-
$wiecono punkt 3.2.

3.1. Rozwigzania spreZysto-plastyczne. Wyznaczanie granic obszaréw plastycznych po-
lega na numerycznym rozwiazaniu jednoczeénie réwnan dla obszaréw sprezystych
i plastycznych [1]. W tych ostatnich warunek plastyczno$ci HUBERA-Misesa ma
teraz postaé

02—0,0,+03+37%, = 3k2.

Pozostale rownania sg takie same, jak dla plaskiego stanu odksztalcenia. ALLEN
i SoutHweLL [1] rozwiazali przypadek preta z potkolistymi wycieciami i ostrym
karbem katowym o kacie 2a = 90°. Na rysunku 23 przedstawiono kolejne fazy
rozwijania si¢ obszaréw plastycznych w plytce z karbem potkolistym. Proces ten
jest w koricowej fazie odmienny niz dla tego samego ksztattu karbu w warunkach
plaskiego stanu odksztalcenia. Polagczenie postgpujacych z obu stron obszardw
plastycznych nastgpuje teraz w érodku najwezszego przekroju, a nie w znacznej od
niego odleglodci, jak to pokazywatl rys. 4. Wartoé¢ §redniego naprezenia osiowego
w najwezszym przekroju w chwili faczenia si¢ obszaréw plastycznych wynosi oy, =
1,120,,. Dla karbu katowego potaczenie obszaréw plastycznych nastepuje w pewnej
odlegloéci od najwezszego przekroju. Watpliwoéci budzi jednak otrzymana $rednia
warto$¢ naprezen osiowych w najwezszym przekroju o, = 1;240,,, przewyzszajaca
najwigksza mozliwa warto$¢ oy, = 1,150,,, jaka moze osiagnaé naprezenie nor-
malne zgodnie z powyzszym warunkiem plastycznoéei.

W pracy [23] wyznaczono teoretyczny przebieg rozchodzenia sie obszaréw plas-

tycznych w rozciaganej cienkiej plytce ostabionej symetrycznie karbami szczelino-
wymi. :
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P.S. THEOCARIS i E. MARKETOS [24, 25] uzyskali do$wiadczalne potwierdzenie
ksztattu obszardw plastycznych i przebiegu procesu ich rozwijania sie, wyznaczo-
nych teoretycznie przez ALLENA 1 SOUTHWELLA. W obydwu pracach badana préobka 1
z karbami (rys. 24) wykonana byla ze stali o wysokiej granicy plastycznosci, powyzej
ktorej krzywa rozciagania przebiega plasko az do odksztalcenia okoto 2,5%.
Material ten mozna wigc w przyblizeniu traktowaé jako sprezysto-plastyczny bez

p
IJ/L;L_L.

Rys. 23 Rys. 24

wzmocnienia. Do polerowanej powierzchni probki przyklejano przezroczysta plytke
2 o grubo$ci 3 mm wykonana z materialu czulego elastooptycznie, W czasie obcia-
zania plytka 2 dzieki malemu modutowi Younga caly czas znajduje sig¢ w stanie
sprezystym, mimo tego ze w probee 1 pojawiaja sie obszary plastyczue. Obserwujac

Rys. 25

plytke 2 w spolaryzowanym §wietle mozna wyznaczyé w kazdej chwili panujacy
w niej stan odksztatcenia. Odksztaltcenia te sg oczywiscie takie same jak w metalowe;j
probee, gdyz obie plytki sa sztywno potaczone warstwa kleju, Nastgpnie przyjmujac
odpowijednie zaleznoci miedzy przyrostami odksztalceni a napreZeniami mozna
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obliczy¢é naprezenia i okredli¢ granic¢ obszaru plastycznego. Na rysunku 25 przed-
stawiono otrzymane w ten sposob [24] granice w réznych fazach rozciagania plytki
z karbami o takim samym ksztalcie jak na rys. 23. Jak widac, rozwigzanie nume-
ryczne daje ten sam charakter rozszerzania si¢ obszaréw plastycznych, jaki otrzy-
muje sie z badan do§wiadczalnych. Podobna analiza do§wiadczalna przeprowadzona
w pracy [25] dla karbu o ksztalcie zblizonym do ostrego katowego wycigcia roOwniez
wykazuje duza zgodno$¢ obrazu postepujacych granic sprezysto-plastycznych
z teoretycznymi wynikami Allena i Southwella.

Ta sama metoda do$wiadczalna zostala zastosowana przez R. T. AuLta i J. W.
SPRETNAKA [26] do analizy rozwijania sie obszaréw plastycznych w molybdenowych
cienkich prébkach ostabionych karbami.

3.2. Rozwigzania sztywno-plastyczne. 7 wyze] przedstawionych teoretycznych roz-
wigzan sprezysto-plastycznych 1 badan do$wiadczalnych wynika, Ze polaczenie
obszaréw plastycznych nastepuje w najwezszym przekroju. Nalezy wiec oczekiwad,
ze w przeciwienstwie do przypadku plaskiego stanu odksztalcenia rozwiazania te
powinny dawaé wyniki bliskie rozwigzaniom sztywno-plastycznym.

Oczywiste jest, ze w najwezszym przekroju obydwa naprezenia normalne, zaréwno
rownolegle jak i prostopadie do osi preta, sa rozciggajace. Wynika stad wniosek,
ze jezeli przyjmiemy warunek plastycznosci Treski, przedstawiony liniami prze-

Rys. 26

rywanymi na rys. 26, to wspdlczynnik zwigkszenia sity granicznej P w stosunku
do sity granicznej P, dla preta bez karbu musi byé réwny jednoscei, a wige f =
= P[P, = 1. Zniszczenie preta nastapi przez poélizg wzdluz ptaszczyzn nachylonych
pod katem 45° do obu powierzchni blachy.

W przypadku warunku Hubera-Misesa, przedstawionego elipsa na rys. 26, napre-
zenie osiowe moze osiagna¢ maksymalng warto$¢ ¢ = 1,150,,. Wynika stad, ze
wspdiczynnik f moze byé zawarty jedynie w granicach 1 < f < 1,15. Dokladne
wyznaczenie jego wartoéci mozliwe jest w wielu przypadkach przez rozwigzanie
zagadnienia brzegowego Cauchy’ego dla naprezen w sposéb podobny jak dla
plaskiego stanu odksztalcenia. Jednakze jak wykazat R. HiLr [27] przy pewnej
konfiguracji karbu zniszczenie preta nastepuje przez utworzenie sie w najwezszym
przekroju lokalnego pocienienia blachy, zwanego szyjka.

W przypadku karbu katowego (rys. 27a) siatke charakterystyk (nie bedacych
teraz liniami poSlizgu) wyznacza si¢ rozpoczynajac od swobodnej krawedzi AB,
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na ktoérej znamy obydwa naprezenia gtéwne o, = oy, 0, = 0. Wspdlczynnik f
jest okreSlony zaleznoS$cig

f= PP, = .2.]1/.3_ (/17 35in%y + 3cos).

Rozwigzanie to jest sluszne jedynie dla 70°32" < a < 90°. Dla a = 70°32’ cha-
rakterystyka AD pokrywa si¢ z prosta 4A4’, a cala siatka charakterystyk redukuje
sie do jednej charakterystyki 44" (rys. 27b). Wspdlczynnik f osiaga swa najwicksza
mozliwg warto$é, /= 2/]/_3_: 1,15. Plastyczne plyniecie sprowadza si¢ jedynie do

a b

0%2% o <90° <032’

Rys. 27

lokalnych odksztalcen w szyjce tworzacej sie wzdtuz 44', Stan naprezed w szyjce
jest staty i okreslony wartoSciami naprezen o, = 2k, 0, = k (punkt 4 na rys. 26),
gdzie k= 0‘,,,/]/3-. Taki sam stan naprezenia w szyjce istnieje i dla katéow a << 70°32/,
gdyz dodanie materiatu nie zmniejsza no$no$ci granicznej.

{h>107r

Rys, 28

Taka sama szyjka tworzy si¢ réwniez na $rodkowym odcinku CC’ (rys. 28)
w blachach ostabionych karbami zaokraglonymi, jezeli ~ > 1,071r.

Zagadnienie wyznaczenia dostatecznej szerokosci preta w przekrojach oddalo-
nych od karbu zostalo zbadane w pracy [13] réwniez dla omawianych tu cienkich
pretdw. Metoda jest analogiczna do omowionego w p. 2.3 przypadku plaskiego
stanu odksztalcenia. Wykazano, ze dla karbu katowego zawsze mozliwe jest zbudo-
wanie przedluZzenia pola naprezen w obszar sztywny.
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H. Forp i G. Lianis [28)] dla oceny dolnej granicy no$nosci preta z karbem
zastosowall metode budowy statycznie dopuszczalnych pdl naprezen, podobnie jak
to poprzednio przedstawiono dla plaskiego stanu odksztalcenia.

4, Prety o pofredniej szerokoSci

W wielu rzeczywistych konstrukcjach wymiar 2b preta nie jest ani na tyle maty,
aby powstal plaski stan naprezenia, ani dostatecznie duzy, aby wytworzyt sie
ptaski stan odksztalcenia. Powstaje wobec tego wazny problem, kiedy teoretyczne
schematy plaskiego stanu naprezenia i ptaskiego stanu odksztalcenia stanowi¢ moga
dobre przyblizenie rzeczywistych warunkéw. Teorctyczna prébe analizy tego za-
gadnienia podjat D. C. DrUCKER [30] w oparciu o graniczne twierdzenia teorii
plastycznosci. Analiza taka, polegajaca na doborze odpowiednich pél kinema-
tycznie lub statycznie dopuszezalnych, moze daé jedynie bardzo przyblizong ocene
wielkoSci 2b, niezbednej dla powstania stanu zblizonego do plaskiego stanu od-
ksztalcenia. Catkowicie pewne informacje moga by¢ uzyskane jedynie w sposéb
doswiadczalny.

W. ZukowskI badat wptyw grubosci 2b na no$no$¢ preta z ostrym karbem kato-
wym. W pracy [11] wykazano, ze wielko$¢ sily zrywajacej, odniesionej do jednostki
dtugosci w kierunku wymiaru 26, ma juz praktycznie stala warto§é dla b/h > 4.
W pracy [10] badano zmiang wielkoéci sity, przy ktérej zaczynaja sie duze odksztal-
cenia plastyczne w zaleznosei od wartosei stosunku b/h. Rowniez i ta sita odniesiona
do jednostki dtugo$ci jest prawie stala dla b/h > 4.

W pracy [12] otrzymano, ze dla karbu z lagodnie zaokraglonymi narozami juz
dla b/h > 2 wielko$¢ sity jednostkowej jest prawie stata.

5. Prety o symetrii obrotowej

Jak wiadomo, rozwigzanie osiowo-symetrycznego zagadnienia teorii plastycznosci
ciagle jeszcze sprawia duze trudnosci. Dla warunku plastycznoéci Hubera-Misesa
i stowarzyszonego z nim prawa plyniecia Lévy’ego-Misesa podstawowy uktad
réwnan nie jest typu hiperbolicznego [2], wobec czego nie moze byé do jego rozwia-
zania zastosowana najbardziej efektywna w teorii plastycznos$ci metoda charakte-
rystyk. Zagadnienie bedzie jednak typu hiperbolicznego, jezeli przyjaé warunek
plastycznosci Treski, a ponadto zalozyé, ze stan naprezenia reprezentowany jest
w przestrzeni naprezen gtéwnych wylacznie przez punkty lezace na jednej z krawedzi
szesciokatnej pryzmy odwzorowujacej warunek Treski. Zatozenie to odpowiada tak
zwanemu warunkowi pefnej plastycznosci Haara-Kérmana i w przypadku osiowo-
symetrycznego zagadnienia prowadzi do rozprzezenia réwnan dla naprezed i pred-
kosci. Po wyznaczeniu naprgzeth mozna obliczyé obydwie sktadowe predkosei pty-
nigcia: promieniowa v, 1 osiowa v,, rozwiazujac uklad sktadajacy sie z warunku
izotropii 1 warunku niesci§liwoéci. R. T. SHiELD [31] wykazal, ze charakterystyki
dla predkoéei pokrywaja sig z charakterystykami dla naprezen, podobnie jak
w plaskich zagadnieniach teorii plastycznoéci.
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05 /2k

Rys. 29

W pracy [31] SHIELD podal rozwiazanie problemu weiskania osiowo-symetrycz-
nego sztywnego stempla w polprzestrzen z materialu idealnie plastycznego. Roz-
wigzanie to po zmianie znakéw naprezen jest oczywiscie rowniez rozwiazaniem dla

0
30

o Punkly obliczone
" % Punkly doswiadczalne

4, a 1 | L |
30° 60° 90° ¢

Rys. 30

rozcigganego osiowo-symetrycznego preta z karbem szczelinowym. Wyznaczone
zostalo przedtuzenie pola naprezen w obszar sztywny, pozwalajace okredli¢ nie-
zbedna érednice czeci chwytowych preta oraz rozwiazanie dla predkosei plynigcia
materiatu.
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W pracy [32] podano przy tych samych zatoZeniach jak w [31] rozwiazania dla
karbu katowego o réznych katach oraz dla karbéw z dnem zaokraglonym. Na
rysunku 29 pokazano siatke charakterystyk, stanowiacych jednoczeénie linie po-
§lizgu dla karbu katowego o kacie ¢ = 60°. Otrzymano ja przez kolejne rozwiazy-
wanie zagadniefi brzegowych dla réwnan rézniczkowych charakterystyk. W przeci-
wienstwie do plaskiego stanu odksztalcenia zewnetrzna linia poélizgu BCDE nie
moze byé teraz linia nieciagtosci predkoéci. Linia ciagla na rys. 30 pokazuje, jak
zmienia si¢ wspotezymnik noénosei f,,, W zaleznosci od kata a karbu. Linia przery-
wang przedstawiono wyniki weryfikacji doswiadeczalnej na pretach z migkkiego
aluminium. W omawianej pracy przeprowadzono réwniez doswiadczalna analize
wplywu $rednicy czesci chwytowych preta na jego no$nosé. Jest godne podkreslenia,
ze wspdlezynnik nosnosci obliczony w opisany sposéb dla pretéw osiowo-symet-
rycznych niewiele rézni sig¢ od wspéleczynnika dla pretéw, w ktérych mamy ptaski
stan odksztalcenia, jezeli ksztalt karbu jest taki sam.

Wymienimy tu jeszcze prace E. LEVINA [33], w ktorej podano kinematycznie
dopuszczalne pole predkoéei dla zagadnienia weiskania walcowego stempla. Pole
to pozwala oceni¢ od géry nos$no$¢ graniczng preta z karbem szezelinowym. Ocena
ta daje warto$¢ f'= 2,92 wobec wartosci j'= 2,85 otrzymanej przez SHiELDA [31].
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Pezwome

OB30P PABOT, KACAIOIIUXCS HECYIEN CIIOCOEHOCTY CTEPKHEN
C BBIPE3OM, ITOOBEP)KEHHLIX PACTSDKEHHIO

OBcyr)aaIoTCA OCHOBHBLIE TEOPETHUECKHE M 3KCIEPHMEHTANBHBIE PadOThl, KACAIOUIMECS TLIAC-
THUeCKHx nedopmalyit ¥ HecymieH CIOCOGHOCTH CTEPIKHEH C BBIPE30M, NOJBEPIKEHHbIX pac-
crsokenuio. JIna crepaxueit Gomnpuroro pasmepa 26 (puc. 1), B KOTOPBLIX CyLUECBYET COCTOSIHME
Onuaroe MIOCKOMY IehOPMHPOBAHHOMY COCTOAHHIO, OGCYIKAAIOTCA NMOCNENOBATeIBHO: YIPYIo-
TJIACTHYECKIE ¥ HKECTKOINACTHUECKHE DPCLICHHMA, BJIMAHWE LIHPHHLI CTEP)KHS, BHE BLIPE3a,
a TarkyKe aHayM3 NeOpPMHPOBAHMA, BIUIOTh AO MOMEHTa pasfeleHua oO0eHxX uacTeil CTepyKHsI,
B cryuae MIOCKHX INUIACTHHOK C BBIPE3AMH, TIONBEPYKEHHBIX PACTSHKEHHIO, 00YHIaIOTCsE YIpyro-
TUIACTHYECKHE M )KECTKOIJIACTHYECKHME DelleHusi. PaccMaTpMBAIOTCS, BONPOCHI KACAIOLIHECH
CTepyKHEH ITPOMEXYTOUHOM WIMpPHHBI 26. IIpMBOMUTCH TAXOKE AKTYaNbHOE COCTOSTHHE TEOPHH
OCECUMETPHYECKIX CTEpYKHelH C BBIPE3OM.
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Summary

A SURVEY OF PAPERS DEALING WITH THE PROBLEM
OF NOTCHED BARS PULLED IN TENSION

Presented is a survey of theoretical and experimental papers dealing with the plastic behaviour
of notched bars pulled in tension. For plain strain bars discussed are: elastic-plastic and rigid-
plastic solutions, the influence of the width of the bar outside the notch and an analysis of the
deformation process until the moment of collapse, For plain stress bars, also elastic-plastic and
rigid-plastic approach is described. The survey includes the problem of bars with intermediate
width. Finally, the present state of the theory of axially symmetric bars is briefly discussed.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 25 kwietnia 1965 r.



