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1. Wstep

Problem plyt grubych, postawiony w klasycznej teorii sprezystoéei [1 1 2], nie zostal
do chwili obecnej rozwigzany w sposob zadowalajacy. Wynika to ze zlozonosci problemu,
w ktérym wymagane jest spetlnienie warunkéw brzegowych zaréwno na powierzchniach
gérnej 1 dolnej jak i bocznych. Jako pewne uproszczenie dopuszcza sig¢ w teorii plyt
grubych spetnienie warunkéw brzegowych na powierzchniach bocznych w sensie $rednim,
to znaczy, zada si¢ spetnienia ich na krzywej ograniczajacej plyte dla wielkoéci wypadko-
wych. Uproszczenie to, opierajace si¢ na zasadzie Saint-Venanta, pozwolilo na rozwig-
zanie tylko niewielu przypadkéw [2].

Najdalsze uproszczenia wprowadza tak zwana klasyczna teoria plyt cienkich ogdlnie
biorac anizotropowych. Teoria ta jest rozbudowana niezwykle szeroko i dla wielu tech-
nicznie waznych przypadkéw daje dobre, w poréwnaniu z do§wiadczeniem, przybliZenie.
Ma ona jednak szereg niedostatkéw migdzy innymi dlatego, Ze nie uwzglednia si¢ w niej
odksztalceri wywolanych sitami poprzecznymi. Niedokladnosé te wielu autoréw starato
si¢ usunaé na przestrzeni ostatnich lat dwudziestu. Powodem tych staran sa potrzeby
wynikajace z praktyki inzynierskiej, mianowicie w coraz wiekszym stopniu wprowadza
sic do konstrukcji elementy ptytowe, powlokowe i belkowe z tworzyw sztucznych jak
i elementy o projektowanej niejednorodnej strukturze wewngtrznej. Naleza tutaj elementy
wielowarstwowe, ktore projektuje si¢ w ten sposdb, ze pewnym warstwom przypisuje
si¢ okre§lony charakter pracy. Na przyklad pewne warstwy przenosza, ogdlnie biorac,
naprezenia normalne, a inne, zgodnie z ich cechami wytrzymato§ciowymi, naprezenia
styczne. Konstrukcje takie, powszechnie uzywane w lotnictwie, coraz czesciej pojawiaja
si¢ w budownictwie ladowym, pomijanie wigc odksztatcern wywolanych sitami poprzecz-
nymi w warstwie, gdzie wystepuja tylko te sily, jest niemozliwe do przyjecia.

Teoria ptyt cienkich nie zdaje tez egzaminu w dnalizie stanu naprgzenia ptyt jedno-
rodnych o wymiarach spotykanych w konstrukcjach stropéw grzybkowych czy plyt fun-
damentowych, dlatego tez ukazalo si¢ duzo prac dotyczaccych ptyt grubych na podiozu
sprezystym, np. prace [3 1 4].

Doédwiadczenia wykazuja, ze w przypadkach oméwionych wyzej, analiza stanu na-
prezenia, przeprowadzona w oparciu o teorie plyt cienkich, daje obraz falszywy.

W zwiazku z powyzszym szereg autoréw [5-10] wprowadzifo pewne modele plyt,
w ktérych uwzglednia sie odksztalcenia postaciowe. Zamierzeniem tych autoréw byto
podanie teorii opisujacej zjawisko zginania plyt przy uwzglednieniu odksztalcen wywo-
tanych sitami poprzecznymi, przy czym powinna to byé teoria mozliwa do wykorzystania
praktycznego. W pierwszym rzedzie wymienié nalezy tutaj prace E. REISSNERA [5], ktéry:
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a) zaklada, ze naprezenia normalne oy, 0, oraz styczne 7., maja rozktad prostoliniowy
wzdiuz grubosci ptyty, a styczne %,,, T,, maja przebieg paraboliczny,

b) wprowadza §rednie warto$ci odksztatcen, ktére oblicza z porédwnania pracy wy-
padkowych sit na §rednich (sprowadzonych) przemieszczeniach z praca odpowiednich
naprezen na rzeczywistych przemieszczeniacl,

¢) uwzglednia naprezenia normalne o, prostopadte do powierzchni $rodkowej piyty.

W teorii tej otrzymuje sie nastgpujace zwiazki migdzy przemieszczeniami sprowadzo-
nymi i rzeczywistymi [11]:
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Sprowadzone katy obrotu pokazano schematycznie na rys. 1. W przypadku gdy w, =
= — Jw,/dx, napr¢Zenia styczne wynoszg zero.
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Dalsza grupe prac stanowia te, w ktorych zaklada sig, ze plyta zbudowana jest z ma-
teriatu poprzecznie izotropowego, przy czym w kierunku prostopadlym do powierzchni
Srodkowej plyta jest niesci§liwa. Nalezy tu wymieni¢ prace A. KroMMa [6]. Poza tym
J. L. BoavL i E. REISSNER [7] zajmowali si¢ takZze takim modelem plyty, rozwazajac jednak
warunki brzegowe na krzywej ograniczajacej nie tylko w sensie érednim i dlatego nazwali
ten problem «dwu 1 pot wymiarowympy.

Indywidualne podejicie do =zagadnienia piyt grubych wykazali W.Z. WrLAsOw
i N. N. LeonTIEW [3]. Wprowadzili oni tzw. teori¢ bimomentowa, ktdrej pierwszym przy-
blizeniem jest teoria plyt cienkich.

Szeroka klasg ptyt, w ktoérych uwzglednia si¢ odksztalcenia wywolane sitami poprzecz-
nymi, stanowia ptyty tréjwarstwowe. Teoria tych plyt rozwija si¢ w chwili obecnej nie-
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zwykle szeroko. W teoriach tych plyt najczeiciej zaklada sie, ze warstwy skrajne sa sy-
metryczne i spelniaja zalozenia teorii plyt cienkich, natomiast warstwa srodkowa, stalej
gruboéei, jest niedcifliwa i pracuje jedynie na odksztalcenia postaciowe. Podstawowe
réwnania takich plyt mozna znaleZé w pracach N.J. HorrFa [12], ALEKSANDROWA [13]
oraz C. LiBovE'a i S. B. BATDORFA [14]. Opierajac sie na tych modelach wielu autorow
uzyskato konkretne rozwigzania [15 i 16].

Najbardziej technicznie uzasadniony jest trochg¢ uproszczony model plyty tréjwar-
stwowej, mianowicie taki, w ktérym zaklada sig, Ze warstwy skrajne przenosza jedynie
naprezenia normalne i styczne poziome stale na gruboéci warstwy (brak sztywnosci na
zginanie warstw skrajnych), a warstwa §rodkowa pracuje jedynie na naprezenia styczne 7,,.
Na rysunku 2 pokazano schematycznie rozklad naprezed oraz odksztalcenia takiej plyty.
Yak widaé z tego rysunku, rozklad naprezen omawianej piyty tréjwarstwowej przypomi-
na belke dwuteowa. Co ciekawsze, tak zdefiniowany model plyty tréjwarstwowej jest
szczegblnym przypadkiem plyty reissnerowskiej ze wzgledu na pewng analogie odpo-
wiednich zalezno$ci. Wykazemy to w pracy.
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Praca niniejsza po$wigcona jest wyprowadzeniu podstawowych rozwigzan dla piyt
reissnerowskich i dzieki prostej analogii dla ptyt tréjwarstwowych o warstwach skrajnych
bez sztywno$ci na zginanie. Twierdzenie E. BETTIEGO 0 wzajemnoéci prac i rozwigzania
podstawowe, wyprowadzone w niniejszej pracy, nie sg znane (wedlug rozeznania autora)
w literaturze omawianych piyt.

Jak wiadomo, twierdzenie E. Bettiego i rozwiagzania podstawowe osobliwe znajduja
zastosowanie przy konstruowaniu rozwigzan wielu probleméw brzegowych teorii sprezy-
stosci oraz teorii ptyt cienkich.

Celem podania analogicznych zaleinosci dla ptyt reissnerowskich i dla ptyt tréjwar-
stwowych jest wykazanie, Ze takze w teorii tych plyt wiele probleméw brzegowych mozna
rozwigzaé w oparciu o twierdzenie o wzajemnosci przemieszczefi i podstawowe rozwig-
zania osobliwe. W ten sposéb teoria omawianych plyt pomimo bardziej zlozonego modelu
moze by¢ blizsza zagadnieniom technicznym ze wzgledu na wspdlny z teorig plyt cienkich
sposdb rozwigzywania probleméw brzegowych.

Punkt 2 podaje podstawowe zalezno§ci bez specjalnego uzasadnienia ze wzgledu
na mozliwo§¢ znalezienia ich w literaturze. W punkcie 3 podano wywoéd podstawowej
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dla calej pracy zasady E. Bettiego. Natomiast omdwienie probleméw poruszanych w dal-
szym ciagu pracy podano w punkcie 5.

2. Rownania podstawowe

Ponizej podamy zasadnicze zwiazki dotyczace zarédwno plyt reissnerowskich jak
i plyt tréjwarstwowych spelniajgcych zalozenia podane w p. 1. Réwnania réwnowagi
podamy w réznych postaciach, ktére moga by¢ przydatne do uzyskania konkretnych roz-
wiazan.

Punktem wyjéciowym otrzymania réwnah réwnowagi beda zaleznosci miedzy silami
wewnetrznymi i oméwionymj w punkcie poprzedmm przemieszczeniami sprowadzonym1
Dla ptyt reissnerowskich otrzymujemy [11]:

dw, dwy  6p v(1+) _5h 5 ‘8601
mo= |z b FA g - ol ).

_ [Bws | e | 6p v(1+) _Sh( | do
2.1 my——D[ +v —+— A > q,v—’gG (03+Ty,
1—v(dwy Jws
o = Dy (W ’a;)’
gdzie:
g E .
D= m , E G,» —.staie materialowe.

W dalszym ciagu pracy zajmiemy sig plytami reissné_ro.wskimi poddanymi dzialaniu
obcigzenia normalnego p(x, y) oraz momentéw roztozonych: Xp(x, y) i Yu(x,y). Dla
wycietego z takiej plyty elementu (rys. 3) otrzymamy nastepujace réwnania réwnowagi:

3mx 3mx
T g X = O,
(22) am'\y +amy qy—ILYM = 0’
a . a ‘

Wstawiajac zwigzki (2.1) do (2.2) otrzymamy nastepujacy uklad réwnan ze wzgledu
na niewiadome w1, ws, w3:

3&)3 _ 6p
| ot 52 T T e
23) ?ﬁ’i+[1—L & ‘92] o d Ly s GLinhlp | 6
' 770 1=v oxdy  25E(1—») ox | 5hG™M
c_?&_ﬁ 147 J2w, [ R © 6v(1+v)h dp 6
gy 10 1—» dxdy 5(1=»)ay2 10 dxz | 25E(1—») dy ' 5hG M
Powyzszy uklad réwnan moze byé podstawg otrzymania rozwigzan dla konkretnych
zadan przy spelnieniu odpowiednich warunkéw brzegowych.
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Uklad réownan (2.3.) mozemy takZe sprowadzi¢ do trzech oddzielnych réwnad na
trzy funkcje przemieszczed. W tym celu nalezy postuzy¢ sig znanym postepowaniem
HiLBerTA. Ze wzgledu na wielokrotne uzywanie tego sposobu w literaturze [15, 17, 18]
podamy ponizej jedynie koricowe rezultaty w postaci nastgpujacych trzech rownan:
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Natomiast przemleszczema sprowadzone * w; (z 1,2, 3) wyznaczy¢ mozemy z naste-
pujaccych zwiazkow:

h 1 pe d I 8 h
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Uklad réwnan (2.4) wraz ze zwiazkami (2.5) réwnowazny jest ukladowi réwnan (2.3).
Sposéb wykorzystania ukladu rownan (2.4) zostanie pokazany w dalszym ciggu pracy.
Zanalizujemy teraz przypadek jednorodnych réwnaf ukiadu (2.4)
B2

(2.6) VZVZ(I—EVZ)F,-zo, i=12,3.
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Rozwiazanie takich réwnan mozemy przedstawié w postaci sumy [19]
@7 Fi = Bi+H;,
gdzie

V2V2B; = 0, (1— L VZ) =0.
Lalwo si¢ przekonaé, ze dla funkcji Hy mamy w; = w2 = w3 =0 ze wzgledu na

2
powtarzanie sie zalezno$ci (1—% V2) F; w zwiazkach (2.5). Ponadto ze wzgledu na to,

7e mamy do czynienia z zagadnieniem szdstego rzedu, rozwigzanie mozemy skonstruowaé
tylko za pomoca jednej funkcji biharmonicznej i jednej H;. Stad po wykonaniu przeksztal-
cef otrzymamy dla przypadku (2.6) nastgpujaca reprezentacje niewiadomych (por.

[15120]):
w1=(1— 1_1_vh—52V2)B

(2.8) Wy = ——g—f—}—%—f, V2V2B =0,
w3 = —g—f—%—, (l—f—éVZ)H:O.

Pozostaje jeszcze w przypadku powyzszym problem rozwiazan szczegélnych uktadu
rownan niejednorodnych, ktéry nalezy rozpatrze¢ w rozwiazaniach szczegdtowych.

W przypadku plyt tréjwarstwowych, spelniajacych zatoZzenia podane w punkcie
pierwszym, otrzymuje si¢ zalezno$ci zblizone do podanych powyzej dla plyt reissnerow-
skich. Ponizej podamy te zwiazki powolujac si¢ na wczesniejsza prace autora [21].

Zwigzki miedzy sitami wewnetrznymi i przemieszezeniami @i, @2, @3 sa nastgpujace:

o ops Jps . dpy
my, = D, ( + ay) Gx = 2Gsh1((p2+ ax |’
0 0 0
2.9) m, = D ( Dy ;;) g, = 2G hl(«p3+ ¢)
_ 11— 3(p2 3(]73 _ 2Edh§
May = Di 5 (3y+3x FT =)

gdzie E, v oznaczaja stale materialowe warstw skrajnych, a G; = G,, = G,; modut
odksztalcenia postaciowego warstwy érodkowej.
Post¢pujac podobnie jak poprzednio, otrzymujemy nastepujace przemieszczeniowe
réownania réwnowagi:
3<Pz 9ps _ P
V2 =
Pt ox Ty T T 3G

R
@iy o (1 n_ % 12 ) 1L Pgs Xy

= o2 2 02| 2 1w axdy  2G.h°
Qpo _mlyw @g (1 m P m ) Y
3y 2 1—»; 0xdy 1= 82 2 ox2 |7~ 3G’
gdzie n = Edhi/G,(14v)).
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Po sprowadzeniu powyzszego ukladu réwnan do réwnan na funkcje przemieszczen
otrzymujemy:

7 4

vavz|1— L v - £

(1 2 )Fl . D’
3v2] S/ RV N __‘kM_
2.11) V2y (1 > V211 D,
Ui ) Yy
veve|i— L ya| oy = M

(1 2 )F3 Lt

Z poréwnania wyprowadzonych zwiazkéw dla plyt Reissnera z podanymi powyzej
dla plyt tréjwarstwowych widaé, ze te ostatnie latwo otrzymaé z pierwszych zastepujac
(2.12) %—»n, D-D, F->I, w-ge
oraz pomijajac bezposredni wpltyw obciazenia p na momenty zginajace, a takze wplyw
dpldx i Op/dy w rownaniach (2.3) i (2.4).

Na podstawie tych krotkich rozwazan widzimy, ze plyty tréjwarstwowe, spelniajace
zalozenia podane w punkcie pierwszym, sa szczegblnym przypadkiem plyt reissnerow-
skich. Dlatego w dalszym ciagu pracy bedziemy zajmowali si¢ tymi ostatnimi podajac
ewentualnie rozwiazania dla plyt tréjwarstwowych bez dodatkowego ich uzasadnienia.

Omoéwienie warunkéw brzegowych zagadnienia zostanie przeprowadzone w punkcie
czwartym.

3. Twierdzenie E. Bettiego o wzajemnoSci prac

W punkcie niniejszym zajmiemy si¢ wyprowadzeniem twierdzenia E. Bettiego dla
plyt reissnerowskich. Omawiane twierdzenie nie jest znane w literaturze przedmiotu.
Twierdzenie to lezy u podstaw znanej metody punktéw osobliwych («Singularititenme-
thode»), ktora zreszta do teorii sprezystosci pierwszy wprowadzit E. BeTTi [1]. Zastosowanie
tego twierdzenia w teorii sprezystosci i mechanice budowli jest niezwykle szerokie. Pozwala
ono na skonstruowanie szeregu rozwiagzan problemoéw brzegowych teorii sprezystodci.
W pracy ninigjszej wykorzystamy to twierdzenie do skonstruowania rozwiazania dla do§é
ogdélnego problemu brzegowego plyt Reissnera a takze plyt tréjwarstwowych.

Twierdzenie E. Bettiego dla omawianych piyt spetnia podobna rolg co znany wzér
Greena

3.1) flff (uVZv—qu)dr:‘[f (uZ—Z—w%) ds

w teorii funkcji harmonicznych, czy tez wzor [22]

(3.2) Gfbff [u-(Wv—f— 1—121: grad divv) —v-(V2u+ 1—121: graddivu)} dr =

— fs f [0 F(o)—v - F()lds
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w teorii rownafi przemieszczeniowych teorii sprezystosci

(3.3) Vau+

| . X
15, gladdlvu+ﬁ =0

Twierdzenie E. Bettiego wyprowadzimy w sposéb podobny, jak to uczynili S. BERGMAN
i M. ScHIFFER [22] dla otrzymania wzoru (3.2).

WprowadZmy do rozwazafi wyrazenie na enetgi¢ sprezysta nagromadzong w elemencxe
zginane) plyty Ay

1 5(02 8(02 8(03 ) (9(01
Jezeli wykorzystamy zwiazki miedzy sitami wewnetrznymi i przemieszczeniami sprowa-

dzonymi w; (2.1), to otrzymamy na energie sprezysta, nagromadzona w plycie rozpatry-'
wanej wyrazenie nastgpujace:

D IO% Jdws dwy dws\:  1—v [dw, dw, dws
G V= ff{( ) ayWﬂL(aT)WLT( )‘*“ NG e T

y (O 5(1—9) dw dw dw dw \?
2 (a;)+ = [2'1‘2023 +( ‘)+w3+2w33‘+(-37‘)]+

6v(1+v) (dw: . dws
T EE 1’(ax+ay)}d b

Wprowadzmy teraz do dalszych rozwazad pewien funkcjonat zalezny od dwdch grup
funkeji w; 1y,

B

h? ox ox ' dy Oy D ox 33_)1
‘}‘5(1/;’})%%1!’2'{“5(1/; ) 05 2+8awxz a(;f:%- zvaaa;z 3(;/); 1;'» _3%%@_2_1_

Zwigzek miedzy podanym wyzej funkcjonatem i pierwsza wariacja energii sprQiystej.
zostanie oméwiony w punkcie czwartym, na razie zauwazymy, ze funkcjonal ten zwig-
zany jest z wyraZeniem na energie sprezysta (3.5) nastepujaco:

3.7 V=e{w, w}.

Zalozymy, Ze funkcje w;, y; sa ciagle wraz z pochodnymi do drugiego rzedu w pewnym
plaskim obszarze B oraz ciaggte wraz z pochodnymi pierwszego rzedu na brzegu C (rys. 4).

Natomiast o funkcji p(x, y)- zalozymy, Ze jest ona ciggla wraz z pochodna pierwszego
rzedu w B i cigglta na brzegu C.
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Zastosujemy teraz do wyraZzenia (3.6) przeksztalcenie Greena. Przykladowo zastosu-
jemy to przeksztalcenie do calek:

Jdwr awl ff 2 f@wl
JB Ox 6r - Ox2 1dXdJ"|‘C Kiplcos(n,x)ds,

ffp 36112 dxdy = ‘fj - padx dy-+ fpzpzcos(n x)ds.
:

(3.8)

Rys. 4

Jak widaé z powyzszego, dazymy do takiego przeksztatcenia funkcjonatu (3.6), azeby
uzyska¢ w wyrazeniach podcatkowych funkcje ; bez wystgpowania ich pochodnych.
Okazuje si¢ to mozliwe do przeprowadzenia dla calego wyrazenia (3.6). Wien sposob
otrzymujemy

D 5(1 5(1—»)

(3.9  e{w,y}= — ff (V2 1= o T 3;)3) widxdy—+

v)ff{@an oo R 149 2wy
_5(1—v)7x5“ 10 92 | “*7 10 1—» axdy

6v(1-+»)h 317} dedy +D5(l v)ff{awl B2 14y R,

T 25E(1—v) ox 10 1—v oxdy

O S 32]w 6v(1+2)h dp
—

v )h op d
5(1—») 9y 10 ox2 25E(1—») ay}”’”]x rt

S(I—v) [( )cos(n, x)~|—(w3+ )cos(n y)]wlds—l—
+§ f[(%i—l— a;;3)cos( .X)—I— (%+%}3)c05(n, y)]zpzds—l—

D 1—y (w2 dws dws dws ) o8 ]
+?CI[T( 5 4 ax)cos(n x)~|—( +v f) (0, ) | s ds—+

+5 6v—(511;/—1—v) [py2cos(n, x)+pyscos(n, y))ds.
C
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Przedstawimy teraz funkcje wz, ws oraz a2, ys na brzegu C przez funkcje ,, w,
i ,, 9 z pomoca nastgpujacych zwiazkow:
w2 = ,cos(n, x)— w,cosn, y),
(3.10) ws = w,c08(n, y)+ w,cos(n, X).

Interpretacja fizyczna tego przedstawienia stanie si¢ jasna w dalszym ciagu wywodu
zasady (twierdzenia) E. Bettiego.
Jezeli ponadto wezmiemy pod uwage, ze (rys. 4)

m, = mycos2(n, x)+mycos2(n, y)+2my,cos(n, x)cos(n, y),
3.11) iy = (my—my)cos(n, x)cos(n, y)-+my,[cosi(n, X)—cos2(n, )],
qn = qxcos(n, x)+g,c08(n, ),

to po wykonaniu prostych dziafan otrzymamy na funkcjonat e{w, w} wyrazenie naste-
pujace:

61D efo,py =220 ”)ff(w o 20 20 )wldxdw

D5(1 v)” dor [, e Ea az] I 14y 220
5(1—v) dx2 10 dy2 10 1—v dxdy

6v(1+2)h c')p} dvdy FD5(1 v)f”awl h 149 20,

" 25E(1—w) "~ 10 1—v dx 0y

) ") o 6v(1+v)h ap}
S(1—v) dy2 10 8x2:|w3“—m 9y p3dx dy+

2 [ la@pitma@) it ma(o)plds.
C

Wystarczy teraz zauwazy¢ na podstawie wyrazenia (3.6), ze funkcjonatl e{w, ¥} nie ulega
zmianie przy przestawieniu funkcji w; z funkcjami »;, a z réwnosci e{w, p} = e{p, w}
przy uwzglednieniu (3.12) otrzymamy wzér dla plyt Reissnera analogiczny do tozsamosci
Rayleigha-Greena dla izotropowych plyt cienkich [22]

(3.13) fo[(VZVZu)'v—uVZVZ'v]dxdy = f[M,,(u)g—:—V,,(u)v M,,(v) —I—V (v)u] ds.
B ¢

Tozsamosci, o ktéorej méwiliSmy wyzej dla plyt Reissnera, nie przedstawimy, bowiem
widoczna jest ona wsposéb dostatecznie wyrazny zrdwnania (3.12) przy e{w, p} = e{y, w}.

Wielkodci m,, my, q, oraz my, my, my, q., q,, okre§lone zwiazkami (3.11), ktére nalezy
rozumieé¢ zgodnie ze wzorami (2.1), przedstawiaja odpowiednie wielko$ci sit wewnetrznych
zwigzanych z polem przemieszczen w;(i = 1,2, 3). Poniewaz na razie nie zakladali$my,
ze pole to spelnia réwnania réwnowagi, wigc interpretacja tych zwiazkow jako sit we-
wngtrznych plyty Reissnera jest niemozliwa. Zwiazki te nalezy jedynie rozumieé jako
pewne okreélone funkcje pola w;.
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Przejdziemy teraz do wyznaczenia wyrazenia zasady o wzajemnosci prac. Zatozymy,
ze na plyte dziala obcigzenie p(w) oraz momenty Xy (w), ¥y(@). Towarzyszy¢ temu obcig-
zeniu beda przemieszczenia sprowadzone w;(i =1, 2, 3), ktdre teraz oczywiscie spel-
niaja réwnania rownowagi (2.3). Stan ten okreslimy jako stan S(w). Nastepnie oddzielnie
analogicznie okreslimy stan S(y), zwiazany z obciazeniem p(y), Xy (w), Ya(w) i przemiesz-
czeniami sprowadzonymi y;(i = 1, 2, 3) spelniajacynmi takze réwnania rownowagi (2.3).

Wykorzystujac zaleznosci (3.12) i tozsamo$é e{w, v} = e{y, v} otrzymujemy:

(3.14) ff [p(w)1/)1—|—XM(cu)1/)2—|—YM(m)y)3]dxdy—|—f[q,,(u))yn—I—m,,(m)y),,—|—m,,,((u)w,]ds =
B

= ff [p(Q)U)U)l—I_XM (1p)0)2+YM(1/))0)3] dXdy—I_ f [q“(V))(')l—I_Inn(y))wu’l_lnm(1/))(")!] dS
B C

co przedstawia poszukiwang przez nas zasad¢ o wzajenino$ci prac E. Bettiego dla plyt
Reissnera. _
Jasne takze jest, ze wielkosci wprowadzone przez nas zalezno$ciami (3.10) i (3.11)
przedstawiaja kolejno (rys. 4): ;
w, sprowadzony kat obrotu wzgledem stycznej do krzywej brzegu C,
w, sprowadzony kat obrotu wzgledem normalnej do krzywej brzegu C,
m,, m,, odpowiednie momenty wzgledem osi # i £ na brzegu C,
g, sile poprzeczna na brzegu C.

Na zakonczenie tego punktu oméwimy jeszcze zasadg E. Bettiego o wzajemno$ci
prac dla plyt tréjwarstwowych. Wyprowadzenie tej zasady podat autor w pracy [23].
Tok wywodu jest analogiczny do podanego powyzej dla plyt Reissnera. Pewne uprosz-
czenie daje fakt, ze w teorii plyt tréjwarstwowych nmomenty zginajace nie sg bezpoérednio
zwigzane z obcigzeniem normalnym p [por. (2.9) i (2.1.)].
~ Ponizej podamy jedynie wyraZenie analogiczne do (3.12), ktére wystarcza do okresle-
nia zasady E. Bettiego dla plyt trojwarstwowych po uwzglednieniu wywodu tej zasady
dla plyt Reissnera:

3.15)  e{p, P} = —Ghy ff (VZ(/J + = (')(72 %)(Pldxdy—l—

ap ) 82) o 14w (')(}"3]
+GSh‘fBHTx+( T a2 2 0 772 Ton axay| 20T

14w P ( 1 P @ ) ]@d
+Gsh‘Lf[ay T axdy T\ T o 7 2 o | DT

1
+ 7 f [qn((p)dil+mrl(q7)®11+7nxxt(¢)®l]ds .
Samo twierdzenie o wzajemnosci prac dla plyt tr éjwalstwowych przedstawia w sposob
oczywisty wyrazenie (3.14).

4. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla plyt Reissnera wyprowadzimy w oparciu o znane z rachunku
wariacyjnego pojecie naturalnych warunkéw gramicznych. Dlatego zanim przejdziemy
do ich oméwienia, zwrocimy uwage na $cisty zwiazek miedzy wprowadzonym w punkcie

5 Mechanika teoretyczna
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poprzednim funkcjonatem e{w, v} i pierwsza wariacja energii sprezystej nagromadzonej

w plycie. '
Rozpatrzmy plyte poddang dziafaniu obcigzenia p, Xy i Y. Energie sprezysta nagro-

madzona w plycie przedstawia wyrazenie (3.5). Obliczajac pierwsza wariacj¢ energii spre-

zystej otrzymamy

@l (W,:fo{S(l—v) [@_1@@1#9@)1 dbon | Za(sinijag;),]Jr_

2 ox dx dy Oy
5(1—9) 3(01 +5(I ) 2S00 +3(£ dwy | 1—v dwa 88wz | 1—v Jws dow,
h 3x @2 r20w2 ox 2 dy oy 2 dx ay
dw;y ddwz  5(1—v) dn dwz 90ws | 1—v dwz dbwy | 5(1 —w)
+v—(')y— 3y h? 3y gy 0ty ox dy 2 8y x| e @300+
l—y dws ddwy | dors dows | 6v(1+9) ddw; 611(1—{—?}) doar
5 % ax T dy ay T sER Pax T sER Py [P
Poréwnujac wyrazenie powyzsze z funkcjonatem (3.6) widzimy, ze
4.2 WV = 2e{w, dw}.

Ponadto na zatozonych wariacjach przemieszczen dw;(i = 1, 2, 3) otrzymamy prace
obciazenia p, Xpr 1 Yy
(43) 6L = p5w1+XM(3w2—|— YM 6w3 .

Na podstawie powyzszego i zaleznosci z punktu poprzedniego otrzymamy, z¢ podane
w punkcie drugim niniejszej pracy réwnania réwnowagi (2.3) przedstawiaja uktad réwnan
Eulera zagadnienia wariacyjnego znalezienia minimum catkowitej energii plyty:
4.9 ‘ 0U = 6V—458L =0.

Warunek powyzszy wymaga zerowania si¢ jeszcze nastgpujacego wyrazZenia:
“5) J @uSeotm, 00,4 myde)ds,
¢

ktére wynika z zaleznoéei (3.12) przy uwzglednieniu (4.2). Otrzymujemy stad naturalne
warunki graniczne, ktére pozwalaja na okre$lenie nastgpujacych jednorodnych warunkéw
brzegowych dla plyt Reissnera:
I.gp=my=my, =0, 5 woy=0,=m,=0,
2 q.=m=w0 =0, 6. wi=w,=w =0,
(4.6) 1 ’ : ’
J.wm=m,=m,, =0, 1.4, =w,=m, =0,
4 voy=my=w, =0, 8.¢,=w,=w, =0.
Przez analogi¢ do plyt cienkich, przyjmujac za decydujace warunki umieszczone
w pierwszych dwéch kolumnach (4.6), mozna by okreslic:
warunki 1,2 jako  «krawedz swobodnay,
warunki 3,4 jako «swobodne podparcie»,
warunki 5,6 jako  «zamocowanie».
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Jednak ze wzglgdu na fakt wystgpowania dwéch typow warunkédw brzegowych w kazdej
z wyzej wymienionych grup okreélenia powyzsze nie moga by¢ Sciste. Dlatego podajac
warunki brzegowe dla plyt reissnerowskich nie mozna postugiwaé sie wyzej podanymi
okre§leniami przeniesionymi z plyt cienkich. Nalezy natomiast podaé¢ $cisle warunki
wedtug (4.6). Wydaje si¢ mozliwe natomiast uzywanie przykladowo takich okreslen jak
«krawedz wolnopodparta z przepong» zamiast warunku typu 4.

Powyzej nie podaliSmy okreslenia («nazwy») warunkdw brzegowych typu 7 i 8 (4.6)
ze wzgledu na to, Ze takiego prostego okreslenia nie maja tez analogiczne warunki brze-
gowe dla plyt cienkich

aw

4.7 V,=0, =0

gdzie V, jest sprowadzona sita poprzeczng.

Whnioski punktu niniejszego bez dodatkowych wyprowadzen rozszerzamy na plyty
trdjwarstwowe, w ktérych takze wystapi osiem typdw warunkoéw brzegowych identycznych
z podanymi wyzej (4.6).

5. Zagadnienia podstawowe

Przedstawimy teraz zagadnienie, ktérego rozwiazaniem zajmiemy sie¢ w dalszym ciagu
pracy. Mianowicie bedziemy dazyé do wyznaczenia przemieszczen sprowadzonych o;
(i=1,2,3) w obszarze B za pomoca wielkosci brzegowych (wielko$ci w; 1 ich pochod-
nych na brzegu C). Zagadnienie oméwimy dla plyt Reissnera, co latwo mozna rozszerzyé
na plyty tréjwarstwowe.

Wracajac do naszego problemu stwierdzamy, Ze celem naszym bedzie znalezienie
wzoréw analogicznych do nastepujacych znanych zaleznosci, wynikajacych ze wzoréw
Greena, ktére sa podstawa dyskusji nad funkcjami harmonicznymi:

o o= (L2 s

dla przestrzeni tréjwymiarowej czy '
' 1 ., du
5. _ 2 npr—
(5.2 u(Qo) = . Cf (u pm Inr % lnr) ds

dla przestrzeni dwuwymiarowej.
Analogiczne zreszta wzory sa znane takze dla réwnan teorii plyt cienkich [22],

653 w@) =gy [{-1.2LD sv.s00, 0+ 11502, 0152 71502, 0) o) ds
C

gdzie S(P, Q) = r2Inr (por. tez [24]).

We wszystkich tych wzorach wystepuja funkcje osobliwe, jak u = 1/r we wzorze
(5.1), u = In r we wzorze (5.2) czy S(P, Q) = r2 In r we wzorze (5.3). Funkcje te nazywamy
rozwigzaniami osobliwymi danego zagadnienia czy tez osobliwo$ciami podstawowymi

5%
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[25,261 27]. Spetniajg one réownania danego zagadnienia w catym rozpatrywanym ob-
szarze z wyjatkiem jednego punktu, w ktérym wykazuja osobliwo§é decydujaca o slusz-
nosci wzordw podanych powyzej.

Interpretujac pod wzgledem fizycznym rozwiazania osobliwe teorii sprezystosci wiemy,
7e przedstawiaja one rozwiazanie dla danego obszaru przy pewnych obcigzeniach sku-
pionych. Przykiadowo rozwiazanie w = r2lnr w teorii ptyt cienkich jest rozwiazaniem
plyty nieograniczonej obciazonej sita skupiona.

Przechodzac do teorii plyt Reissnera, w celu znalezienia wzordw analogicznych do
omdwionych powyzej, bedziemy musieli znalezé rozwiazania takich plyt przy obciazeniu
skupionym oraz udowodni¢ mozliwo$¢ wykorzystania tych rozwigzan do okreslenia prze-
mieszczen sprowadzonych za pomocyg wartosci brzegowych.

Powolajmy si¢ teraz na wyprowadzona w punkcie trzecim ninigjszej pracy zasade
o wzajemnosci prac. Spojrzmy na wzoér (3.14) wyrazajacy tg zasadg, biorac pod uwage
pojecie zasady prac wirtualnych. OkreSlmy stan S(w) jako stan obcigzen rzeczywistych,
a stan S(y) jako stan obcigzen wirtualnych. Zatozymy dodatkowo, Ze stan rzeczywisty S(w)
zwigzany jest jedynie z obciaZeniami brzegowymi. Wtedy rozwiazania ;(i=1,2,3)
bedg w obszarze B funkcjami regularnymi. Oznaczajac wige zgodnie z tyin co powiedziano
wyZej w; = @; otrzymamy

5.4 [ [ GortXywrt Tyws) dxdy = [ (quir-mao,+ My @ —Gp or—iye,— iy 00,) ds.
B ¢

Jezeli bedziemy chcieli znalezé wielko$¢ przemieszczenia pionowego m1(Qy), to nalezy
przyjaé 7 = 6(Qo), Xpr = Ya = 0. Analogicznie, jezeli bedziemy- szukaé wa(Qo), to przyj-
miemy Xy = 6(Qo), p = Y)r = 0. Podobnie postapimy szukajac s(Qy).

Przy tak okreslonym obciazeniu, wykorzystujac znane wlasnoSci funkcji Diraca 8(Qy),
otrzymamy kolejno po lewej stronie rownosei (5.4):

5.5 [ 6@nwidxdy = 0Q0).

Problemem wigc jest znalezienie rozwiazan plyty dla obcigzen skupionych p = (Qy),
Xum = 8(Qv), Yir = 6(Qu). Rozwigzania takie wstawione po prawej stronie réwnosci (5.4)
pozwola kolejno na obliczenie w1, w2, 3 za pomoca wielkosci brzegowych.

Rozumowanie powyzsze pokrywa si¢ z wielokrotnie stosowanym w mechanice budowli.
Mianowicie, jezeli chcemy znalezé jakie§ przemieszczenie danego ustroju, to aby sko-
rzysta¢ z réwnan zasady prac wirtualnych, powinni$my znaé rozwiazanie dla tego ustroju
przy dzialaniu obciaZenia skupionego w kierunku poszukiwanego przemieszczenia.

Caly powyzszy wywod nie ma potrzebnej $cistosci, daje jednak wskazdwke, na jakiej
drodze nalezy szukaé danego rozwigzania osobliwego. Dlatego po znalezieniu w punkcie
nastgpnym zgodnie z podanymi powyzej sugestiami rozwiazan osobliwych, w punkcie
siédmym wykazemy prawidtowo§¢ uzyskanych wynikéw przez udowodnienie, ze wy-
kazuja one odpowiednie osobliwoéci do zastosowania ich do wzorédw wiazacych wielkoéei o,
z wizlkoéciami brzegowymi.

Zwrdémy jeszeze uwage na pewng roznice w przypadku obcigZenia momentem sku-
pionym w teorii plyt Reissnera w stosunku do teorii plyt cienkich. Mianowicie jezeli
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wprowadzimy analogicznie jak w teorii plyt cienkich definicje momentu skupionego
jako granicg M. = lim Pe, (rys. 5), to w wyniku otrzymamy moment skupiony pracujacy

e —0

na przemieszezeniu dw,/ox (rys. 6).

W przypadku pokazanym na rys. 6a praca L = M(%('ii # 0, a.w przypadku po-
)
kazanym na vys. 6b praca L = M% = 0. Jak mozna zorientowal si¢ z powyzszego,

rozwigzanie zagadnienia plyty obciazonej tak zdefiniowanym momentem, uzyte po prawej

stronie réwnosci (5.4), doprowadzi do wyznaczenia odksztalcenia dw/dx. To oczywilcie
nie wprowadza nowosci w stosunku do obliczenia ugiecia w,, poniewaz po zrdzniczko-
waniu tego ostatniego z latwoscia otrzymamy dw:/dx. Natomiast nadal nie bedziemy
znali wielkosci w,. '

Widzimy wigc, Ze interesowaé nas bedzie w pierwszym rzedzie obcigZenie momentem
skupionym zdefiniowanym w oparciu o obciazenie Xy — 6(Qo) czy Yy — 6(Qo), a nie

a "y

Pl TP
g =

%2440, w,=0 - -
. —

Rys. 6

w oparciu o pare sit pionowych. W dalszym ciggu pracy obcigzenie Xy = M(Qo) i Yy =
= Md&(Qo) bedziemy nazywali momentami skupionymi, natomiast obciazenie zdefinio-

wane jako lim Pe = M momentem skupionym pary sit pionowych.
e—~0

~ Powyisze rozwazania nad definicja momentu skupionego sg wazne takze dla plyt
tréjwarstwowych. Poza tym moment skupiony Xy = M&(Qo) czy Yy = M(Qo) ma
w teorii tych plyt prosta interpretacje fizyczng jako para sit skupionych, przytozonych
poziomo w warstwach skrajnych.
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6. Rozwiazanie podstawowe

Zgodnie z sugestiami podanymi w punkcie poprzednim przystapimy teraz do roz-
wigzania zagadnienia nieograniczonej plyty Reissnera obciazonej kolejno sita skupiona,
momentem skupionym pary sif pionowych oraz momentem skupionym.

6.1. Obciazenie sila skupiona. Rozwigzanie wyprowadzimy w oparciu o uktad réwnan
(2.4). Przyjmiemy Xy = Yy = 0, nastgpnie wykonamy podwdjna nieskoriczong tran-
sformacje Fouriera [28]:

Nl(a /)7) f N(E C i(ad l—ﬁ;)dé_- dz:
(6.1) ‘“m -,
N(x,y) = 5 f f N*(a, ) e”" P dudp

ukfadu réwnan (2.4).
Po wykonaniu dziatan i wykorzystaniu zaleznosci (2.5) i (6.1) otrzymamy poszuki-
wane przemieszczenia w postaci nastepujace;j:

w; = (0(1)_|_ 0.,(9)
[=] =) l+ (a +ﬁ2)
> I —i(ax+
1 27'£D f f ((a +132)2 *(a,ﬂ)e ( -lﬁy)dad[)’,

—_—00 —00

B = T p* —i(ax+py)
“2 ZYED ~f _f (a2+ﬂz)2p (a>/3)e dadﬂ,

i i i E —i(ox
(6.2) a);(,l)z.zﬂ_D f f (Tﬂffﬂz_p*(a’ﬂ)e ( +’}y)dadﬂ,

@ — —Z_M f f_l_ * —1{ax+fiy)
“i 2w SEh aip @ he dadp,

@ _ i 611(1-1—11) f . astin
s 2% 5Eh J oy (a, ,B)e dadf,

o0

P = — 161}(1—{—1}) f f ﬂ * —i(ax+By)
e 2n SEh o a2+ﬂ2P (a,B)e dadp .

Powyzej przyjeto roztozenie funkcji w; na dwie grupy funkcji, z ktorych pierwsza (z in-
deksem 1) oznacza wptyw funkcji Fi, a druga (z indeksem 2) wptyw funkcji przemieszczei
F» 1 F3. Cel tego roztozenia znajdzie uzasadnienie ponizej, gdzie przedyskutujemy oddziel-
nie poszezegdlne skladniki rozwiazania (6.2).

Przejdziemy teraz do obciazenia sila skupiona P. Przyjmiemy wicc, ze p(x,») =
= PO(x) 6() 1 otrzymamy stad p*(a, f) = P/2n. Wstawiajac tak okre§lona transformate
obcigzenia do zaleznosci (6.2) otrzymamy poszukiwane rozwiazanie (funkcje ;) w po-
staci catkowe;.
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Aby wyznaczyé poszukiwane przemieszczenia w postaci jawnej musimy umie¢ obli-
czyé nastgpujace calki:

(s3] o0

N pa —i(ax+8y) P i(ax+$y)
r= [ (& dudp, Ry= f f“e do df,

J ) @y @ IPE
(6.3) o
. —i(ax+F) N ity
e ine
R, = -J) _‘ofo‘ Wdadﬂ, R4 = _f a2+/32 dadﬂ.

Calki powyzsze nie istnieja jako caltki niewlaéciwe, nie mozemy im takze przypisaé
warto$ci gtownej wedtug Cauchy’ego. Okazuje sig jednak, Ze mozna przypisaé im pewna
warto$¢. Mianowicie mozna wydzieli€ z nich tzw. «czg$¢ skonczonar. (p.f.—the finite part).

Okreslenie to znane jest w literaturze i pierwszy raz pojawito sie dzieki J. HADAMARDOWI
[29]. W polskiej literaturze korzystal z tego pojecia W. Nowacky [17] i H. Zorskr [30].

Przypomnimy tu definicje, jakiej uzyt Nowackl, ktory cze§¢ skonczong catki roz-
bieznej

b
(6.4) [ f@da

okresla nastepujaco:

b
Niech f f@)da dla & >0 bedzie catka zbieing; zakladajac f(a) = g(0)-+h(w);
ats

b
G'(a) = g(a) i zbieznoé¢ calki f h(e)da, cze§é skonczong catki rozbieznej (6.4) defi-

niujemy nastepujaco:

b b
6.5) pf. [ flayde = G)+ [ h(@)da.

Okazuje sig, ze czg§é skonczong calki rozbieznej mozna otrzymaé przez formalne
wielokrotne catkowanie jej przez czesci. Mozliwo$¢ uzyskania w ten sposdb czeéci skon-
czonej pewnej catki rozbiezne] wykazemy ponizej. Jest to istotne ze wzgledu na fakt, ze
definicja powyzsza (6.5), na ktorej sie zreszta oprzemy, nie podaje drogi uzyskania roz-
foZenia funkcji f(«) na h(a) i g(«).

Zanalizujmy podana powyzej definicje cze$ci skoficzonej calki rozbieznej. Zajmiemy
si¢ catka rozbiezna w postaci:

(6.6) 7D 4.

gdzie p > 1 jest calkowite.
Zatozymy, ze funkcja ¢(a) ma pochodne do rzedu p i jest ograniczona razem ze swoimi

pochodnymi w przedziale << 0, b >>. Poza tym zatozymy, ze ¢ (a) < i{}przy a—>o0, I>1
a
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b
Zajmiemy si¢ na razie calka zbieZng J —(P(E%l da. Catkujac przez czgsci otrzymamy

b
el@ 1 ¢ 1 @' (b)
(67) f TL”’_ da = l—-—p pr—1 — (] —p) (z_p) bp-—‘z —_
1 96 ! ¢'e) (—1) (b
—_— l_p gp-1 + (1_p)(2_p) £P—2 -!r— (1—]))(2_]))(7[—])) (]"(b)lllb
b
_ (=" (-l (-1 .
(1=p)2—p)...(n—p) 7(e)Ine (1=p)(2—p)... n—p) ef p(@)Inada.

Oznaczmy teraz zgodnie z definicja podang uprzednio
@(a)
o = f(a) = g(@)+h(a),
(1

(1=p) C=p)...(n—p)

i przejdZzmy do granicy ¢ — 0 biorac pod uwage, Zze zgodnie z (6.5) odrzucamy wartosci
G(0). Otrzymamy w takim przypadku nastepujacy wzor na obliczenie czg¢sci skonczonej
przy p > 1:

h(@) = — P () Ina

b
@ ., 1 ¢b) 1 ¢'(d)
(6.8) f.p.of o do = = o1 1) @=p) bl"2+“'+
b
(——1)" (p—1) _ (_l)n »
e e O Tpe D D of # P (@)nade.

Catka wystepujaca po prawej stronie powyzszego wyraZenia jest zbiezna na mocy
uczynionych wyzej zalozen dotyczacych funkcji ¢(a).

Jezeli bedziemy stosowali wyzej podany wzoér na obliczenie czeéci skoficzonej catki (6.6)
w przypadku b — o0, to otrzymamy dla p > 1:

[=9] o0
p(a) . (=D" f ()
6.9 f.p. Of o do = =9 C=p)...0=p) 0 PN a)Ilnada.

Caltka wystepujaca po prawej stronie wyrazenia (6.9) jest calka zbiezna, poniewaz
zatozyliSmy, ze ¢*(a) < Ald' przy a — o0, > 1.

Yatwo zauwazyé, ze zgodnie z (6.5) cze§é skonczona calki rozbieznej zdefiniowana
jest z doktadnoscia do H(a)|a—o < M. Niemniej wyniki uzyskane za pomoca tej definicji
sq prawidlowe, co udowodnimy w p. 7 niniejszej pracy. Wytlumaczy¢ to mozna faktem,
ze dodatkowe ewentualne cztony rozwigzania typu H(c) sg czeSciami regularnymi naszego
rozwigzania. Na powyzszy fakt pewnych niedomagari definicji czeéci skonczonej zwrocit
juz uwage J. HADAMARD [29].
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Zauwazymy, ze jezell chcemy obliczyé czeéé skonczong calki
[0
f Mda,
a
0
to calkujgc formalnie przez czgéci otrzymujemy [por. (6.8)]

f.p.f @da = — f ¢’ (@Inada.
o g

Przykladowo otrzymamy:

[oe]

0]
—ﬂZ
fp. f ¢ df = z f e PInpdp = —(C+lnz), rez>0;
0 p ¢ ' :

C jest stata Eulera, co pokrywa si¢ z dokfadnoscia do stalej C z czescia skornczona
otrzymang przez ZORSKIEGO [30].

PrzejdZzmy teraz do problemu calek Ry, Rz, Rz, R4 (6.3). Ponizej, wykorzystujac po-
przednio oméwione pojecie czgéci skonczonej catki rozbieznej, obliczymy przyktadowo
catke Ri:

_ L itaxty) _ f ~ipy f cosax
©10 R [ [ g ad =2 [ [ G
Po wzigeiu pod uwage [31], ze
cosax ) _
da = 1+ x|8)e "
@ 4= gy HARe
otrzymamy:
[0 1 .
6.11) Ry =mre iax‘g—e_ﬂzdﬂ, z = x+iy.
g P
Skorzystamy teraz z zaleznosci (6.9) i otrzymamy:
® e—ﬂz 1
B —_—— = —— 22 1
pféf 5 dp 2z(C—I— nz),
(6.12) o rez >0,

—Bz
p.f. f eﬂz d = 2(C+1nz),
0

gdzie C jest stata Eulera. Stad ostatecznie:

X242
2
Pozostate catki (6.3) otrzymujemy wykorzystujac zaleznoci:

(e & _ OR N . T
Fo = (W+5F)R" Re= =% R"*‘(‘a;ﬁayz)’“— ox

pf R1 =7

(C+Inlz).
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Stad:
Ri—a xz—|2-yz (C—|—ln]/x—2—|-yz)a R, = _zn(]n]/x2_|_y2_|_1_|_c)ﬂ
(6.13)
S T X
Ry = —nxln]/x2—|—y2—7x(l—|—2C), Ry =27 ey

W zalezno$ciach powyzszych 1 w dalszym ciggu pracy caltki nalezy rozumieé w sensie
«czesci skonczonej» pomimo nie zaznaczenia tego symbolem p.f. Oczywiscie catki te jak
wspomniano daja rozwigzanie naszego zagadnienia z doktadnoscia do czgsci regularne;.

Ostatecznie, wstawiajac otrzymane powyzej wartosci calek do zaleznosci (6.2) przy
p* = P[27, otrzymujemy rozwigzanie problemu:

P PR )

, — e

oy 16D (2 +y2) In(x>+y?) 0(—mD [In(x24y2)+2],
(6.14.1) . .

0f) = ——sxlin(e+)+1], o = — s ylinGe4y)+1;

3Pv(l--)
@ _

(6.14.2) O = jopEr IO,

0P — — 3Py(l4-v)  2x O = — 3Pv(1+v) 2y

10nER  x24y2’ 10nER  x2fy2°

W rozwigzaniu powyzszym pominigto stalg Eulera C, ktéra nie wplywa na rozwigzanie

osobliwe. .
Latwo sprawdzi¢, Ze otrzymane powyzej rozwiazanie, bedace sumg rozwiazan (6.14.1)

i (6.14.2), spetnia uklad réwnan (2.4) przy Xy = Y = 0 z wyjatkiem punktu (0, 0) oraz

warunek réwnowazenia sie sit tnacych z sita P dla obszaru zawierajacego wewnatrz punkt

0, 0):

(6.15) . {q,,c/s = P.
¢

Ponadto okazuje sie, ze warunki powyzsze spelnia samodzielnie takze rozwiazanie
(6.14.1), podczas gdy rozwiazanie (6.14.2) daje

(6.16) fq,,ds =0.
C

Powstaje wigc pytanie, ktére z tych rozwiazan jest poszukiwanym rozwigzaniem przy

dzialaniu sily skupionej. Mianowicie
0=V czy w =P+, i=1,2,3.

Warto tu wspomnieé prace E. STERNBERGA 1 R. A. EUBANKSA [32,33], ktorzy zajmowali
si¢ problemem sity skupionej w teorii sprezystoéci i udowodnili, Ze jezeli zazadaé od roz-
wigzania od sity skupionej:

a) spelnienia rownan zagadnienia,

b) spetnienia warunkéw brzegowych,

¢) regularnodci, z wyjatkiem punktu przylozenia sity skupionej oraz réwnowagi sily
skupionej z sitami brzegowymi dla dowolnego obszaru otaczajacego punkt osobliwy,
to takie postawienie problemu jest niejednoznaczne.
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Rozwigzanie jednoznaczne otrzymuja oni przez zadanie dodatkowej cechy, jaka ma
spetni¢. Cechq ta, wedlug wyzej wspomnianych autoréw, jest odpowiedni rzad naprezen
w otoczeniu sity skupionej. Zwrdémy uwage na fakt, ze szukamy rozwigzania problenu
przy obciazeniu p(x, y) = 6(x)d(»)P. W réwnaniach zagadnienia (2.4) wystepuje samo
obcigzenie p(x, y) jak i jego pochodne. Problem polega na tym, czy nalezy uwzglednié
te pochodne, czy nie. Rozstrzygni¢cie tego problemu jest trudne. Tradycyjne sformuto-
wanic problemu, tzn. wedtug podanych wyzej punktdéw a, b, ¢, nie daje odpowiedzi na
powyzsze pytanie.

Jak widaé z powyzszego, nasze pytanie nie moze znalezé odpowiedzi bez dodatkowych
rozwazan. Rozwazania takie przeprowadzimy w dalszym ciagu pracy, a na razie zanalizujmy
rozwigzanie (6.14.2) i ustalmy pewne cechy tego rozwigzania na drodze rozumowania
natury fizycznej.

Wezmy pod uwage zwigzki miedzy silami wewnetrznymi i przemieszezeniami spro-
wadzonymi (2.1). Otrzymamy dla rozwigzania (6.14.2) nastepujace wyrazenia na sily
wewnetrzne (P = I):

e — vh:  y2—x2 m® vh  2xy
(6.17) YT 20w (e T T 20m ey
. @ _ _ v x—y? @ 0 _
g 20m (atpryp BT D 0
lub przechodzac do wspétrzednych biegunowych (rys. 7)
@ 1 @ _ @ _
(6.18) m; 0 5> M 0, 4¢ 0.

Otrzymali§my wigc stan, ktéry mozna zdefiniowad jako «centrum zginania» przez
analogie do znanego w teorii sprezystoéci rozwiazania centrum $ciskania.

Yy

2
=g (7)

Rys. 7

Jak wida¢ z powyiszej analizy, rozwiazanie (6.14.2) w{®(i =1, 2,3) przedstawia
obciazenie osobliwe samoréwnowazne, ktérego dodanie do dowolnego stanu osobliwego,
spetniajacego zadania typu podanych wyzej dla sily skupionej w teoril sprezystodei a, b, ¢
nie zaburza tych ostatnich (str. 74).

Wydajé si¢, ze podane powyzej rozwiazanie jest dobrg ilustracja tez zawartych w wyzej
wspomnianej pracy [32].

W przypadku przez nas rozwazanym rozwiazanie «centrum zginania» pojawilo sig
ze wzgledu na specyficzny, przyblizony charakter uwzglgdniania naprgzen a,, prosto-
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padlych do powierzchni plyty. Naprezenia te pojawiajg si¢ w teorii Reissnera tylko na
obszarze dzialania obciazenia p. Ze wzgledu na powyzsze rozwazania okre§limy, na razie
intuicyjnie, rozwigzania z indeksem 1 (6.14.1) jako rozwiazanie od sily skupionej, a w dal-
szym ciggu uzasadnimy to zatozZenie.
Natomiast rozwiazanie z indeksem 2 (6.14.2) okre§limy jako osobliwo$¢ dodatkows.
Dla przypadku obcigzenia sita skupiong otrzymujemy, po wykorzystaniu (6.14.1)
i (2.1), nastepujace rozwiazania dla sit wewnetrznych:

m, = ~—~[ln(x2+y2)+ iy +1] T [ln(x2+y2)+ X2+ sl ‘
(6.19) m, = []n(x2+y2)+ 2——i—y2 |—1] ~§— [ln(x2+y2)+ ity = ll
_ P(l—v) xy
Myy = T dx X242’
__ P x £y
9= = —7 x24y2’ &= "5 x24y2”

Analogiczne postgpowanie pozwala znaleZ¢ rozwiazania zagadnienia nieograniczonej
plyty tréjwarstwowej obeiazonej sita skupiong. Rozwigzania takie uzyskat autor w pracy [21].
Mozna je otrzymaé takze ze zwiazkdéw (6.14.1) po wykorzystaniu analogii rownan (2.4),
(2.11) i (2.12) oraz uwag z punktu drugiego niniejszej pracy. Warto nadmienié, ze po-
stepowanie powyzej podane nie doprowadzi w plycie tréjwarstwowej do pojawienia sig
rozwiazania «centrum zginania». Wynika to z faktu, ze w plytach tych pomijamy napreze-
nia normalne o,. Rozwiazania dla plyty tréjwarstwowej w przypadku obcigzenia sila
skupiona maja postaé nastepujaca:

"= 1o, PG+ — e (a4,

(6.20) 16 7D,

P P
P2 = — W)I—x[ln(xZ—}—yZ)—{—l], 3 = —&Z—D;ylln(xZ—{—yZ)—{—l].

Sity wewnetrzne sa identyczne z podanymi wyzej dla plyt reissnerowskich (6.19).
Ponadto zauwazymy, ze sa one identyczne ze znanymi sitami wewngtrznymi dla plyt
izotropowych cienkich. Istotna réznica miedzy rozwigzaniami dla omawianych plyt,
a rozwigzaniami znanymi z teorii plyt cienkich tkwi w wyraZzeniu na ugiecia w1, ¢1.

6.2. Obciazenie momentem skupionym pary sit pionowych. ObciaZzenie to definiujemy jako
graniczny przypadek dziatania dwé6ch sit skupionych przeciwnie skierowanych, gdy
odlegioé¢ ich zmierza do zera. Wobec powyzszego rozwiazanie poszukiwane dla
przypadku obciazenia plyty nieograniczonej momentem M (rys. 5) otrzymamy przez
proste rézniczkowanie rozwiazania dla przypadku dzialania sity skupionej (6.14.1)
Mh2 x

M
wy = %x[ln(xz-{_yz)-{-l]— 10(1-——1/)7'[1) x2+y2 ,

M
(6.21) o2 = — g oo 22,
M 2xy

w3 = —z—

8D x2+y? -’
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Wielkosel statyczne w tym przypadlu otrzymamy z nastepujacych zaleznoSci:

mMoox | 22 M yr—x2
= M) b () P =TT
iy i g l( Fv)+(L—9) x2+y2], G 3w (g y2)
M x 2y2 M 2xy
62 m = 0] e =R
M({A—»
mxv = - ( 1) £ y (yz_xz).

4w (x2+4-)2)2

Fatwo przekonad sig, Ze spetnione sa warunki réwnowagi dia wycietej plyty zawierajacej
wewnatrz punkt osobliwy (rys. 5):

fq,.ds=0’ fZM,,-dszO, fZMyde=M-
bl c c i

Te same wyniki otrzymac¢ mozna takze i dla plyty trdjwarstwowe;j.

6.3. ObciaZenie momentem skupionym. Definicje tego momentu skupionego podano w punkcie
piatym niniejszej pracy. Rozwiazania przeprowadzimy dla momentu skupionego
Xy = MO(x)0(y) w oparciu o rbéwnania (2.4), ktére dla przypadkn p =Yy =0
przybieraja posta¢ nastepujaca:

h2

2
(6.23) VZVZ(I——% VZ) F=0, Vzvz(1—-m VZ) Fr= — Xt

D’

hZ
VZVZ(l—pl—0 VZ) F,=0.

Wobec tego, Ze mamy do czynienia z rozwigzaniem plyty nieograniczonej, interesuje
nas catka szczegblna ukfadu (6.23). Stad przyjmiemy F, = F3 = 0, a poszukiwane prze-
mieszezenia okreslimy ze zwigzkéw:

9 h2 N ) o B 14y )
)] = ——— —_ Ny = —_— [ — V2
(624) o o (1 10 Vz) oo [V (1 10 S Il ol L TS perly } LS

3

o* 14y
=" _|14+= Ty
8xé)y(l% 10 I—WV)FZ’

ktére wynikaja z zaleznoSci (2.5). Przyjmijmy do rozwiazania obcigzenie X3 = MI(x)4(y).
Zastosujmy do roéwnania (6.23.2) i zaleznosci (6.24) podwéjng nieskoficzong trans-
formacje Fouriera (6.1). Otrzymamy w takim przypadku

* M 1
(6.25) Fi@.f) = =5 -
<a2+ﬂ2)2[1 +75 <a2+62)]
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i transformaty przemieszczen sprowadzonych

« M ia
D =" mp @iy

M
030, ) = oA S +

2aD a2+ 2 2nD
D [1+—(u2+ﬂ2)}

M K1+ b2
2nD 10 1—v
(6.26) (a2 /32)[1_%_((‘2_}_[92)}

| M a
w¥(e,p) = P R —I?- = —

(a2+ﬂ2)2[1+1—0(a2+ﬁ2)]

M K 14 af
" 22D 10 1—v W ’
@ | )|

Przemieszczenia wyznaczymy, jezeli potrafimy obliczyé nastgpujace catki:

S e—r(awﬂy) f f i @)
Ra= f _f @ Ty AP

—i(ax +By)
Rs= f pre dadp,

hz
> - <a2+ﬁ2>2[1+ﬁ<a2+ﬂ2>]

o0 o0

—l(ax+ By)
R6=ff fee dadp,

-0 - h?
) [1+E—(a2+ﬁ2)]

(6.27)

o0 o0

—i(axd By)
R7 = f f (1[3 da dﬁ N

= S @ p 14 @ >]

[ee] [e]

—i(ax+-By)
Rs = f f afe dadp.
R (@) L1+—<az+/32>]

Czgs¢ tych calek istnieje jako catki niewlasciwe, mianowicie catki Rg i Rs.
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Po wykorzystaniu tablic [31] ofrzymujemy

10 —i(ax+fy)
o melt [,
~00  —c0 (a2+ﬂ2) _~~| a2 f_ﬁz
_ 40 ffﬂcosf}ydp’ 08X da = 27 f e Pcosfydf—
0 (a2+ﬂ2)(ﬂ2 r——+az) 6

exp (—x ]//924— ﬁ)

Analogicznie obliczajac catkg Ry otrzymamy

g a2 —_— o2
~2”0f freosfy af = 2”[372 Ko(yy4y?) =5 In )/x2+y2].

(6.29) Ry = [3 83 Iny x24y2 Tt Ko( ]/x2+y2)]

gdzie y = ]/10—//12, K,(2) jest zmodyfikowang funqu Bessela II rodzaju.

Obliczajac pozostale catki (6.27) wykorzystaé musimy pojecie czeéci skonczonej,
omowione w 6.1 ninigjszego punktu. Wymaga to wykonania szeregu zmudnych prze-
ksztalcenl, przy ktérych uwzglednié trzeba podane poprzednio czgéci skoriczone catek (6.12).

Ponizej podamy jedynie koncowe wyniki obliczen:

Ry = —2n(ln}y/x24)24+1+C), Ry = —axln ]/x2+y2~12r—x(1—]—2C),

Rs = —zln )/x2+y2——az

y2 7
X 5 (1+20)+
(6.30)

2l o . -
+“?[W In oy g oy Vx2+y2)]’

Xy /12 02
—
x24y dxdy
Nastepnie wykorzystujac wzory na transformacje odwrotne oraz pomijajac stata
Eulera C otrzymujemy poszukiwane rozwiazanie:

Ry = —n ———In}/x2Fy2 Ty s Ka(y]/x2+y2)]

o1 = o eIy + 11,

[ln(xz—l »+ 2+ 5 —!—1]—

Wy = — 8
(6.31)
M h?
/—_* /
~ 27D 5(l—v)[ e Ko(ﬂ x2+y2)]
M x» M Rk [ i /——-]
T T4nD w4y 27D 5(1—v)[9 IV E R g Koy 55 5)|.
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Znajac przemieszezenia tatwo  wyznaczynty wielkosei sit wewngtrznych w plycie nie-
ograniczonej, obciazone] momentem skupionym. Wykorzystujac zwiazki (2.1) otrzymamy:

M 2 .
4= {-C9f2 ’ [1—w-m(w)]+y2smw-f<o<yr>},
M | sin2¢ 1
gy = ZE{ L =y (l— y2s1n2¢Ko<w>}
my = _%9059 [(14-9)+2(1—7) sin2p]—
o 20— 38In2m
,%h%{cosq(cos ;[3 3sin (7)[2—2er1(yr)—y2l'2Ko(yr)]+y3COS<psin2(pK1(yr)},
(6.32)
my = — 2 S8 (1) —2(1—)sinag] +
é:l; ]]52 {COS(/)(COSZI([; dsinty) [2—2yrKi(yr)—y2reKo(yr))+yicose smqul(yl)}
M(1—9) sinpcos2yp
xy = 4 +
TT r
2 2
+ ;‘i hs {smmﬁ_m 7) 2—2yrK(yr)—y2r2Ko(yr)]) + insmycoszgoK,(y,)}
gdzie

. ¥y x
2= x24-32 SInp = -"—, COSp = -—.
r : r

Podamy jeszcze wielkoSci sprowadzonych przemieszczenn oraz pewne wielko$ci sta-
tyczne dla okregu o promieniu r. Wielkosci te bedg potrzebne w dalszym ciggu pracy.
Wykorzystujac zaleznosei (3.10) i (3.11) oraz to, ze dia okregu cos(n, x) = cosp = x/r,
cos(n, y) = sing = p/r (rys. 8) otrzymamy:

Msing

W, = —wzsing-+w3cosp = %D (Inr2-+ 1)+
M h? 1 y
- —2
+ 27T.D 5(1 )Sln(P[ r K‘(’yr) y Ko(yr)]?
(6.33) @, = wcosptmssing = --4180 59 (Inr2+3)+

M R

Iy
R 5(1—v)C°S")[ﬁ K‘(y’)]

M 1
qy = P COS(]O[}—Z— — K (yr)]
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Oznaczajac przez My, i M,, skladowe momentdw brzegowych:

(6.34) My, = mycosp+mysing, M, = msing-+my,cosp
otrzymamy na podstawie zaleznosci (6.32)
M M h2 2 2 2
= ™M (Q4wvcos2g)— M 17 L&Y a2 -
M, 4m‘( %) s cos2(p[r3 2 K(yr) p Ko()/l‘)'
M
(6.35) — 5 Vsin?pKi (yr),
_ Mysin2g M h2 2 2y y2 N ]
My = =gy 2w 5 W [Ts — T KON =T Kl =g Kl |
y
¢ my My
n ¥
n
mxy M, W
;|\
x T
me
Rys. 8

Przejdziemy teraz do sprawdzenia warunku rownowagi dla plyty ograniczonej brzegiem C,
wycietej z plyty nieograniczonej w ten sposob, ze punkt (0, 0) znajdzie si¢ wewnatrz plyty
wycietej. Nie naruszajac ogoélnoéci sprawdzimy rownowage dla przypadku, gdy C jest
okregiem o promieniu r.
Sprawdzimy teraz kolejno (rys. 8):
1) warunek réwnowagi sil pionowych
21

) M1
Cj q"dSZZ_n[T —yKl(y))]Of cospdp = 0;

2) warunek réwnowagi momentéw wzgledem osi y

2n 2r

2n
) M ) M My |
Cf (g.rcosp—M,,)ds = E[l—erl(yr)]of cos2pdyp- Eof d(p—}—zr—oj cos2pdp+

2n

—— 277/ K (W)—yzKo(yr)] f

2rn
COS2(P¢’<‘P+% FyKi(yr) f sinzpdp = M;
0 o

6 Mechanika teoretyczna
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3) warunek réwnowagi momentow wzgledem osi x
2n 2r

. M . My [,
( (gnrsing—M,,)ds = pre [L—yrK, (yr)] J singcosgp (l(p—[——4—7: J sin2¢ dyp+
C‘r 0 0

2n

R .
- ;{; /i; [.’22, — 277’](1(;;,.)_7,2](0(;;;-)_% )~K1(yr)] 6‘ sin2qdy =0,

Jak widaé z powyzszego, rozwiazanie spelnia warunki wymagane tradycyjnie od roz-
wigzan przy obcigzeniu skupionym.

Jak wykazali§my poprzednio sformulowanie to nie prowadzi do rozwigzan jedno-
znacznych. ’

Udowodnienie, ze rozwiazania te przedstawiaja poszukiwane przez nas rozwiazania
przy obecnodci obciazen skupionych przeprowadzimy w punkcie nastgpnym w oparciu
o twierdzenie o wzajemnosci prac.

7. Dow6d wzordw podstawowych

Przejdziemy teraz do wykazania, Ze otrzymane przez nas w punkcie poprzednim rozwia-
zania pozwalaja na podanie przemieszczetr sprowadzonych danej plyty Reissnera przy
danych na jej brzegu wielkosciach brzegowych.

y

Rys. 9

Zajmiemy sie plyta o obszarze B ograniczong krzywa C (rys. 9). Niech na brzegu C
tej ptyty beda dane nastepujace wielkoSci: m,, my, ¢, w1, ©,, ®,. Ogdlnie biorac wiel-
kosci te nie sa niezalezne (tylko trzy z nich sa dowolne). Pytanie nasze brzmi: jaki jest
zwiazek miedzy wielkodciami przemieszezen sprowadzonych w;(i = 1, 2, 3) w obszarze B,
‘a danymi powyzej wielkosciami na brzegu C?

Odpowiemy na to pytanie obliczajac kolejno w1, wa, w3 w obszarze B.

7.1. Obliczenie przemieszezenia pionowego w,. Zastosujemy twierdzenie o wzajemnosci prac
do dwéch standw. Jednym z nich niech bedzie stan omOwiony powyzej zwigzany
z danymi wielkosciami brzegowymi. Stan ten symbolicznie oznaczymy jako S (w). Jako
drugi stan przyjmiemy stan odpowiadajacy obciazeniu sila skupiona plyty nieograniczonej
(6.14.1), (6.19) S(wo). Rozwigzanie to wykazuje osobliwo$¢ w punkcie przylozenia sity
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skupionej (0, 0), nie mozemy wigc zastosowaé twierdzenia E. Bettiego dla calego obszaru
plyty B. Wytnijmy z niej obszar zawierajacy wewnatrz punkt (0,0) i ograniczony okr¢-
giem C, o promienju r. Zastosujmy teraz twierdzenie o wzajemnosci prac (3.14) do ob-
szaru ograniczonego brzegiem C i C, (rys. 9). Uwzgledniajac to, ze w obszarze tym dla
obu stanoéw p = Xy = Yy = 0, otrzymamy:
(71) f ((],,6010‘{—”1,, wn_}“mmwto—‘q:lowl_’nnown"_muma)x)ds =0.
C+Cr

Indeksem 0 oznaczono powyzej wielkosci zwigzane z obciazeniem sila skupiona.
Zanalizujmy teraz zachowanie si¢ zaleznoSci (7.1) przy dazeniu promienia r do zera.

Zanim wykonamy t¢ analize, podamy odpowiednie wielko$ci rozwigzania osobliwego
na brzegu C,:

Wao = (20COSP+ w3eSing = —

Pr
8D (Inrz+1),

Wy = —mpsing--wypcosp =0,

Moy 1,000, = (Mo COS P4y Sing Ywa (oSG MyyaCOSG) w3 =

(7.2)
= ~»£ cos¢[(l—}-11)(1nr2+1)—]—2]m2—8~1; sing[(1+»)(Inrz241)+2]w-.
__r1
quo = 2% r .

Zalezno$ci powyzsze otrzymano po wykorzystaniu zwigzkéw (3.10), (3.11), (6.14.1)
i(6.19).
Przesledzimy teraz zachowanie si¢ poszczegdlnych skladnikow wyrazenia (7.1) przy

r = 0. Zauwazmy ponadto, ze dla brzegu C, ds = —rdyp.
(7.3)  lim 2010ds = lim { ,,r21nr2ds—11m_____ f J(nr24-2)ds =
-0 I = 67'5 1 r-0 20(1 — )7 D 0 )
2n
—lim r3lnr2 f Gudp+lim o —— Lher (1nr2—|~2)f q.dp.
>0 16 ! r>0 20 (1—v)aD 5

Biorac pod uwage ciggto$é funkcji ¢,(w) otrzymamy lim f g, w10ds = 0.

r=0 ¢,

Analogicznie postgpujac po uwzglednieniu zaleznofci (7.2) ofrzymujemy:

. _ liln Pr2 .2 f —
}1_13(} Cf My OnodS = o D) (Inr2+41) 0 dp =20,

lim fm,,,w,ods =0,

r—0 Cr

(7.4) ‘ .
lim f Guow1ds = lim if w1 dp = Pon(0, 0),
r—0 r—0 275 o

hmf(n1110(011+mnt0wl)ds—

r—0 fo

[
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Ostatecznie wiec po wykonaniu przejécia granicznego r — 0 w wyrazeniu (7.1) i po
przyjeciu P = 1 otrzymujemy wzér podstawowy dla okreélenia ugiecia ®1(Qo) za pomoca
wielkosci brzegowych:

(7'5) (UI(QO) = f(qn(UlO""Inn(UnO“{"mm(UIO—an(Ul—Inn‘u(“u'—mnlo('-)l)ds-
C

Wykazali$my wiec, ze rozwigzanie (6.14.1) ma wymagana osobliwoé¢ dla wyrazenia
wielkosci «wi(Qo) w danym obszarze B za pomoca wielkoéci brzegowych.

Ugiecie w dowolnym punkcie obszaru plyty Qo(x, y) obliczymy ze zwigzku (7.5),
jezeli dokonamy przesuniecia uldadu wspdlrzednych. Wtedy wielko§¢ z indeksem 0 be-
dziemy uwazali za funkcje dwoch punktéw np.:

1o = R—:;B [(x1—x0)*+ (11— yo)In[(x1— x0)2+ ()1 —yo)2—

2
— m_ﬁﬁnﬁ {In[(xi—x0)2+ (1— 102+ 2}.
Punkt @i(x1, y1) znajduje si¢ na krzywej C.

Pozostaje jeszcze pytanie, czy jezeli dodamy do rozwigzania osobliwego przed chwilg
dyskutowanego rozwigzanie «centrum zginania», wynik ulegnie zmianie i w jaki sposéb.
Okazuje sie, ze jezeli we wzorze (7.1) wstawimy zamiast rozwigzania z indeksem 0 roz-
wigzanie osobliwe «centrum zginania» (6.14.2), (6.18), to w wyniku przejscia granicznego
otrzymamy:

lin& f (g,0Q+m, 0@ +muo@—gPw—mPo,—mEw)ds - oo,
r—! Cr

Oznacza to, ze rozwigzanie «centrum zginania» jest nieprzydatne do zbudowania
wzoru (7.5). Poréwnujac wnioski powyzsze z zaleznosciami (5.4) i dalszymi widzimy, ze
dziatanie sily skupionej opisuje rozwigzanie (6.14.1).

Dyskusje powyzsza warto pordéwnaé z przykladem podanym przez E. STERNBERGA
i R. A. EuBanksA [32] dla przypadku centrum $ciskania.

7.2. Obliczenie w,. Postepujac analogicznie jak poprzednio rozpatrzymy dwa stany
obcigzen. Jednym z nich niech bedzie stan S(w) okreSlony przez wielkoéci brzegowe.
Natomiast jako drugi stan przyjmiemy obciazenie momentem skupionym Xy, przyto-
zonym w poczatku ukladu wspdirzednych. Poczatek uktadu umie$cimy w obszarze B
zajetym przez plyte (rys. 9). Stan ten symbolicznie oznaczymy jako S(wd!). Zastosujmy
teraz twierdzenia E. BEttiego do obszaru ograniczonego brzegiem C i okregiem wspol-
$rodkowym z punktem przyloZenia momentu skupionego. Zagadnienie sprowadza sig
do zanalizowania wzoru:

M M M M
(76) f (q:l(')10+7n:l (U;IO‘I—mn/ w;O "Qnowl_m% UJIl_m%O (’Jr) ds=20
c+Cy
przy r — 0,
Powyzej indeksami ¥ oznaczono wielkodci zwi beiazeni ku-
0 azane z obcigzeniem momentem sku
pionym Xy (6.29).
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Musimy wiec teraz obliczyé granice catki (7.6) po krzywej C, przy r — 0. Zanim prze-
prowadzimy to obliczenie, podamy potrzebne do dalszych rozwazan zwiazki migdzy
zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju I,(z), K,(z). Bedzie
nas interesowalo zachowanie sie tych funkcji i ich pewnych kombmacp dla wskaznika
y = 0,1 przy z — 0.

Przedstawimy te funkcje rozktadajac je na czgéc regularna i cze$¢ osobliwg [34]

had 2k
Ko(z) = -Io(z)(ln +C)+Eﬁ(%) (1‘|‘%+%—+...716—),
=1

z ;v 1 z 11

1 T
(1.7 —k.../—c)+—}+ -

k41
V2 1 z\ S 1 {z\*
wo= 13+ l5) = Damls)

z 1 z z\ N 1 7\
Il(z)=7+ﬁ(_) +“2‘6T(‘) t :gr(/chl)P(/chz)(?) :

Biorac pod uwagg powyzsze zaleznos$ci podamy poniZej granice pewnych kofnbinacji
zmodyfikowanych funkcji Bessela przy z — 0. Wyrazenia te [granice potrzebne beda
w dalszym ciagu pracy przy szacowaniu wyze] wspomnianych catek wyrazenia (7.6)]
przedstawimy kolejno

. 1
1133 [W — Kl(yr)] =

hm[?l——Kl(yr) ero(yr)] =0,

r—0

(1.8)

. 2 2
il 2 2orsar]-

limrKi(yr) = —91}—

r—-0

Obliczmy teraz granice poszczegolnych skladnik6w wyrazenia (7.6) po krzywej C,
przy r — 0.
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Po wzieciu pod uwage zaleznoSci (6.31), (6.33), (7.8) i regularnosci w obszarze B

rozwiazania stanu S(w) otrzymamy:

r—0 r—0 87

2n
lim f Gn 02 ds = — lim —yl—)—ﬂ(lnﬂ—l—l)f g.cospdp =0,
Tl 0

2n
) M
lim | m,oMds = lim ——r(]nr2+3)f m,cosqpdp—
r—0 . r—0 8nD
ér 0
/ 2n
..M h2 1 f
—lrli%m ?(l’j[T—yKl(’yl):l J m,,COS(pd(p == 0,
(7.9 o
. [ " ..M .
lim ‘ My g ds = — lim - —r(ar24-1) | m,sing dp—
r—0 ‘C’,- r->0 &nD 5
h 2r
.M 2 1 " .
i —_— — [ Y ——Ar2 o o =
lins75 s [ — —yKi(r) 72Kl )] J musingdp = 0,
W 2r
lim | ghyends = —lim 2= [i—yKl(yr)]f wicospdp = 0.
r—0 - r—x0 2n T ¥

Cr

Ostatnie dwie catki wyrazenia (7.6) przeksztatcimy, podobnie zreszta jak w przypadku
obliczenia ugiecia 1 (7.2), nastepujaco:

(7.10) f(m,%n),,%—m%o Wds = f(m't{,cos.y +miesing) ,ds+ f(m%sin(p-i—m,ﬁ’yocow)wbds.
Cr Cr Cr

Wykorzystujac teraz zaleznoSci (6.34), (6.35) otrzymujemy

2n 2n
lim | (m¥cos: +m£’yosin ) »2ds = lim {ﬂf wad Mv» { 0120820 dip+
a0 r—0 4.7'[0 4.7'[ b
2n 2n
M2 2y 3 .
+ 175 'r;——r~K1(yr)——y2Ko(yr) w2082 dgp—-{—yr[xl(yl‘)f wasin2pdp = Mw»(0,0),
0 0
2r
lin01 | (migsing+m¥gcosy Ywsds = lim {%f w3sin2¢.d -
r— ér r—0

2n
M R[2 2 ;
+5- = [g— V‘r—KI(V")—VZKO(V")—V’%Kl(y")] { w331n2‘Pd‘7’} =0
0
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Wracajac teraz do analizy zaleznoéei (7.6) mozemy stwierdzié, Zze po wykonaniu przejs-
cia granicznego w tym wyrazeniu r — 0 i po przyjeciu M = 1 otrzymamy:

(7 1 ].) CUZ(QO) - f (qn w%'—*_mnw%_i_mmw%_q% m —m,% wn—’n%O a)t) dS'
C

Wielkoéci z indeksem f przedstawiaja rozwiazanie plyty nieograniczonej, obcigzonej
momentem skupionym X,, = Mo(x)6(y) przy M = 1.

Podobnie jak w punkcie poprzednim 7.1, jezeli dokonamy przesuniecia uktadu wspol-
rzednych i wielkosci z indeksami § bedziemy traktowali jako funkcje dwéch punktdw
Qo(x, ¥)1Q1(x1, y1), otrzymamy ze wzoru (7.11) sprowadzony kat obrotu w2 w dowolnym
punkcie Qo(x, y) obszaru B. ‘

Rozszerzenic omdwionego zagadnienia na plyty tréjwarstwowe jest bardzo proste
i nie wymaga dodatkowych wyja$nien, wystarczy postuzy¢ sie tylko wspomniang uprzednio
analogia miedzy plytami Reissnera i ptytami tréjwarstwowymi (2.12).

8. Rozwigzanie szezegblowe

Podane w p. 6 rozwiazania podstawowe osobliwe dotycza plyt niecograniczonych.
Yatwo sprawdzié, ze wzory podstawowe, podajace rozwiazanie ukladu rownan (2.3)
za pomoca wielko$ci brzegowych, beda nadal aktualne, jezeli zamiast rozwigzan pod-
stawowych osobliwych zastosujemy rozwigzania bedgce sumg:

= ’”i0+ ‘irs = I’ 2: 35

gdzie rozwigzania z indeksem r przedstawiaja funkcje regularne w obszarze zajmowanym
przez plyte. _

Jak juz powiedzieliémy wyzej, w zagadnieniu ptyt Reissnera mozemy zaloZzyé na brzegu
tylko trzy niezalezne wielko$ci, podczas gdy we wzorach (7.5) i (7.11) wystepuje ich szeéc.
W zwiazku z powyzszym rozwiazanie szczegélowe dla danej plyty przy okreslonym prob-
lemie brzegowym otrzymamy wykorzystujac wzory podstawowe przy wykorzystaniu
zamiast osobliwych rozwiazan podstawowych rozwigzania bedacego sumg tego ostatniego
i rozwiazania regularnego tak dobranego, aby byly spelnione jednorodne warunki brze-
gowe dangj plyty.

Zagadnienie znalezienia wyZej wspomnianego rozwigzania regularnego nie przed-
stawia pod wzgledem matematycznym trudnosci. Mozliwe jest tu zastosowanie metod
numerycznych. Sposdb powyzszy jest znany | byl wykorzystany przez PUCHERA [35],
SUCHARA [36] oraz KRUGA i STEWNA [37] przy budowaniu powierzchni wplywowych dla
plyt cienkich.

Jeszcze wydatniej potrafimy uproscié rozwiazanie, jezeli bedziemy znali rozwiazanie
zamkniete danej plyty obciazonej sila skupiona i momentem skupionym przy spehieniu
jednorodnych warunkéw brzegowach danego zagadnienia, tzn. jezeli bedziemy znali
funkcje Greena tego zagadnienia.

Sposdb wykorzystania wzorédw podstawowych (7.5) i (7.11) dla otrzymania rozwia-
zania pewnego problemu brzegowego oméwimy na przykladzie. Niech bedzie dana plyta
zajmujaca obszar B. Szukamy przemieszczen w;(i = 1, 2, 3) w obszarze pltyty przy danych
na brzegu piyty C nastepujacych wielkosciach: m, (s) = f1(s), wi(s) = fa(s), M, (s) = f3(s).
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Zalozymy, Ze znamy rozwigzania zagadnienia naszej plyty obcigzonej sita skupiona P = 1
oraz momentami skupionymi M, =1 i M, = 1. Niech rozwiazania te spelniaja naste-
pujace warunki brzegowe: m,(s) = wi(s) = m,, (s) = 0. Rozwiazanie naszego problemu
otrzymamy wigc wprost z zaleznosci (7.5) i (7.11) np.

01(Q0) = [ /() 0+A)00—f(s) gl ds,
C

gdzie pod catkami wystepuja tylko znane funkgje.

W punkcie niniejszym pokaZemy rozwiazanie pewnego problemu brzegowego plyty
Reissnera i tréjwarstwowej, ktére otrzymamy w oparciu 0 powyzsze rozumowanie.

8.1. Polplaszezyzna. Rozwazmy poOlplaszczyzng ograniczong prosta x = 0. Zatozymy
nastgpujace dane na brzegu ograniczajacym nasza plyte:

(0, y) = fi(0),  mx(0,) = fo(3),  ©,(0,)) = —,(0,3) = f3(3).
Zadaniem naszym jest znalezienie przemieszczet w; (i = 1,2, 3) dla x > 0 przy podanych
wyzej warto$ciach brzegowych. Chcac wykorzystaé wzory (7.5) 1 (7.11), zgodnie z tym
co juz powiedziano wyzej, powinniémy znaé rozwiazanie osobliwe spelniajace jednorodne
warunki brzegowe wio = My = w3 = 0 dla prostej x = 0. Rozwiazanie takie nazywamy
funkcja Greena. Jezeli wigc potrafimy znalezé funkcj¢ Greena dla pdiplaszezyzny przy
danych powyzej warunkach brzegowych, to rozwiazanie problemu przedstawimy naste-

pujaco:

0,3 = [ Lh0)oRE, v, 0,)—A0DaHx, 750, y)+fs(n )M, v, 0, y)ldy,
(8.1)
wy(x,y) = f [2(r) i (x, 7,0, Jﬁ)"ﬁ(}’l)‘]no)@ 2,0, »)+ L3 ms (x, ¥, 0, y)ldy,

i analogicznie dla ws(x, y). Powyzej indeksem P oznaczono rozwigzanie dla sity P =1,
a indeksem X rozwiazanie dla momentu skupionego Xy.

Wracajagc do sposobu znalezienia tych rozwiazaid zauwazmy, Ze Zzadamy spelnienia
dla nich warunkéw antysymetrii na prostej x = 0, czyli wolnego podparcia z przepona
[warunek 4 (4.6)]. Rozwiazanie otrzymamy wigc obciazajac plyte nieograniczona sila
i momentami skupionymi, antysymetrycznie wzglgdem osi x = 0. Zauwazmy jeszcze,
ze beda nas interesowaly tylko pewne wielkoéei tych rozwiazan na prostej ograniczajgcej
nasz obszar. Azeby nie rozszerza¢ pracy, podamy wigc jedynie te ostatnie. Wykorzy-
stujac zaleznodci (6.14.1), (6.21), (6.31) i (6.34) oraz (3.10) i (3.11) otrzymamy:

o®(x,y,0,y) = —0@0x,y,0,»n), 49 0 =—98x,»,0,y),

8.2.1
( ) xyO(x> y,O,Y1) =m,,,0(x y,O yl)
o (x,9,0,3) = D ——ricosf (Inri+1),
1 cosf
(8.2.2) qR(x,»,0,p) =— -
mg‘y,())(x> ¥, O) y') = 1—1) Sin20;
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1
O (x, 7,0, 1) = — 45 (Inri-+2c0820+ 1)+

1 f2 c0s26 . . : )
+E 5(1_1}){ g [I—y;1Kx(yn)]—l—yzsml@Ko(y;)},

cos26

(8.2.3) g% (x,y,0,y) = —{ (1 —yrKi(yr))+ y25i1120K0(yr1)},

mxy())(x Y, 0 yl)-—

—v sinfcos20 _’__I_E{ sin0(sin20— 3c0526)

Fy 7S rd

1
X [2=2yr1 Ki(yr)—y2riKo(yrl+ —y381110 cos 20 Ki(yr 1)}

1 h? sin26
a)gg)()’s Yy, 05 yl) = 4 D SJ 20+ 2D 5(1____,”){ [1—7”‘1]{1(,)/“)]—
1 .
_‘2‘725”129]{0(9”’1)},
: 20 1
824) ¢ (x,,0,7) = ~;{S‘f [1~y;11<1<wl)1——stmzf)Ko(yn)}
1
1—vcosOcos20 1 h2 Icos@(cosZO 35m26)
e — e
mxyﬂ(xayao,yl) I e - SI ’1

1
X [2—=2yr1 Ki(yr)— y*r2Ko(yr)]— 7)/3 cosfcos20 K, (yrx)} ,
gdzie oznaczono:

rt=xt(uiyp, oy =V,

(p) kolejno (P), (X), (Y),
sinf =y1——z, cos@zi.
ri ri

Wstawiajac powyzsze zalezno$ci do zwiazkéw (8.1) otrzymujemy rozwigzanie problemu.
Przykladowo podamy rozwiazanie dla przypadku foa=fi=10, wi(0,y) = fi(y):
_x_ fl(yl) dyl,

CUl(X, y) = pu x2+(yl—y)2

R e T o R ) _
I A === = )

2 =y .
Y i l)}fl(yl)dyl

i podobnie dla ws(x, y).
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Oczywiscie tatwo sprawdzié¢ po wzieciu pod uwage wyraZenia asymptotycznego dla
duzych wartosci argumentu [38]

!

8.9
F(v+ -;——I—k)
(v, k) = . (2,00 =1
k!]"(v—l—%——k)
. dan . . .
ze }'1_1:1(} (02 = —— =, CZEGO nalezato si¢ spodziewad.

Podamy jeszcze rozwiazanie dla przypadku, gdy fi=/3 =0, o = M3(») co odpo-
wiada dzialaniu momentu skupionego w poczatku ukladu wspolrzednych (rys. 10),

M_ % (5,

7

y
LQ%Y)

Rys. 10

W tym przypadku obciaZenia rozwigzanie podamy jedynie dla momentu m,.(x, y):

M

@35 me=5 (I+9)+(1—») __.]+

27 )v2_|_y2[ X242
M B2 [x3—3x2y

HERER (Fs0:

[ 22y (e K () —yz(x2+y2)Ko(~,'r)] +
T Gy z)a/,,Kl(W)} rr= x*4y.

Pozostate wielkosci latwo otrzymamy po wykorzystaniu zaleznoéei niniejszego punktu.

fyed (=]
3% %8¢ 3§ 8§ &8

H 2H 3H 4H 5H 10H
_ 1 ‘ X

//—
e
7

L’
L. M
mnoznik 75

———— plyla cienka

my (x,0)
Rys. 11
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Rozwiazanie podane powyzej (8.5) jest stuszne takze dla plyty trdjwarstwowej, nalezy
tylko postuzy¢ si¢ analogig migedzy tymi plytami i plyta Reissnera (2.12).

Na rysunku 11 podano wykres my(x, 0) dla plyty trojwarstwowej o nastepujacych
charakterystykach: £ =18"-10° kG/cm2, G, = 1,0 - 104 kG/cm?, d = 3 cm, h; = 10 cm,
n=0,n=135H, y=1217} H=2h.

Dla pordwnania pokazano na tym samym rysunku wykres odpowiadajacy cienkiej
plycie izotropowe;j.

Dodajmy na koniec, ze rozwiazanie od momentu skupionego mozemy takze otrzymaé
wprost z rozwigzania (6.31), (6.34) wykorzystujac antysymetrie dziatania momentu.

8.2, O osobliwosciach wyiszego rzedu w teorii plyt Reissnera i tr6jwarstwowych. Podamy ponizej
rozwiazanie zagadnienia nieograniczonej plyty Reissnera poddanej dziataniu obciazenia
skupionego, réwnego roznicy momentu skupionego zdefiniowanego w oparciu o obcig-
zenie X, = M(Qo) i momentu skupionego okreslonego jako granica M = lim Pe,.

20
Zadanie to ma raczej charakter teoretyczny, niemniej postuzy do zilustrowania tezy, ze
sformutowanie zagadnienia przy obciazeniach skupionych w teorii plyt nie moze by¢ oparte
na tak zwanym sformufowaniu tradycyjnym, o ktérym byla juz mowa w p. 6 niniejszej pracy.
Zajmiemy si¢ nieograniczong plyta obcigzona jak pokazano schematycznie na rys. 12.
p p

’—-/J)\—-
|
t

Rys. 12

Rozwigzanie dla takiego obciazenia otrzymamy odejmujac od siebie odpowiednie
rozwiazania, podane w p. 6 dla obu rodzajow momentu skupionego. Biorac pod uwage
zwiazki (6.21) i (6.31) otrzymamy:

aM M s X
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Mozna wykazaé, ze w przypadku sprowadzenia problemu do szukania jednej funkeji

2
biharmonicznej 1 jednej spelniajacej réwnanie (1— 1% VZ)H= 0, jak pokazano w p. 2

(2.8), otrzymujemy dla omawianego przypadku:
M h? d

= 1] 2
B= - 5 sa 5y & BV

M h 0 —
H= b st= oy 00V@H7).

(8.7
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W tym przypadku wielkosci sit 'wewngtrznych tatwo wyznaczy¢ korzystajac ze wzoréw
(2.1) i zaleznosei (8.6) albo wykorzystujac podane w p. 6 wielkosci sit wewnetrznych dla
obcigzenia momentami skupionymi obu rodzajéw. Ponizej podamy jedynie przyktadowo
dla wspoétrzgdnych biegunowych:

M cos
qr:_’2ny r(PKl(V"),
88) M 2| 2 2 |
, .
m, = —E‘g‘[;‘—V';Kl(y')*VZ“ITKO(V’)] cosg.

Mozna si¢ przekonaé, ze rozwiazanie tego. problemu, podane wyzej, spetnia réwnanie
zagadnienia i jest regularne w calej plaszczyZnie z wyjatkiem punktu (0, 0), poza tym
wypadkowa wszystkich sit brzegowych, dla dowolnego obszaru zawierajacego wewnatrz
punkt przylozenia obcigZenia skupionego, jest rowna zeru. Jest to zrozumiale ze wzgledu
na fakt, Ze obcigzZenie jest samozréwnowazone. Wobec powyZszego w sformulowaniu
tradycyjnym stan ten powinien byé rowny «zeru», czego oczywiscie nie mozna stwierdzic.
Wydawa¢ by sie moglo, ze zgodnie z zasada Saint-Venanta réznica wynikajaca z powyzszego
rozwiazania moze nas nie interesowaé. Jednak i z tym nie mozna sie zgodzié, poniewaz
zasieg wplywu powyzszego rozwiazania hie jest mniejszy niz poprzednich rozwiazan
dla obcigzen, ktoére nie byly samozréownowazone. Poza tym rozwiazanie podane powyzej
dla réznicy omawianych dwdch momentéw nie jest fizycznie bez znaczenia. Rozwiazanie
to w sposob istotny, w sensie twierdzenia o pracy wirtualnej, wplywa na poszukiwane
wielkoéci przemieszczenn. Mianowicie, przy zastosowaniu rozwigzania momentem skupio-
nym pary sil pionowych, we wzorach podstawowych, podanych w pracy, otrzymamy w wy-
(7w1
ox
obciazen zréwnowazonych, bedacego przedmiotem dyskusji, otrzymamy rozwiazanie
w2, czyli Ze sens fizyczny rozwigzania dyskutowanego jest wyrazny.

W zakonczeniu pracy podajemy propozycje w sprawie doktadniejszego formutowania
probleméw z obciazeniami skupionymi w teorii plyt, w ktérych uwzgledniamy odksztat-
cenia od sil poprzecznych.

niku wielko$é , natomiast po dodaniu do powyZszego rozwigzania, rozwiagzania dla

9., Zakonczenie

Podane w pracy rozwiazania i wzory maja charakter podstawowy. Moga one znalezé
zastosowanie przy rozwiazywaniu wielu problemdéw brzegowych teorii ptyt Reissnera
oraz teorii plyt tréjwarstwowych. ' ‘

W pracy starano si¢ spojrze¢ na zagadnienie plyt Reissnera i tréjwarstwowych z jedno-
litego punktu widzenia, ktéry jest kontynuacja znanego podejécia do réwnanja harmo-
nicznego, réwnan teorii sprezystosci czy tez réwnania teorii ptyt cienkich. Zwiazki podane
w pracy moga stuzy¢ do sporzadzenia powierzchni wplywowych plyt Reissnera jak i ptyt
trojwarstwowych. Przyklady podane w pracy maja charakter ilustracyjny. Poza tym
wyprowadzone zwigzki pozwalajg na sformulowanie szeregu probleméw brzegowych
dotyczacych nieciaglych warunkéw brzegowych [24].

Praca ma jeszcze jeden aspekt. Mianowicie wykazano w niej, ze tradycyjne sformuto-
wanie problemu znalezienia rozwiazania zagadnienia ptyty Reissnera lub tréjwarstwowej,
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przy obcigzeniu sila skupiong, nie zapewnia jednoznacznosci rozwiazania. Pod trady-
cyjnym sformutowaniem rozumiemy, podobnie jak STERNBERG i EUBANKS [32], sformuto-
wanie podane w niniejszej pracy.

W punkcie 6 otrzymano dwa rozwigzania zagadnienia plyty nieograniczonej, ktére
spetniaja tradycyjne zadania wymagane od rozwiazania dla takiej ptyty obciazonej -sifg
skupiong. Rozstrzygniecie, ktére z tych rozwigzan odpowiada obcigzeniu sita skupiong,
otrzymano w oparciu o twierdzenie o wzajemnosci prac. Okazuje sie, Ze rozwigzanie
odpowiadajace obcigzeniu sitg skupiona powinno dodatkowo spetniaé nastepujaca zalez-
no$é:

lim f (qu() ('-)ll-_l—rnnO U)nr_l—mm() Wir—ny Wyo— My, 0,011,y wlO) ds = P(Ul(o.v 0)
r—0 Cr

gdzie indeksem O oznaczono rozwiazanie zagadnienia plyty obciazonej sita skupiona,
a indeksem r dowolne regularne rozwiazanie dla rozpatrywanej plyty.

Podobne warunki powinny spetnia¢ rozwiazania zagadnienia plyty obciaZzonej momen-
tami skupionymi.

W tym sensie praca niniejsza jest kontynuacjg problemdéw poruszanych przez E. STERN-
BERGA i R. A. EuBanksa dla sity skupionej w teorii sprezystosci na zagadnienia rozwigzan
osobliwych piyt Reissnera i plyt tréjwarstwowych.
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Pesgiome -

HEKOTOPGIE BOIIPOCE! TEOPUHU IIJIACTUHOK PEFICHEPA M TEOPUU TPEXCJIOMHBIX
TIJTACTHHOK

Temoit paboTbl SABJSETCST TCOPHA IIACTHHOK, YUYHTHIBAIOWIAS OehOopMallM, BbI3BAHHBIE HONEPEY~
HBIMH CHJIAMH. DTa TCOPHSI OTHOCHTCS, B UaCTHOCTH, K IUIACTMHKAM, PaCUHTBIBAEMBIM 110 Teopuyn Pefic-
HEpa, @ TAKXKE K TPEXCJIONHBIM IUIACTHHKAM.

IIpenmonaraeTcsi, YTO BHENTHHUE CIIOM PACCMATPHMBAEMBIX TPEXCIIOMHBLIX IJIACTHHOK SIBISIIOTCA H30-
TPONHLIMH, 063 JKECTKOCTH Ha M3rM0, TOTa KaK CPEAMHHBIN CROM BOCIPHHHMACT MCKIIOWHTEIBHO NO-
NIEPCUHBIE YCHIMS,

TnaBrOH UENBI0 paGoOThI SIBIAECTCHA BhIBEEHHE OCHOBHBIX (DOPMYJI, JAIOLHY BO3MOIKHOCTb BBIPA3UTH
pentexue A5 JaHHOH NJIACTHHIA YEPe3 KPAeBbIe BETMYHHBE. AHAIOTHYHbIE )OPMYJIILI H3BECTHB] B TEOPHUI
rapmoHuyecknx (GyHxumil (5.1), (5.2) u B Teopuu TOUKMX IUiactusok (5.3).

OcHoBHEIE GhOpMYIbI AN 0GCYIKLACMBIX B pabOTe MIACTHHOK MOJIYYEHO HA OCHOBE NPHMHIWIA B3aMM-
HOCTI PaBoT, BBEEHHOTO B Pa3feie 3 M HA OCHOBE CHHIYJSIPHLIX peurenyil. CHHTYISIPHbIE PELLICHMST
npeycTaBNelbl B pasfesie 6 HacTosAweH paGoTel, B 3aMKHYTOM Bijae. IIpH IOCTPOEHMH CHHIYJISIPHBIX
peIeHITi NCIOMB30BaHO ABOIHOE, BecKoHeuHoe Npeobpazosanne Pypoe, Ipu obpawennn npeobpaso-
BaHMST HCHOJB30BaHO0, BBefeHHoe M. A. AAMAPIOM [29] moHATHE KOHEWNOH wacTH PACXOASIIETOCH
HHTerpana.

OBcyiKmaeTcst OfHO3HAYHOCTE PENICHHA [UIA CIyuasr AeHCTBHS COCPENOTOUEHHBIX CHIL.

PaboTa HIUTIOCTPAPYETCSI NPHMEPAMH DEIUEHME HEKOTOPLIX KpaeBhIX 3aHay.
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Summary

SOME PROBLEMS OF REISSNER’S THEORY OF PLATES AND OF THE THREE-LAYER PLATES

In the paper the plates theory which includes strains due to shear forces has been considered. The
theory concerns as particular cases, the plates calculated according to Reissner’s theory, and thc three-
layer plates.

It has been assumed that in the three-layer plates the exterior layers are isotropic withont flexural
rigidity, while the shear forces can act on the middle layer only.

The main purpose of the paper is to derive the basic formulae which enable to express the solution for
a plate by means of the boundary quantities. Similar formulae are known for the problems of the theory
of harmonic functions (5.1), (5.2) and of the theory of thin plates (5.3).

The basic formulae for the considered plates have been obtained from the principle of reciprocity,
derived in Chapter 3, and from the singular solutions. The latter have been obtained in the closed form
in Chapter 6. In the construction of singular solutions the double infinite Fourier transforms have been
applied. In order to find the inverse transforms, the concept of the finite part of a divergent integral has
been used, as introduced by J. Hadamard [29].

The problem of the uniqueness of the solution in the case of concentrated loads applied has been also
discussed.

The examples of the solutions of some boundary value problems have been included.

Praca zostala zlozona w Redalcji dnia 11 marca 1966 r.



