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ANALIZA ZJAWISKA «PRZESKOKU» W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM
NA MODELU UKEADU KRATOWEGO MISESA

JOLEDZINSKI, Z. WASZCZYSZYN (KRAKOW)

1. Wstep

Przy rozpatrywaniu szeregu zagadnien stateczno$ci ustrojéw mechanicznych wystgpuje
konieczno$¢ wyjscia poza teorig¢ Eulera. Juz w ramach stateczno$ci statycznej wystepuja
zagadnienia wymagajace innego podejscia i przyjecia odpowiedniego modelu nadajacego
si¢ do matematycznej analizy. Wiasnie takim zagadnieniem jest utrata stateczno$ci zwigzana
ze zjawiskiem przeskoku.

Zjawisko to wystgpuje w ustrojach, w ktérych przy pewnym krytycznym obcigzeniu
nastepuje przeskok z jednego stanu réownowagi w drugi, przy czym —w odréznieniu od
utraty statecznosci w sensie Eulera — ustrdj moze nie zmieniaé postaci (np. w ustroju
ztozonym z pretdw prostoliniowych teoretycznie rowniez po przeskoku moga nie wyste-
powacé prety zakrzywione). Przeskok jest zwiazany na ogdt z wystapieniem duzych prze-
mieszczen 1 jego badanie jest zwiazane z koniecznodcia oparcia sig na nieliniowej teorii
ugie¢ skonczonych. Stosowanie metod opartych na badaniu sasiednich postaci réwnowagi
(teoria Eulera) jest zwiazane z zatozeniem malych przemieszezen i moze doprowadzi¢ do
catkowicie btednych wynikéw; analize tego zagadnienia mozna znalezé w pracy K. A. MI1-
CHAJLICZENKI [2]. Z wymienionych przyczyn utrata statecznodci zwigzana z powstaniem
przeskoku zostala nazwana w literaturze utratq statecznodci drugiego rodzaju, w odréz-
nieniu od wtraty statecznosci pierwszego rodzaju, ktéra mozna badaé w oparciu o teori¢
Eulera; klasyfikacje taka podaje szereg autoréw — por. np. S. D. LEITES [1, A.A. Pr-
KOWSKI [8].

Przeskok moze powstaé w czesto stosowanych ustrojach takich jak kraty i tuki o malej
wyniostosci, powloki cylindryczne i kuliste itp. Matematyczna analiza zagadnienia jest
bardzo skomplikowana, gdyz zachodzi tu koniecznoé¢ odrzucenia zasady zesztywnienia
i uwzglednienia geometrycznych nieliniowo$ci. Z tego powodu istnieje bardzo niewiele
$cistych rozwigzan, otrzymanych w dodatku dla liniowo sprgzystych materialdw.

W obecnej pracy postaramy si¢ zanalizowa¢ zjawisko przeskoku w przypadku materiatu
o dowolnej charakterystyce o—e. W celu unikniecia trudnoéci natury matematycznej
zajmiemy sie szczegdtowo tak zwanym wkladem kratowym Misesa. Jest to ustréj Zozony’
z dwoéch pretéw potaczonych miedzy soba przegubowo (rys. 1), obciazony sila skupiong
w wezle Srodkowym. Jest to uproszczony model R. Misesa; stateczno$¢ drugiego rodzaju
badat R. Mises w pracy [3], a nastepnie wraz z J. RATZERSDORFEREM w pracy [4] rozwa-
zajac stateczno$¢ kratownic i ramownic. Model ten dzigki swej prostocie pozwala poprzez
elementarne rachunki ujaé analitycznie zjawisko przeskokdw i jest przytaczany w wigkszosci



72 J. LEDZINSKI, Z. WASZCZYSZYN

prac dotyczacych statecznosci (por. np. A. PFLUGER [7], J. G. PANowkoO i J. J. Gusa-
NOowA [6]).

Ten prosly model pozwala na analize zagadnienia w przypadku nieliniowej charakterysty-
ki 6 —e. Ponadto daje on mozliwo$é uwzglednienia zjawiska odciazenia i efcktu Bauschin-
gera, dzigki czzmu otrzymujemy pewne jakosciowe wnioski dotyczace mozliwosci powsta-
nia i przebiegu przeskoku w ustrojach zbudowanych z materiatéw sprezysto-plastycznych.

Zajmiemy sig szczegdlowo analiza uktadu kratowego Misesa wykonanego z materiahy
sprezysto-plastycznego z wielokrotnym liniowym wzmocnieniem. Model ten umozliwia
dobra aproksymacje wiasnosci materialdw rzeczywistych.

W pracy oprzemy si¢ na nastgpujacych zatozeniach:

1) symetryczny uktad kratowy Misesa (rys. 1) posiada staty przekrdj F;

2) uktad jest niewazki, obcigzony jedynie pionowa sifa skupiong 2 przytozona w wezle
Srodkowym;

3) ustrdj posiada idealne przegubowe potaczenia i jego prety nie moga ulec wyboczeniu;
w pretach wystapi tylko jednoosiowy, jednorodny stan naprezenia;

4) material pretdw jest jednorodny, sprezysto-plastyczny i wykazuje efekt Bauschin-
gera,

2. Wyznaczenie zaleZnoSci miedzy ugigciem i sifa obeiazajaea dla materialu o dowolnej charakterysiyce 6 —¢

Rozwazymy symetryczny uklad kratowy Misesa o wstepnej strzatce y, jak zaznaczono
narys. |. Po przytozeniu obciazenia pionowego 2P prety ulegng skrdceniu i wezel Srodkowy
przemiesci sig wzdtuz osi y. Odksztalcenie preta zapiszemy w mierze Cauchy’ego

(2.1) : p= 00

Co

Po uwzglednieniu geometrycznych zwiazkow mozemy (2.1) zapisa¢ w postaci

2.2 e VIS
V B4y

"W dalszym ciggu bedziemy postugiwali si¢ bezwymiarowa strzatka ugiecia

(2.3) N = Y
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Wprowadzenie oznaczenia (2.3) pozwala ostatecznie wyrazi¢ odksztalcenia pretéw
jako funkcje ugiecia; ze zwigzku (2.2) otrzymamy mianowicie

H 1/~
24 e Tass ="
@9 ] ]+’70 .
gdzie przez 1), = ¥,/ oznaczono wstepng strzatke ugigcia.
Z warunku réwnowagi pretéw mozemy napisaé zwiazek

2.5) ' p—Y ..

s = R
¢ Ylip
w ktérym R oznacza sitg osiowa wystepujaca w pretach ukfadu, réwna co deo wielkosci
catkowitemu oddzialywaniu. Zwiazek (2.5) mozemy podzieli¢ przez wielkos¢ pola po-
wierzchni przekroju Fy oraz modul Younga E,. Otrzymamy w ten sposéb réwnanie
P ] c

2.( k. - TSR e e
( )) E()Fo ]/1+772 E.»

v

gdzie 0 = R/F, odpowiada naprezeniv w pretach, wywotanemu dziataniem sily R. Jesli
znamy charakterystyke materiatu o = o(e)(}), to wobec zaleznodci (2.4) podajacej zwiazek
miedzy odksztalceniem a wstepna sirzatkg 1 ugieciem w postaci funkcji & = e(n; n,),
mozemy otrzymac ogdlne réwnanie

' .'17 1
2.7 P = -————=-——0[e(n; 5)].
@) T g ol -
W réwnaniu (2.7) wprowadzili§my ponadto bezwymiarowy sife obciazajaca
P
2.8 ) = e
9 e

Roéwnanie (2.7) napisane w postaci bezwymiarowe] pozwala stwierdzi¢ mozliwosé
wystapienia przeskoku. Dzigki wprowadzeniu strzalki ugiecia % jako zmiennej niezaleznej
otrzymujemy (przy znanej charakterystyce materiatu o'(c)) funkcje jednoznaczna, dla ktérej
warunek przeskoku ma postad

@9 b _y.
W odniesieniu do réwnania (2.7) oraz po uwzglednieniu zwigzku (2.4) warunek (2.9)

zapiszemy w nastepujacej, ogolnej postaci:

]/1+772 da
Vi @

Z tak otrzymanego rownania (2.10) mozna wyznaczyé strzalke ugigcia odpowiadajaca
ekstremalnej sile p,, = py, przy ktérej moze nastapi¢ przeskok.

(2.10) ole( ; ne)l+ = 0.

(') W charakterystyce materialu nalezy przyjmowaé naprezenie umowne ¢ == R/F,, gdzie Fjjest po-
lem powierzchni przekroju poprzecznego preta przed odksztalceniem.
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W przypadku przyjecia sity obciazajacej p jako zmiennej niezaleznej nie mozemy lak
prosto oceni¢ mozliwosci powstania przeskoku. Ponadto okazuje sie, ze w ogdlnym przy-
padku nie mozemy w sposob scisly rozwiktaé réwnania (2.7) ze wzgledu na 1. Z tych
wzgledow w dalszym ciggu bedziemy sie postugiwali réownaniem (2.7), wyrazajacym sile
obciazajgca jako tunkcie strzatki ugigcia p = p(1; 1y).

3. Wyznaczenie zalezno$ci p —1) dla materialu sprezysto-plastycznego z wiclokrotnym wzmocnieniem liniowym

3.1. Proces obciazenia wewnetrznego.  Zanim przejdziemy do okreslenia materiatu, zasta-
nowimy si¢ nieco dokladniej nad charakterem procesu zachodzacego w materiale
pretow. '

Przy zwiekszaniu sig¢ ugiecia w precie poczatkowo beda wzrastaly rowniez odksztal-
cenia (a wlasciwie modut odksztatcenia) az do osiagniecia wartosci

1
(3') Enin = / Ty
V 1+,
odpowiadajacej maksymalnemu skréceniu w potozeniu o = 0 (por. rys. I). Proces zwigzany
ze zwiekszaniem si¢ bezwzglednej wartosci odksztatcenia bedziemy nazywali procesem
obcigzenia wewnetrznego. UzyliSmy celowo okredlenia proces wewnetrzny ze wzgledu na

—1,

)
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brak korelacji miedzy wzrostem obcigzenia zewnetrznego 1 wzrostem modutu odksztat-
cenia w pewnych przedziatach n; np. przy # = 0 sila obciazajaca p = 0 pomimo tego,
ze odksztalcenie € = ¢,,;,. Proces ten bedzie zachodzit w przypadku skracania sie pretow
uktadu, co mozna ujqé analitycznie poprzez warunek

(3.2) % .
dy
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Znak nieréwnosci w (3.2) jest zwigzany z przyjetym zwrotem osi 9 oraz wartoscig o -
przy zwiqkszaniu sie strzatki 9 odksztatcenie ¢ bedzie malalo w sensie algebraicznym.
W przypadku », < 0 proces obcigzenia wewnglrznego bedzie zachodzit dla # << 0.

Zajmiemy si¢ teraz szczegdlnym materialem, ktérego charaktervsiyka o—¢ zostata
przedstawiona na rys. 2. Rzeczywista krzywa o(e) zostata tutaj aproksymowana linia
tamang. Taki model (*) pozwala otrzyma¢ dobre przyblizenie nawet przy stosunkowo
niewielkiej liczbie punktéw zatamania. Taki odcinkowo-liniowo-sprezysty model znacznie
upraszcza obliczenia, pozwala uwzgledni¢ rézne wlasciwosel materiatu przy $ciskaniu
i rozciaganiu, a ponadto pozwala uwzglednié zjawisko odcigzenia 1 efekt Bauschingera
wystepujace w materiatach sprezysto-plastycznych.

Naprezenie o zapiszemy réwnaniem
(3.3) o=o0;+(—¢c)E, dla g SeLe ey

Réwnanie to mozemy podstawi¢ do (2.7), a po podstawieniu jeszcze ¢ z réwnania
(2.4) otrzymamy zwigzek

(3.4) 1):‘# a;+ IE—I»~G @
yivr [V T T )

w ktérym wprowadzono dalsze bezwymiarowe wielkosci charakteryzujace material

0; E;

J

(3.5) a=g 4=

Réwnanie (3.4) mozemy przedstawié w ogdlnej postaci

(3-6) p=A;n+B; S

gdzie parametry 4; i B; beda funkcjami wstepnej strzalki ugiecia 1, oraz stalych materia-
towych a;, «;, ¢;

(37) AJ :%, _Bj—_-:(lj—(l-}"ﬁj)(lj.
Y i4n
Parametry A; i B; sa wazne w przedziale #; << 1 < 9);,,, przy czym granice tego prze-
dziatu mozemy obliczy¢ z réwnania (2.4) rozwiazujac je ze wzgledu na #; otrzymamy

(3.8) n;= FVU+ep(t+nd~1.

Znak minus odpowiada 7, <7, <0 i wigze si¢ z procesem obcigZenia wewngtrznego.
Oczywiscie nalezy przyja¢ znak plus, gdyby w wyjsciowym potozeniu %, > 0.

Prosta posta¢ réwnania (2.13) pozwala latwo obliczy¢ wielko$¢ stizatki odpowiada-
jacej sile ekstremalnej, ktéra moze spowodowaé przeskok. Z warunku (2.10) obliczymy

R
(39) N = + ]// (“_ A_J) —1 dla i < N < Nitts
b

(*) Model ten przyjeliémy z pracy J. Orkisza i M. ZyczkowskiEGo [S1.



76 J. LEDZINSKI, Z. WASZCZYSZYN

gdzie znaki nalezy przyjmowa¢ jak w (3.8). Po podstawieniu (3.9) do (3.6) otrzymamy
rownanie dla sily ekstremalnej

273

(3.10) Pu=TF !//(- .’i) (A Y A B,

3.2. Proces odciazenia wewnetrznego. W przypadku niespetnienia warunku (3.2) w ma-
teriale uktadu bedzie zachodzil proces odcigzenia wewnetrznego. Aby zapisac analitycznic
zachodzgce przy tym zwiazki, wprowadzimy nowy uklad (¢¥; ¢*) zwiazany z pierwotnymi
zaleznosciami (por. rys. 3)

&= %4 (e, —8%),

(3.11) o = o* (0

Tin— 1)

w ktorych o, , oznacza naprezenia minimalne odpowiadajace &, obliczonemu wedtug
(3.1). W nowym ukladzie naprgzenie ¢ mozna zapisa¢ réownaniem analogicznym do (3.3),

(3.12) % = of+(s*—eP)EF  dla &f <e* <efy.

Ao

Emin A £q £ &

T Ll
ot 0 £
g
1
g
E
x| ©
oyl les / b 0
£ & e*
H Omin
Rys. 3

Po podstawicniu (3.12) do (3.1]) i uwzglednieniu zwiazkéw (2.4) 1 (3.1) otrzymamy
réwnanie dla naprezenia

1
B13) o= (u—otito (e s )E}“Jr jj T,
0 [}

ktére mozemy podstawi¢ do réwnania (2.7). Otrzymamy réwnanie dla sity p znowu w po-
staci (3.6), w ktorej wystepuja parametry A¥ i B¥

Ed
4gj

V i+

(3.14)

Bf = (dyin— 1+a+)+(5 1_“11 _3*) uf.
IR
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Wspotczynniki te beda wazne dla n* spetniajacych nieréwnosé n¥ < o* <k
Granice tego przedzialu <<}, nf,, > wyznaczymy na podstawie réwnan (3.11) i (2.4);
otrzymamy réwnanie

(3.15) nf =+ V [(e — 2 )Y/ TR+ 12—1.
Podobnie jak w (2.15) gérny znak odpowiada 77, <C 0; przy wstepnej strzatce 7, > 0

odciazenie wewnetrzne bedzie zachodzilo dla #F > 0.
W czasie odciazenia wewngtrznego przy pewnej strzalce njy

(3.16) ' )

sita obciazajaca p = 0 [znaki w (3.16) przyjmujemy analogicznie jak w (3.15)].

Rozpatrywalismy proces odciazenia wewnetrznego, wystepujacy przy monotonicznym
wzroScie strzatki ugiecia. Proces odciazenia moze wystapi¢ nie tylko od stanu 5 =0,
lecz réwniez przy innych strzatkach. Bedzie on wtedy uzalezniony od zmiany obcigzenia
zewnetiznego. W takim przypadku jako a,, i &.,, nalezy przyjmowaé wielkoci od-
powiadajace poczatkowi procesu odciazenia. .

Nalezy ponadto zwrdcil uwage, Ze mozna przyjaé w pewnym sensie (wykazuja to
dos$wiadczenia dla materialow sprezysto-plastycznych) jednakowa charakterystyke ma-
teriatu przed i w czasie odcigzenia — wykres o—e¢ o poczatku w punkeie O doznaje jakby
sztywnego przesunigcia do punktu O (por. rys. 3). Oznacza to, 7z¢ w podanych powyzej

o

aSam o o L,
wyrazeniach & = ¢&;, af = a;, «f = «; Itd.

4, Material sprezysto-plastyczny z jednokrotnym wzmocnieniem liniowym

Szczegdlnym przypadkiem materialu rozwazanego w p. 3. jest material o charaktery-
styce pokazanei na rys. 4, Odpowiada on modelowi uzywanemu czesto przy badaniu

G|
E2 -
o1 2]
. Ep
€2 e | o
’ &1 € £
£ O1==6.1=Q=2-10°kG/em?
{ L= =E=210° KG/om’
E-2 . eg=~tq=110""
E_3 -1 E1=E_2 =0
Ep=—E_p =7'7U-2

Ep=E_3=4-10" kG /cn?
Rys. 4
migkkiej stali i z tego powodu zajmiemy si¢ nim nieco dokladniej. Wspdtczynniki 4; i B;

-zestawiono w tablicy 1. Uderza przy tym znaczne uproszczenie wspélczynnikow w zakresie
sprezystym, a szczegSlnie w zakresie pelnego uplastycznienia. W tym ostatnim przypadku

P
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Tablica 1
Zakres - o
{ B Spr_q_iys_ty ] 'l plastyczny ”wzmo_cnieni_e )
} A : B, | Ay | B, Ay B4
5 ; . : I ‘ i \ T - _ ! . e
g ! _
= p : 1 0 - [N N f‘f :
2 Vit ‘ N A —(+en)a,
i . R Sl oo ] ) L
a1 a | B ar B
I — il e - S ! R e
o | l } \ i amin‘{“zer‘
E’E | ‘ (lmlnl_ ’ i dy } — (El-f- €2+
= S 0 By . I
= . 1/1 —LT]E —— ,__-_—_!_ (lmln“ 1 [ 1/1_%17:3 . |
o ]/ 1 % i i 1 -
o | | T
] i f | } 1-%2 ;

w procesie obciazenia wspdiczynnik B_, jest niczalezny od wstgpnej strzatki ugigcia #,
{odpowiada to modelowi matetialu sztywno-plastycznego).

Aby doktadnicj zanalizowaé przyjcty model, wykonano obliczenia numeryczne 1 na
ich podstawie sporzadzono wykresy na rys. 5. Obliczenia te wykonano dla réznych wartosci
wstepnych strzatek 15,. Proces obcigzenia wewnetrznego zachodzi dla 7 << 0. Monoto-

p 08
400 J*M

N, _SUD

AN 200 oy

,"X o r
2
™m
L ~100
Rys. 5

nicznemu zwigkszaniu strzatki towarzyszy poczatkowo wzrost sity az do wartosci p_,
(odpowiadajacej punktowi —1 na wykresach rys. 5), przy ktérej naprezenie w pretach
ukfadu osiaga granicg plastycznosci ). Nastepnie sita maleje, aby przy niektérych war-
tosciach wstgpnych strzatek zndw wzrastaé wskutek wzmocnienia materialu (widaé to
wyraznie na wykresie odpowiadajacym #, = —0,4). Sile odpowiadajaca poczatkowi
wzmocnienia oznaczyliémy przez p_,. Nastepnie sita maleje i przy 7 = 0 sita p = 0 (trzy
przeguby ukfadu Misesa sa na jednakowym poziomie). Przy 9 = 0 mamy juz do czynienia
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z procesem odcigZenia wewnetrznego, ktéremu towarzyszy poczatkowo zmniejszanie,
a potem wzrost sily p. Na wykresach zaznaczono punkty rozgraniczajace poszczegélne
obszary.

Opisany przez nas proces obcigzenia zewnetrznego mozna nazwaé kinematycznym,
edyz jako zmienng niezalezna przyjmowaliémy bezwymiarowa strzalke ugiecia %, ktéra
wzrastata monotonicznie od wartodci 9 = u,.

W praktyce jednak o wiele czgsciej spotykamy sie z obcigzeniem statycznym. W tym
przypadku monotonicznie wzrasta sita zewnetrzna p az do wartosci p = p_,. Przy przekro-
czeniu tej sity nastepuje przeskok — ukiad przechodzi z jednej postaci réwnowagi w drugsg.
Okazuje sig przy tym, Ze teoretycznie mozliwe sg tutaj dwa przypadki. Przy malych strzat-
-kach sita p_, bedzie sitq krytyczng i ustréj przejdzie w skrajne polozenie 0, . Dla wiekszych
wstepnych strzatek (wida¢ to wyraznie przy |7,| = 0,4) mamy do czynienia z podwéjnym
przeskokiem. Mianowicie po przekroczeniu sity p_, nastgpuje pierwszy przeskok na gataz
odpowiadajacg wzmocnieniu 1 sila moze wzrasta¢ az do warto$ci maksymalnej p_s,

p108
| -3m P
! ————— ] I e
—7'; 7/”< < 200 I
W AN
~2 N /
AN 300 //
\
\ /
\ /
\ |00 /
\ /
\ /
\\ //
\ [0 , y
-040560 ~\ 041006
. C - N / L g | ! .
Lo -03 /-02 -0 ~0d 7 03 04 05
) / \\\V (i ST
/ | \7"m
/ =100\
/ \
/ \
// - 2001~ \\
\
// \
/ AN
/ -3001 < g
// \\ ~ x
L.ﬂ.__._________ﬁ_;@Q:________:>>O/<~7
M -3
Rys. 6

(por. rys. 6). Przy tej sile moze nastapi¢ drugi przeskok do postaci réwnowagi dla strzatki
niy. Tak wiec teoretycznie mozemy mie¢ do czynienia z dwiema sitami krytycznymi
D1 1 pam, Przy ktérych nastgpuja przeskoki.

Nalezy tu jednak od razu zaznaczyé, ze podwdjny przeskok jest mozliwy tytko teore-
tycznie, gdyZ moze on powstaé jedynie przy bardzo duzych odksztalceniach, na ogol
niedopuszczalnych w konstrukcjach inzynierskich. Podwdjny przeskok bedzie utrudniony
réwniez w przypadku wystapienia duzej réznicy pomiedzy gorna i dolng granica plastycz-
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noéci. Wtedy sita p_; podwyzszy si¢ i moze by¢ wigksza od p_y, nawet przy duzych strzat-
kach; zaznaczono to na rys. 6. Ze zjawiskiem takim nalezy si¢ liczy¢ np. w przypadku

bardzo niskich temperatur nawet przy powolnym wzroécie obcigzenia (por. pracg M, Za-

KRZEWSKIEGO [9]).

Ap-108

- 400

o

!
=
Y
1

Rys. 7

Na rysunku 7 pokazano krzywe odpowiadajace materialowi idealnie sprezysto-
plastycznemu (model Prandtla). W tym przypadku przeskok nastgpuje z chwila osiagnigcia
granicy plastyczno$ci, a wigc tak samo jak w przypadku malych wstgpnych strzalek przy
materiale ze wzmocnieniem (podobnie bedzie przy modelu sztywno-plastycznego materiatu).
Z powodu braku efektu Bauschingera krzywe dla pelnego uplastycznienia sa symetryczne
wzgledem osi p.

Na rysunku 6 pokazano przebieg procesu odcigzenia zewngtrznego dla », = —0,4.
Linia ciagia zaznaczono odcinki stateczne, a strzatka — kierunek procesu. Po drugim
przeskoku i osiagnigciu ni, zmniejszono sitg; przy #, sita p = 01 od tego momentu mozemy
rozpatrywaé zadanie od nowa. Bedziemy mianowicie mieli ustrdj o wstgpnej strzakce
1, = 0,41006 1 zmienionej granicy plastycznodci wskutek efektu Bauschingera.

5. Zakonczenie

W pracy zajmowali$my sie bardzo prostym przypadkiem przeskoku ukiadu kratowego
Misesa. Analiza byta znacznie utatwiona dzigki wprowadzeniu materiatu z wiclokrotnym
lintowym wzmocnieniem, przez co trudncéci matematyczne zostaty sprowadzone do
poziomu trudnosci obliczenia ustroju idealnie sprezystego.

Analiza ukladu zbudowanego z materiatu z jednokrotnym liniowym wzmoenieniem
wskazuje na mozliwo$¢ powstania nowych zjawisk, takich jak podwdjny przeskok wzgled-
nie przeskok z chwilg osiagniecia granicy plastycznosci; ten ostatni wniosek jest szczegolnie
cenny w odniesieniu do czesto stosowanych modeli materiatu idealnie sprezysto-plastycz-
nego wzglednie sztywno-plastycznego. Ponadto w miarg zmniejszania si¢ wstepnej strzalki
rozszerza si¢ przedzial odpowiadajacy pelnemu uplastycznieniu; przy dostatecznie malej
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strzalce wstgpnej wzmocnienie w ogéle nie wystapi i wlasnie w tym przypadku mozna
z powodzeniem zastosowaé model materiatu idealnie sprezysto-plastycznego; widaé to
na rys. 5 przy 1, = —0,1.
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AHANN3 ABJIEHMA «CKAUKA» B YIIPYTO-IINNACTUYECKOM OBJIACTH HA MOIEJIN
PEMETYATON CHMCTEMbLI MU3ECA

AHANN3UPYETCsST «CKAUOKM, T, €. IIEPEeX0[ u3 OJHOr0 BHJAA DABHOBECHS B ApYyrie, 0e3 H3MEeHEHHs
opmb! crcTeMbl. AHalrM3 NPOBOAMUIICS Ha YNpPOUIEHHOI pelreryaroit cucreme Museca, cocrosueit
M3 [ABYX CTEPKHEH, IMapHUPHO COEJMHEHHLIX M 3arpPy)KCHHBIX, B CEPEAMHHOM Y37€, BECPTHKAJIBHOK
COCpEAOTOUCHHOI CHIIOH. TIpHUsTa TIPOCTAsk MOAEN: JiaeT BO3MOYKHOCTD YUCCTH TEOMETPHUCCKHE HeJIH-
HEIHOCTH a BBeJcHHe Geapa3mepHoit cTpeniky nporuba B KauecTBE He3aBMCHMON TIePEMEHHOI, TO3BOIHIO0
BBIBECTH HEOOXOAMMBIC YDaBHEHWSI [JIsI NPOM3BOJBHOH XapaKTEepHCTHKII MaTepHana.

3aTem moapofHO paccMaTpuBaeTCs CAyuail sl MaTepHalna ¢ MHOTOKPATHBIM JIMHEHHLIM yIpOuHe-
HHEM, TaK AJIsT CJIyuast HArpy3Ku KaK ¥ [UIST pasrpysKH, ¢ OOHOBpeMerHpIM yyeToM adidenTa baymmurepa.

Ananus marepHana ¢ OJHOKPATHBHIM JIHHEHHbIM YIPOUHEHHEM N OTYETJIHBLIM HHTEPBAJOM IIOJHOTO
nepexofa B IJIACTHUYECKOE COCTOAHME YKA3bIBACT Ha BO3MOYKIOCTL ITOSIBJICHHST CKAUKa B MOMEHT JOCTH-
YKEHHMS NPENeNia TeKYUeCTH, TeopeTnuecKy BLIYMCIEHHBI ABOIHON CKauOK BO3HMKACT NPH OUeHb GOJb-
LIMX NPeJABapPUTCNBHBIX NPOrudax M Ha NpaxTHKe BPAA JH NOSBHUTCT. UHCICHHBIE DACUETLI NIOABOJIMIIN
BBINOJHUTE JHArpamm, KaK JIJIsT Matepuasa ¢ OJHOKPATHBIM YNPOUHEHHEM TaK M JINsI MOeaTbHO YIpyro-
NNacTHUeCcKOro MaTepuana.

Summary

ANALYSIS OF THE “JUMP” PHENOMENON IN ELASTIC-PLASTIC DOMAIN
BASED ON THE MISES TRUSS MODEL

The “jump” phenomenon consisting in passing from one configuration of equilibrium to another with-
out change of the form of the system, has been considered in the present paper. The analysis is based
on the simplified truss model of Mises consisting of two hinged rods loaded in the middle joint by a verticat
concentrated force. The assumed simple model enables to account for the geometric non-linearities; taking
as independent variable the dimensionless deflection of the system, the required equations are derived
for arbitrary stress-strain relations.

6 Mechanika teoretyczna
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The case of a material with multiple linear strain-hardening has been studied in detail, the process
of loading and unloading and the Bauschinger effect being taken into consideration.

The analysis of materials with single linear strain-hardening and with a distinct plastic range indicates
the possibility of arising of the jump phenomenon once the yield limit is reached. The theoretically cvaluated
double jump should take place in thc case of large initial deflections, though this phenomenon does not
expect to occur in practice.

Numerical calculations make it possible to draw the graphs for materials with single linear
strain-hardening and for perfectly elastic-plastic bodies.

KATEDRA STATYKI BUDOWLI ¥ WYTRZYMALOSCI MATERIALOW
POLITECHNIKI KRAKOWSKIES

Praca zostala zlozona w Redalkeji dnia 21 lipca 1965.



