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1. Przedmiotem naszych rozwazan jest stan réwnowagi wiotkiej osiowo-symetrycznej
powloki zdolnej do przenoszenia jedynie naprezen rozciagajacych i mogacej pod wplywem
obciazen w istotny sposéb zmieniaé swa forme, jak tez ulega¢ znacznym odksztalceniom
niesprezystym. We wszystkich dotychczasowych pracach poswigconych temu zagadnieniu
(por. [11]) zwiazki fizyczne przyjmowano w formie zalezno$ci pomiedzy skonczonymi
wielkoéciami naprezen i odksztatcen. Najczgiciej byly to tzw. réwnania Nadaia-Davisa
(por. [2,3,9])

] 1 1 !
(].1) £ = [61—7(02+03)](p, &y = [62*7(03“{“01):\@, £y = [0'3—7(0‘1“1'0'2)J(b,

gdzie ¢, &, ¢; sa odksztalceniami gtéwnymi w mierze logarytmicznej Hencky’ego,
0,, 02, 03 rZeCZywistymi naprezeniami gldwnymi, a @ znana funkcja odksztalcen zalezng
od przyjetego warunku plastycznosci.

Zastosowanie tych réwnan, wygodne z uwagi na ich wzglednie prostg posta¢, powinno
jednak podlegaé pewnym ograniczeniom, jak bowiem wiadomo juZ przy matych odksztal-
ceniach réwnania teorii plastycznosei, wigzace skoriczone wielko$ci naprezen i odksztal-
ceny, tylko wtedy zadawalajaco opisuja fizyczny stan ciala, gdy realizowany jest przypadek
tzw. prostego obciaZenia. Natomiast przy odksztatceniach skoficzonych to juz nie wystarcza
i wymaga si¢, aby w procesie obciazania sktadowe stanu napr¢Zenia rosly proporcjonalnie
(por. [9]). Warunek ten, choéby z uwagi na znaczne zmiany geometrii powloki, w naszym
przypadku najczeéciej nie jest spelniony. Rzutuje to oczywiScie na rezultaty otrzymane
za pomoca réwnaft (1.1) oraz uzasadnia préby skorzystania z bardziej precyzyjaych
zwiazkow fizycznych (por. [5]). Zwiazki takie, podobnie jak i réwnania (1.1), zapropo-
nowali E. A. Davis [3]i A. NADAI [9] po przeprowadzeniu eksperymentéw z cienko$cien-
nymi metalowymi rurami w zlozonym stanie napreZenia. Stanowia one ekstrapolacje
réwnan de Saint-Venanta plyniecia plastycznego na przypadek skonczonych odksztalcen
1 majg postaé:

(1.2) de, = [01‘%—(02+03)]d@, de; = lﬁz*%(ds*{—dl)]d@,

de; = [03*‘;—(0'1 "1-02)] do,
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gdzie dey, de,, des oznaczaja przyrosty logarytmicznych deformaciji spowodowane przy-
rostem obcigzenia. Je$li wprowadzimy pojecia intensywnoSci rzeczywistych naprezen

/2
(1.3) o=V Vo= @)+ o —0)
oraz intensywnofci logarytmicznych odksztalcen i odpowiadajgcych im przyrostéw
deformaciji

L= 1{;—1/(61*62)2’1‘ (52—63)24‘-(53“61)2,
(1.4)

(de); = ]—/32“— ]/ (de,—dey) - (dey—des)*+ (deg—dc:y,
to jak widac z (1.2)

(1.5) do — 9o

Aby okresli¢ funkcje @, musimy znaé charakterystyke materiatu, ktéra ustalamy na
podstawie do$wiadczen. Dla materialow podlegajqc_ych wzmocnieniu przyjmuje si¢ przy
tym badz to zalezno$¢ (por. [3, 5, 9, 11]) typu

(1.6) o; = Kg(eyey,

badz to zwigzek pomiedzy maksymalnymi spoéréd gtéwnych odksztatcen postaciowych y
a odpowiednim naprezeniem stycznym 7 (por. [2, 4,9, 11])

(1.7) T = ?g(iyl)y,

gdzie K jest stala o wymiarze naprezenia.

W przypadku gdy w procesie obciazania naprezenia gtéwne pozostaja wzajemnie
proporcjonalne, réwnania (1.1) i (1.2) pokrywaja sie (por. [9]). '

Zastosowanie zwigzkdw (1.2) w teorii wiotkich powlok napotyka jednak mna znaczne
trudnofci natury matematycznej. Dlatego tez préby w tym kierunku podjgto jedynie
w nielicznych pracach. Jak dotad $ciéle rozwiazany zostal tylko prosty przypadek plas-
tycznej obrdébki rur cienkosciennych przez przeciaganie. Rozwiazanie takie dla warunku
plastycznodei Treski podaje praca [7], a dla warunku Hubera-Misesa i przy uwzgled-
nieniu tarcia [8]. W pracach [6, 13] rozpatrzono problem skoriczonych odksztatcen
plastycznych kotowej membrany poddanej rdwnomiernemu ci$nieniu. Uzyskano przybli-
zone rozwiazania przy aproksymacji ksztaltu odksztatconej membrany powierzchnia kulista.
Analogiczny problem przy zalozeniu jedynie duzych przemieszczefi omawia praca [12].

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie w oparciu o zwigzki fizyczne teorii ptynigcia
plastycznego (1.2) podstawowego ukiadu réwnan, opisujacego stan powloki w procesie
obcigzenia wywolujacego skoniczone odksztafcenia plastyczne. Przyjmuje si¢ przy tym
podobnie jak w pracy [11] osiowa symietri¢ powtoki i obciazenia, niescisliwos¢ i izotropig
materiatu [o charakterystyce (1.6) lub (1.7)]. Odksztalcenia sprezyste jako male w po-
réwnaniu z odksztalceniami plastycznymi pomijamy. Poniewaz powloka jest wiotka
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i przenosi tylko rozciaganie, to zaj$¢ moga (por. [4.11]) dwa przypadki: a) oba naprezenia
gtéwne sa dodatnie (o > 0, g, > 0), b) napreZenie pierécieniowe zeruje sig i powstaja
fatdy (o, > 0, o, = 0). Jesli przy tym zdarzy sig, ze [por. (1.4)]:

de;
(1.8) 7 < 0,

gdzie ¢ jest zmienng charakteryzujaca wzrost obcigzenia. to zachodzi proces odciaZe-
nia i powloke rozpatruje si¢ jak w pracy [10].

2. Rozwazmy przypadek, gdy dla powloki przedstawionej na rys. 1 a1 > 01 a2 > 0.
Podstawowy ukfad réwnan rézniczkowych okreslajacych stan tej powloki otrzymamy ze
zwigzkéw geometrycznych, fizycznych oraz réwnan réwnowagi.- Postuzymy sie przy tym
ustalonym ukladem wspdtrzednych X, ¥ (typu Eulera) zwiazanych z nieruchomymi punk-
tami w przestrzeni i opisujacymi forme powloki odksztalconej oraz wspéhrzednymi r, &
(typu Lagrange’a) sztywno zwiazanymi z czastkami powloki i ich polozenie w stanie
nieodksztalconym. Wprowadzamy przy tym nastepujace wielkosci bezwymiarowe (por.
rys. 1):

X ¥y . H
TR YTRY O "TEHY
I C H1 H h
é:—, N = ~y = é: = =, u:——:——,
R, 1=z /=@ i o7
Ry
(21) Qn = Qn(x7 s t) = m(]n(/\’, Ya t),

QS - QS(X’ y, t) - KH]O qS(X7 Y’ t)’

ol o

Dy -~ K’ Pzzf, PI:%>

gdzie H, i H oznaczaja odpowiednio grubo$¢ powtoki przed i po odksztalceniu, ¢,(X, Y, ?)
1 ¢,(X, Y, {) — obciaZenia przypadajace na jednostke powierzchni w kierunku normalnym
i poludnikowym, stycznym do powloki odksztalconej, R, — dowolny rozmiar charak-
teryzujacy powloke przed odksztatceniem; H;, — grubo$¢ poczatkowa powloki w pewnym
ustalonym punkeie, # — bezwymiarowa zmienna charakteryzujaca wzrost obcigzen w pro-
cesie obciazania. Ponadto, jeSli dane sa wymiary powloki w stanie nieodksztalconym, to
J(&) jest znana funkcja swego argumentu.

W powloce zakladamy plaski stan naprezenia. Jedli przez 1, 2,3 oznaczymy odpo-
wiednio kierunki gléwne — potudnikowy, réwnoleznikowy i normalny do powloki, to

(22) (73 = 0.
Wéwezas na podstawie réwnan (1.2) 1 (1.6), przyjetego warunku niedciéliwoéei i po
uwzglednieniu (2.1) otrzymujemy zwiazki fizyczne w postaci:

de,—de; P
2.3 had el BSR4 N
@3 de,—des p2’
2.4 e1+etes =0,

(.5 : pi = g(eNes,

5%
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gdzie [por. (1.3), (1.4)] obecnie

- . 7 -
= ]/P%—PIPZ‘I‘P%s g = ]—/?“]/3%-1‘8283—1- ;.

AYY

[ [Re=%0kk
axy) !
Qs (x.)

an(x»y)
Qnlxy)

Rys. 1

Tesli zamiast zaleznoSci (1.3) przyjmiemy (1.6), to zamiast réwnania (2.5) mamy

(2.6) P = (ge1—&s)) (&s—¢3), DpIZY  pi =D,
lub
(2.7 P2 = (|ge2—es) (32—§3), przy  p2 z=p,.

W konkretnych zastosowaniach zaleznosci (1.6) 1 (1.7) najczedciej aproksymujemy
za pomoca krzywych dwuparametrowych. I tak dla potggowego wzmocnienia, zakladajac
odpowiednio

2.8) o;=Ke! lub o5 = Kl|gg—eylt,

mamy stad

29) gle) = &~ lub  glg—ss) = |gy—es*,
dla liniowego za$ wzmocnienia

(2.10) o, =K(l+4e) lub o, = K[1+A4(s;—e3)]
otrzymujemy

211) gle) =¢er'+4  lub  glg—ey) = (g—e3) ' +4,

gdzie j oznacza wskaznik wiekszego z naprezen p, i p,. Model ciata idealnie plastycznego
otrzymamy przyjmujac w tych wzorach g = 0 lub 4 = 0.
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W procesie obcigzania zardwno naprezenia jak i odksztafcenia beda funkcjami nie
tylko polozenia, ale takze zmiennej ! opisujacej przebieg tego procesu w czasie. Jako
zmienne niezaleZzne przyjmiemy w przypadku wspotrzednych Lagrange’a &, ¢, w przy-
padku za§ wspéirzednych Eulera x, 1. Poniewaz x = x (&, 1), a £ jako sztywno zwiazane
z czastka nie zalezy od ¢, to przy rézniczkowaniu pomiedzy tymi zmiennymi zaclodzi re-
lacja

0 1 90
(2.12) % = Gk BE
Roéwnania geometryczne powloki uktadamy dla dowolnego ustalonego stanu obcia-
zenia (co odpowiada ustalonej wartodci ). Przy przyjeciu wspétrzednych Eulera x, ¢
maja one posta¢ analogiczna jak w pracy [11]

1 cosy x
(2.13) & = ln(m cosp ), &y == lﬂ?, &3 = Inu.
Funkcje » i ¢ oznaczaja tu (por. rys. 1) katy zawarte pomigdzy osia x a styczng do po-
wloki odpowiednio w stanie nieodksztalconym i odksztalconym. ‘

Na podstawie wzoréw (2.13) mozemy obecnie obliczyé przyrosty odksztalcen de;,
de, 1 de; wywolane przyrostem obciazent odpowiadajacym df. Nalezy tu zwrécié uwage,
ze poniewaz przy skoficzonych odksztalceniach przyrosty te (oznaczane dalej przez 6)
dotycza ustalonej czastki powloki, to najczedciej (procesy niestacjonarne) nie sa one
rézniczkami zupelnymi i traktowanie ich jako takich bytoby bledne. Wyjatek stanowi
przypadek, gdy wspdtrzegdne Eulera opisujace ksztalt powloki nie zaleza od czasu. Od-
powiada to np. niektérym stacjonarnym procesom obrobki plastycznej jak obciskanie
lub przeciaganie nieskonczenie dlugich rur cienko$ciennych, kiedy forma matrycy,
a wiec i powloki, nieu lega zmianie z czasem. Stan powloki opisuja woéwczas zwyczajne
réwnania rézniczkowe, a rozwiazanie problemu jest szczegdlnie proste (por. [7, 8)).
W ogdlnym za$§ przypadku we wspdirzednych Lagrange’a &, t mamy:
ot Js 08

( 08 _ 98
T dr, g = pr dt, Oe; T dt.

(2.14) Se, =
Wobec (2.13) otrzymujemy zatem [por. (2.12)]

1 & o 1 ox 1 du
. =|l— 1" _ = .. df.
(2.15) 8¢ (3x/8§ FIT + 5 tgqo)dt, de, P dt, Oe, T t

Fizyczne réwnanie (2.3) mozna obecnie [wykorzystujac (2.4)] zapisa¢ w postaci
ox ou
2.16) ZI(P1+P2)W+X(2P2—P1)W =0.

Réwnania réwnowagi ukladamy dla elementu powloki w stanie odksztalconym przy
-ustalonej wartoéci £. Wéwezas w ukladzie wspétrzednych (x, ) ich posta¢ (por. [4,5,7])

xQ0s

cosp’

0 0 .
(2.17) I (xhpy) = hp,+ Ec_(thlsm(p) = x(Qu+0Osteg®)
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jest analogiczna jak w pracy [11], przy czym pochodne d/dx zastapiono przez d/dx. RSwniez
w uktadzie x, ¢t zapisujemy zwiazek (por. rys. 1)
4
Roéwnania (2.4), (2.13), (2.16), (2.17) i (2.18‘) mozna sprowadzi¢ do ukladu pieciu
quasi-liniowych czgstkowych rdéwnan roézniczkowych, ktére dla zmiennych niezalez-
nych &, 1 maja postaé:

ox icosqo dy & sing

9E " ux cosy’ OF  ux cosy’
. pou £ cosqﬂ( B xQs \ _podf
_f—]_?ﬁ_uxz cosy \P2 ‘pl_]_fucosqv [ dg’
(2.19) :
dp & [0 P )
98~ pyuxcosy (fu PR
Ox Ju
u(py+p2) §+X(21)2“1)1)‘3‘t‘ = 0.

Jak mozna wykazaé (por. [1]) jest to uktad hiperboliczny, a jego charakterystykami sa
linie & = const i ¢ = const. Niewiadomymi sa tu funkcje x(&, 1), y(&, 1), (&, 1), u(&, 1),
pil&, D), pu(&, 1). Brakujace szdste réwnanie ma charakier algebraiczny [por. (2.4), (2.13)]
i zaleznie od przestanek fizycznych przyjmuje postaé (2.5), (2.6) lub (2.7).

W szczegdlnym przypadku, gdy Q, = 01 0, = Q = const, czwarte z réwnan (2.19)
daje sig¢ rozwiazaé efektywnie [por. (2.17)] i zapisaé w postaci

. xQ F
2.20 sinp = —~— 4+ ——,
(220) ¢ 2fpu + 2fp ux
PrzZy czym
P
2 =
<2 1) F n}IIOKRI

jest bezwymiarowym odpowiednikiem wypadkowej P sit zewnetrznych dziatajacych bez-
pofrednio na dno lub krawedz powtoki.

Czesto wygodniej jest, gdy jako zmienne niezalezne obierzemy (por. rys. 1) nie &, ¢,
lecz u,t (np. powloka walcowa). Wdwczas odpowiednie réwnania bgdg miaty postac
takq samg jak poprzednio, z tym Ze pochodne d/0& nalezy zastapié¢ przez 9/dr, a cosy
przez siny. Dla powloki walcowej £ = siny = 1.

2.1. W przypadku gdy ¢, > 0, 6,= 0, z uwagi na to, Zze w procesie obcigzania naprg-
Zenia gléwne pozostaja wzajemnie w stalej proporcji

03 02
2.22 Y3 _ 72
(2.22) R 0

E

uklady réwnan fizycznych (1.2) i (1.3) pokrywaja si¢ i rozwigzanie przebiega analogicznie
jak w pracy [11].
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Zastosowanie réwnan teorii plynigcia plastycznego wymaga (ze wzgleddw fizycz-
nych) istnienia niezerowego stanu wyjéciowego, w ktérym napreZenia osiagaja gra-
nice plastyczno$ci. Stan ten (oznaczony ) przy ?= 0 determinuje warunki poczat-
kowe dla ukladu (2.19):

X6 0) = x,(8), ¥EO) =1, (8,  ulE 0) = u,(9),
‘P(5> 0) = ‘P*(5)> (6, 0) = p1.(8), PZ(E, 0= Pz*(‘f)-

Najbardziej typowe przypadki warunkdéw brzegowych to (por [11D:
a) Wierzchotek kopuly

(3.2) x(0,=0, »0O0,N=0, F=0 oraz x(&1)=¢&,

3.1)

gdzie F wyraza si¢ wzorem (2.21). Z warunku réwnowagi sit dzialajacych na brzeg po-
wloki & = &, wynika, Ze ogdlnie

QH(EO’ t)x2(§0> t)+F(t)
2x (&0, DS (Eo)u (o, Dp1 (s 1)

W przypadku wierzchotka koputy obliczamy stad ¢(0, £) = 0, a nastepnie [por. (2.13)]
£,(0, £) = £,(0, t) i na tej podstawie [por (2.3)] mamy p,(0, 1) = p,(0, £).
b) Nieodksztalcalne dna ze swoboda przesuwu

(€K o x(p, )y =&, y(1)=0, F=UF, oraz x(&,1)=4§.

Z réwnania (3.4) obliczamy wowczas ¢(&, t), a nastgpnie podobnie jak poprzednio

D1(&0, 1) = 2p2(&0, D).
¢) Nieprzesuwne nieodksztatcalne dna

(3'5) x(EO’ t) = 50’ y(EO’ t) = O oraz x(Eb t) = El’ y(El’ t) = 771~

(3.3) (&, 1) = arcsin

Podobnie jak w poprzednim przypadku p,(0, 1) = 2p,(0, 1), nie znamy natomiast sity
F(¥) i co za tym idzie kata @(&,, ).

d) Dane odksztatcenie na brzegu x(&,, ) = x, = const. Pozostale warunki jak w przy-
padku b), a wiec inaczej niZ to wynika z teorii odksztatceniowej (por. [11]), gdzie p; = kpa,
przy czym dla xo # & k # 2.

¢) Odksztatcalny kontur. Warunki brzegowe dla odksztalcalnego konturu mogg by¢
réznie sformulowane zaleZnie od konkretnego problemu fizycznego, jak np. rozciagliwy
pierfciei na brzegu, odksztatcalne denko, podatne ziacze dwéch réznych powtok itp.
Wspdlna cecha tych warunkow jest réwno$é przyrostéw odksztalcen brzegowych powloki
de; i konturu de;’ oraz réwno$¢ odpowiadajacych im wypadkowych sit F’'i F” oraz
promieni x'(&, ) —x”(fo,t) Ponadto jak poprzednio zakladamy y(&, ¢) =0 oraz
x(&;, 1 =§&.

W przypadkach a, b, d, e przyjeto, ze na drugim konicu powtoki znajduje si¢ prze-
suwne nieodksztatcalne dno. Zgodno§¢ warunkéw poczatkowych (3.1) z warunkami
brzegowymi a-e w punkcie brzegowym (0, 0) jest zawsze zachowana z wyjatkiem
relacji pomigdzy naprezeniami, gdzie zgodno$é tg¢ naleZy kazdorazowo oddzielnie
wykazac.
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4. W charakterze przyktadu rozwazymy przypadek powloki walcowej o liniowo zmien-
nej grubodci écianki w stanie nicodksztalconym. Wewnatrz tej powtoki znajduje si¢ sztywny
rdzen, ktérego Srednicg stopniowo zwigkszamy powodujac w ten sposéb powstanie w niej
skoniczonych odksztalcen plastycznych. Wywolane przy tym tarcie uwzgledniamy w obli-
czeniach. Jako zmienna charakteryzujaca rozwdj odksztalcen przyjmujemy promien
powloki (x = 1), przy czym x > 1. W miare odksztalcen wolne konice powtoki przemiesz-
czaja si¢ ku jej $rodkowi, musi zatem istnie¢ jaki§ punkt nieruchomy #,. Jak sie przy
tym okazuje dla < 1, (Iczgsd) i dla g > n, (II czgs¢) przemieszczenia nastgpuja w prze-
ciwnych kierunkach, a wigc sily tarcia maja przeciwne zwroty. Prawo tarcia (wg Cou-
lomba), zmiang grubosci $cianki przed odksztalceniem i warunek plastycznoscei zaktadamy
w postaci:

(4'1) Qs:an’ f("7)= 1+°"’7s P2=17,

gdzie poszczegdlne symbole oznaczaja k # 0 — wspolezynnik tarcia, o # 0 — bezwy-
miarowa stala, p = const — granic¢ plastycznosci. Poniewaz oba konice powloki ( = 0,
7 = ;) nie sa obciazone, to précz zachowania ciaglosci na granicy stref mamy warunki
brzegowe

(42) pl(oa x) = 0; pl(nb x) = 0’ y(n*’ x) = Nk
oraz poczatkowe
(43) hO = /1(7], l) = 1+d7], y(’% 1) =1n.

Warto przy tym zauwazyé, ze zerowe warunki poczatkowe dla napreZzen (powloka
nieobcigzona) bylyby sprzeczne z przyjetym warunkiem plastycznodci (4.1).

Dla rozwaZanej powloki mamy nastgpujace zwiazki w wiclko$ciach bezwymiarowych:

rownania rownowagi

d x

CX)) E (hp) = Qs, P2= 7Qm

réwnania geometryczne

d

“4.5) & = In %, & =1Inx, & =Ilnu;

réwnania fizyczne:

dx 0
(4.6) uprtpa) 5 +x(2rp) 5= =0, erterte;=0.
Ze zwigzkéw (4.1)-(4.6) otrzymujemy uklad réwnan
0 +kp oh  h p+p dy 14an
. - h = —_——= = _— = .

(4 7) an ( .pl) xz (1+(X77), ax X ])1—25 s 577 hx

Zajmiemy si¢ naprzdéd pierwsza czescia powloki. T tak z (4.7) (znak +) przy uwzgled-
nieniu (4.2) mamy '

49 p=eb, B=int )
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Whprowadzajac nowa funkeje z = hx*z (4.7) i (4.8) dostajemy réwnanie
dz f—z
4.9 YT 3z /—5’———25 >
ktdrego rozwiazaniem przy warunku poczatkowym (4.3) jest funkcja
3

(4.10) z(z—1) = om(l—l—om)xF,
Stad otrzymujemy
S — )
(4.11) h=3§7('1+ ]/1+4an(1+an)x" ) = 2P .
1+]/1+4an(1+an)x7

Jak widaé p; monotonicznie wzrasta w sposéb nieograniczony wraz z 7. Poniewaz z uwagi
na warunek plastycznodci p, < p, to maksymalng dlugoéé % czgsci powloki opisywanej
réwnaniami (4.11) wyznaczamy z warunku p, = p, ktéry prowadzi do réwnania przes-
tepnego

3

2 o _
SR FCE, Y [P VP e

Zalozymy, Ze 7 = 1, <7 jest punktem nieruchomym i zajmiemy si¢ obecnie druga
czescia powtoki, gdzie 1 = n,.. Warunek ciaglosci dla pierwszego z réwnan (4.7) (znak —)
ma postaé

(4.13) (hp1)|,, =, = {C)Tﬂau By = k(ﬂ*‘|‘ ‘;_’72)'

Na tej podstawie po scalkowaniu dostajemy

(@14 o1 =L OB —B).

Warunek brzegowy (4.2) dla p,(n,, x) bedzie spetniony przy

1 o .

N = _Ot_(]/l—|—4oc17,l= (l—l— —2—77*) —1), czyli
~ L 1g 1420 —1) <7
Ne = " -|-0€771( "l“ 7’71) —ll=x7,

skad widaé, ze poloZenie punktu nieruchomego 7, nie zmienia si¢ w procesie deformacii.
Z drugiego z réwnan (4.7) oraz na podstawie (4.14) otrzymujemy

(4.15)

/ 8
h= % (1—|— ]/ 1-|—4oc17(1—|—oc17)x2”‘_p) ,
2pp

== 3 .
1+ ]/1+4<xn(1+om)x b

4.16)

D
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JaNnusz ORkisz

Catkujac trzecie z réwnan (4.7), przy warunku brzegowym (4.2), mamy wigc

4.

Mk

7]*——2xf L dn dla  0<n <<y,

3

14 ]/ 14+ 4o (Lo

1! -

Ny +2% J 3
o1 ]/l—l—4om(l—l—om)xm

17) y(n, x) =
1--an

dyp dla g < <.

Stad za$ mozemy obliczy¢ catkowita dhlugo$é powtoki po odksztatceniu: p(y;, x)— (0, x).

1

3.

4.

5.

12.
13.
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Peawme

IIPUMEHEHHE TEOPVH IITACTHYECKOI'O TEUEHW IJISI AHAJIMI3A KOHEUHEBIX

IOEDOPMALIAYI TUBKUX OCECUMMETPUUECKHUX OBOJIOYEK BPAIIEHIIS

B cratne npefcraBaneTca obobmenne pesyasTatoB paGornr [11] Ha cnyuail ¢HU3Hyecknx ypaBHEHMH

TEOPHUHU IDIACTHYECKOTO TEUEHNA C KOHEUHBIMY Aedopmaunsamu (mpemtoyxennbx A, HAagAW [9]). Ilpen-
MeTom paboTLI ABNAETCS BBIBOK CHCTEMLI YPABHEHUH OMMCHLIBAFOIMX COCTOSHHE ODOJIOUKK B IpoLecce
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marpyykenus. Hcemenyemas o60JIOUKA BOCHPHUHUMAET TOJBKO DACTSTUBAIONIHE HANPAKEHHSA, IOTOMY
MOIYT MMETh MECTO CICAYIOUIME ABA CHAYYas:

a) ofa rMaBHbIE HANPSHKEHHS NONOIKNTENBHLI (0, > 0, 07 > 0); nomyyaem THIEPBOINUECKYIO CHCTEMY
(2.19) naTH xBasuIHHEHHBIX NudhepeHIManbHbIX YPABHEHYH B UaCTHBIX NPOH3BOHAIX IEPBOrO TIO0-
psAKa (OGCLIH(}ICHL{ KPaeBhIE H HAYANBHBLIE YCIOBMS);

B) KONBLEBOE HaNpsDKeHHE paBHO Hymo (0) > 0, o = 0); dusuueckue ypasuennst Aedopmauon-
HOI TEOpZH U TEOPHH IUIACTMYECKOro TEYEHHSI CORMANAIOT — IIOJYUAETCSI 3a8aua yyKe PElEHHAA B pa-

gore [11].
B saKiroueHHe BLIBEJIEHHBIC YDIBHEHMA NPUMEHSIOTCS AIISI ITOJNYUEHHsT TOUHOIO PEINEHHS 3ajayil

0 LHITHHAPHUECKO 0B0I0YKE C IMHERHO HAMEHIONIEHCA TOMLKHOH B HEAS(DCPMUPOBAHIOM COCTOAMMHM.
OBoJI0uKa PICIHPACTCA USBHYTPH BTYIAKOH YBEINIHBAIOWICIOCA PARUYCA, NPAYEM YUHTHIBACTCA TPEHHE
Marepuaia.

Summary

FINITE DEFORMATIONS OF FLEXIBLE AXTALLY SYMMETRIC MEMBRANE SHELLS IN THE
LIGHT OF THE THEORY OF PLASTIC FLOW

This paper generalizes the previous results [11] to the case of the theory of plastic flow under finite
deformations. The physical relations in the form given by A. Nadai [9] are applied throughout the paper.
The main aim of the present considerations is to derive the set of equations describing the behaviour of
a shell process of loading. Since only tensile stresses are present, the two following cases are possible:

a) both the principal stresses are positive definite (o> 0, 0, > 0); them we have the set (2.19) of five
quasi-linear hyperbolic partial differential equations of the first order (boundary conditions are discussed).

b) circumferential stress is equal to zero (o, > 0, o, = 0); then the physical relations for plastic flow
are exactly the same as those for the theory of plastic deformations, and we obtain the problem already
solved in [11].

In conclusion, the solution of the case of a cylindrical shell with linearly variable thickness expanded
inside by a pin of increasing radius (friction has been taken into consideration) is discussed in more detail.

KATEDRA STATYKI BUDOWLI I WYTRZYMAEOSCI MATERIATOW
POLITECHNIKI KRAKOWSKIEY

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 lutego 1967 r.



