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1. Uwagi wstepne

W pracy niniejszej wykorzystano metodg rachunku zaburzef (metode perturbacji)
w postaci stosowanej gléwnie w zagadnieniach mechaniki kwantowej do rozwiazania
problemu statecznoéci plyty prostokatnej swobodnie podpartej o zmiennej sztywnosci,
wszechstronnie §ciskanej sitami o liniowo zmieniajacych si¢ natgzeniach, dzialajacymi
w plaszczyZnie §rodkowej plyty. Istnieje niewielka liczba rozwiazan przyblizonych, doty-
czacych stateczno$ci plyt prostokatnych o zmiennej sztywnoéei, natomiast w ogdle nie sa
znane rozwiazania calkowicie §ciste. Powodem tego jest nie tylko skomplikowana postaé
réwnania powierzchni wyboczonej plyty, ale réwniez konieczno$é rozwigzania problemu
tarczy o zmiennej grubosci i okre§lenia rozkiadu dzialajacych sit w funkeji wspdirzednych
(nawet w przypadku obciazenia brzegéw plyty statymi sitami). Wérdd prac podajacych
rozwigzania przybliZone nalezy wymieni¢ przede wszystkim: pracg W. H. WITTRICKA
i C. H. ELLENA [10], w ktérej zbadano statecznoéé plyty prostokatnej o liniowo i wyklad-
niczo zmiennej gruboéci, pracg A. Sz. Bozenowa [3], w ktérej metoda réznic skoriczonych
obliczono site krytyczna dla plyty kwadratowej o liniowo zmiennej grubosci w jednym
kierunku, §ciskanej statymi sitami N, 1 N, o réznych natgzeniach, prace M. BANAasIAkaA [1],
w ktérej podano rozwigzanie zagadnienia dla plyty prostokatnej o liniowo zmiennej
grubo$ci, obcigzonej liniowo zmieniajacymi sig sitami, wreszcie pracg [6], zawierajaca
§ciste rozwiazanie réwnania powierzchni wyboczonej plyty prostokatnej wszechstronnie
$ciskanej stalymi sitami o liniowo zmiennej sztywnosci, jednak przy zalozeniu upraszcza-
jacym, ze sily podluzne wewnatrz plyty sa rowniez stale.

We wszystkich cytowanych wyzej pracach stosuje si¢ przyblizone metody do
rozwiazywania nieécislego réwnania powierzchni wyboczonej plyty, otrzymanego
przy zalozeniu, ze rozkiad sit podtuznych i stycznych wewnatrz plyty jest taki sam jak
na brzegach. W niniejszej pracy postaramy si¢ rozwigza¢ zagadnienie z uwzglgdnieniem
problemu tarczowego. Znacznie wigcej rozwigzan $cislych i przyblizonych jest dla ptyt
kotowych; obszerny przeglad tych rozwiagzan podano w pracy [5].

Poniewaz uzyskanie rozwigzania §cislego danego problemu jest praktycznie niemozliwe,
postaramy si¢ wiec podaé przynajmniej rozwigzania wazne dla niewielkich zmian sztyw-
noéci i niewielkich zmian obcigZenia. Rozklad naprezen w plycie okreflimy rozwigzujac
odpowiednie réwnanie na funkcje naprezen dla tarczy zwykla metoda malego parametru,
a nastgpnie zastosujenty metode rachunku zaburzen do rébwnania okreslajacego powierzch-
ni¢ wyboczong plyty. Metoda ta zostanie nogélniona w stosunku do metod podanych
w podrecznikach [2, 4 i 8] oraz w pracy M. SOKROLOWSKIEGO [9].

8 Mechanika teoretyczna
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2. Sformulowanie zagadnienia

Celem niniejszej pracy jest obliczenie sily krytycznej powodujacej wyboczenie plyty
prostokatnej swobodnie podpartej na wszystkich brzegach (rys. 1). Plyta jest wszechstron-
nie $ciskana sitami przylozonymi na brzegach, o liniowo zmieniajacych si¢ natezeniach,
okres$lonymi za pomocg wzordw:

Nx=No(1—|—e772%) da x=0ix=a,

(21) Ny =No (1+6?71%) dla y =01i y = b,
Ne, =0 dla x=0,x=a,
y = 0’ y - ba

gdzie No oznacza wielko$§é sity na jednostke diugoécei dla x = 0iy = 0, & oznacza maly
parametr (¢ < 1), 711 72— pewne dowolne stale spetniajace warunek |ni| <11 |72 < 1.

Y
A (7+£/72f(_—{i No (7;5’?2)

] ]
Ny Ny

SEsRRaRARRREM
Ny No(1+€ny)

a

>}

Rys. 1

Zalozymy ponadto, ze grubo$¢ plyty nie jest stata i zmienia si¢ wedtug wzoru
x H
2.2) - hx,y) =ho [l—i—a (a1 z—i—az %)] R

gdzie /i jest to grubosc plyty w poczatku przyjetego ukiadu wspdlrzednych, a1 i a2 pewne
dowolne stale spetniajace warunek |ai|+|az| < 1, » dowolna stata.
Roéwnanie opisujace powierzchnig wyboczong plyty o zmiennej sztywnoéci [10]
D Pw D Pw D Pw 4
oxdy dxdy  ax* @y*  9y* ox*
*w )

—I—NxF—I-Ny

(2.3) VHDVEw)+(l—y) (2

2y o*w
a7 Ny T
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zawiera nieznane na razie wielkoéci sit Ny, Ny, N,, jako funkcje x i y, ktére nalezy wyzna-
czyé z réwnania na funkcje naprezefi dla tarczy o zmiennej grubosci [7]
PSS  F %S *F S aZF)

2 2 ) Ao A, A2 a2 F 32 A
(2.4) VSVR U255, vy~ ox 67 Gyt 02

W réwnaniach (2.3) i (2.4) wprowadzono oznaczenia:

ER 1
(2.5) D(x,y) = (=) S(x, y) = W
w jest ugieciem plyty, » wspéiczynnikiem Poissona oraz
PF 0*F >*F
¢9 M=% M=t No= -5

Jak wiec widaé, nalezy najpierw z réownain (2.4) oraz wzoréw (2.6) obliczy® wielkosci sit,
a wiec rozwigza¢ zagadnienie tarczowe dla danego uktadu obcigZen brzegowych (2.1).
3. Zagadnienie tarczowe

Rozwiazania réwnania (2.4) bedziemy poszukiwaé metodg malego parametru w postaci
szeregu:

3.1 Fx,y) = Z Fi(x, y)&t = Fo(x, y)+eFi(x, y)+&2Fa(x, y)+ ...
i=0
przy danej funkcji S (z réwnan (2.2) i (2.5)), ktéra po rozwinieciu przybiera postaé
1 2
(3.2) S = So [1—8% (a1 —Z——I—az%)—i—szx(%;_ ) (ou %—{—az%) + ] .

Podstawiajgc wzory (3.1) i (3.2) do réwnania (2.4) i przyréwnujac wspdlczynniki przy
wszystkich potggach & do zera otrzymamy cigg rOwnan:
(3.3) V¥V’E =0,

(3.4) VV2E, = %Vz[(al %“{"az %—) VZFO],

2
(3.5)  VVE, = xVZ[(al §+a2 %) VZFI]— % (-t 1)V2[(al %+ s %} VZFO] +

2 A2 2 2 32
—I—x(x—l—l)(l—{—v)(al 0°Fo a1ay 0*Fp as 6Fo)

@ 0y  ab E)xay_i_—b? Ox?

Podobnie ze wzoréw (2.6) dostajemy cigg warunkéw brzegowych dla  funkeji
F,(l = 0, 1, 2, ...):

02F, 2 2
L, DB N, ZB_o da x=0ix—a,
(3.6) Jy b ay?
' azFo 62F1 P 62F2 .
Ax2 ——NO, W=NO7]1Z, W=O’ dla y—O 1 y—b
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0k, o _ -
6x(')y—0 dla x=0,x=a,y=0, y=0>.

Rozwigzaniami §cistymi rownan (3.3) i (3.4) spetniajacymi warunki brzegowe (3.6) sg
funkcje:

1
3.7 Fo= o No(x*+59),

1 ) 3
(3.8) Fi= £ No (ﬂl%'f‘ﬂz%),

natomiast rozwiazanie réwnania (3.5) przyjmiemy w postaci przyblizonej:

1

(3.9 y Fo =5 ANox(x—a) y(y—b),

gdzie

(3.10) Ao pem) Ly (4B

' S 2 b? 2 ’ a ' B’
. . . *F; 0*F

Funkcja F2(x, y) spelnia réwnanie (3.5) oraz warunki brzegowe 2722 o =0, —3;2—2 yeo =0,
. x=a y=

nie spelnia natomiast lokalnie warunkéw brzegowych ——— eeo, x=a = 0, dobrana jest
9x 9y 3% 5=

jednak tak, aby byly one spelnione catkowo, tzn. aby f N,,ds = 0na kazdym brzegu tarczy.

Ostatecznie, korzystajac ze wzordw (2.6) obliczymy rozktad sit podiuznych i stycznych
na jednostke dhugo$ci w funkcji wspdlrzednych x i y z dokladnoscia do trzech wyrazéw
szeregu matego parametru:

N, = Np [1+3172%+£2Ax(x~a)—l— ],
3.11) ' Ny=No[1+sn1%+ssz(y—b)—l— ],
N,y = —sZ%ANon—a) Q2y—b)+ ...

4. Stateczno$¢ plyty

Obecnie zadaniem naszym jest przybliZone rozwiazanie réwnania (2.3), w ktérym
sity N,, N, 1 Ny, okre$lone sa wzorami (3.11) a sztywno$¢ plyty zmienia si¢ wedtug zalez-
nosci: '

3x
(41) . D(XJ’)= DOI:l—i—S (a1%+a2%)] s
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a wigc po rozwinigciu na szereg potggowy wzgledem malego parametru
3 2
42)  D(x,y) = Do[l—{-3x (m %ﬂ%) e+ z(3z—1)(a1 f—l+a2%) 2+ ]

Wstawiajac wyrazenia (3.11) i (4.2) do réwnania (2.3) otrzymujemy (ograniczajac si¢ do
wyrazéw stojacych przy potegach & nie wigkszych niz 2):

2
(4.3)  VVH4V? [3% (al +a )Vzw] e+ {V2[~%(3y——1)(a1 %) Vzw] -
s wmoz Pw o} 0w ) aj 0*w } ’ _
+(1—V) |:6A(3/V—I)WW 3A(3% ) 12 a 3 3%(3/‘5—1)32— X2 et =

2

2 x 0w
{V‘“L("zb atm s ) &t
—i—A[x(x T2 1y —b) T — @) 2y et L
=z 62 x—a)(2y axay |°F
gdzie A = —NoDy.

W dalszym ciagu przyjecie funkcji w(xy) oraz wartofci wlasnej 4 w postaci szeregu
potegowego wzgledem matego parametru prowadzi przy zastosowaniu zwyczajnej metody
matego parametru [9] (Jak w pkt. 3) do szeregu réwnan rézniczkowych czastkowych na
funkcje w; oraz wartosci whasne 4;, przy czym pierwsze z nich jest jednorodne, a wszystkie
nastepne sa réwnaniami niejednorodnymi. Trudno$é polega tutaj na rozwigzywaniu
réwnan niejednorodnych; aby tego unikngé, zastosujemy rachunek zaburzen oparty
na ujeciu uzywanym w mechanice kwantowej, lccz znacznie ogdlniejszym od podanego
w podrecznikach [2, 41 8].

Do réwnania (2.3) (lub (4.3) nalezy dolaczyé warunki brzegowe, ktére w naszym
przypadku dla ptyty swobodnie podpartej na wszystkich brzegach sg nastepujgce:

4.9 w=0 1 V=0
na wszystkich brzegach plyty

Obecnie podamy szkic wyprowadzenia podstawowych wzoréw na poprawki do warto$ci
wlasnej A w oparciu o rachunek zaburzen.

4,1. Rachunek zaburzen. Celem naszym jest rozwiazanie réwnania rézniczkowego
liniowego na funkcje i wartosci wlasne: )

4.5) Hy = XMW,

w ktérym operatory liniowe Hi M mozna zapisaé w postaci szeregu potggowego wzgledem

malego parametru:

(4.6) H=HOLHO; L o2y

@.7) M = MO+ MOet MOg2 4 .

gdzie H' oraz M' (i=0,1,2..) sa réwniez operatorami réiniczkowymi liniowymi.
Wyrazajac funkcje wlasne w,, odpowiadajace warto§ciom wiasnym 2,, réwniez przez

szeregi potegowe wzgledem malego parametru

(4.8) w, = wO L ywDepw@e2 4 |

4.9) Ay = A0 L AW AD2 1
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otrzymamy, po wstawieniu (4.8), (4.9) oraz (4.6) i (4.7) do réwnania (4.5) nastgpujacy
ciag rOwnan:

4.10) HOW® = 20 MOw®,
(4.11) HOw® — 3O @D 2D M Op® = —(HD—AO Oy
(4.12)  HOWD—20MOwd— 19 POWwD —
= — (H® — 20 M@ — (0 M) 0 — (HD— 0 MO — 10 1) (0

Zalozymy, ze znamy funkcje wlasne w(® i wartosci wlasne A{? dyskretnego widma wartoéci

wlhasnych dla niezaburzonych operatoréw HOj M (O tj. znamy $ciste rozwiazanie réwnania
(4.10). W dalszym ciagu przyjmiemy, ze zadna z wartosci wlasnych 2{? nie jest zwyrodniata
(tzn. kazdej wartoéci wlasnej odpowiada tylko jedna funkcja wlasna) oraz Ze funkcje
whasne w9 spelniaja w pewnym obszarze zwiazek

(41 3) f ‘,1),(,?)_]‘2'(0)w’(10)dx =5 5nln ,
v

a wiec sg ortogonalne w tym obszarze do funkcji MO w® (m # n) i mozna je unormowaé
w myS$l wzoru (4.13). We wzorze tym w przypadku wielowymiarowym obszar caltkowania
jest pewng objgtoscia przestrzeni wielowymiarowej, element dx oznacza element objetos-
ciowy tej przestrzeni, a symbole m i n oznaczajg cale zbiory wskaznikow, ktdérych liczba
jest na ogdl rtéwna wymiarowi przestrzeni. Wobec tego ze funkcje w(® spelniaja warunki
brzegowe (4.4), poszukiwane funkcje w$? (i=1,2,3,...) przedstawimy przez szeregi
funkcji wiasnych zerowego przyblizenia

H () 1,0 .
(414) wl(l — Z;cnnlwm > 1= 1> 2’ 3, tery
gdzie cf) sa pewnymi statymi wspélczynnikami.
Po podstawieniu szeregu (4.14) do réwnania (4.11) mnozymy je z lewej strony przez
w® i catkujemy po calym obszarze ortogonalnosci.
Korzystajac z warunku (4.13) otrzymujemy

(4.15) AP = NG,

gdzie wprowadzono oznaczenie:

(4.16) NG = [wONOw®dx, 1=1,2,3, ..
v

oraz podobnie dla H i M)
Mnozac réwnanie (4.11) przez w® i catkujac obliczamy wspétczynniki ¢l

nm

(1) . Nr(nlr?

(4' 17) Cim = "Ago)_ﬂs'?) .

Korzystajac w dalszym ciagu ze wzordw (4.14), (4.15) i (4.17) oraz réwnania (4.12) w po-
dobny sposdb obliczamy
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(4.18) A0 — (2)+ Nf,),)N,(,},Z — N N,S.‘,}M,‘,},}
. N },510)__ },,(,(I]) nn l(o) ](0) ,

me=0
gdzie operatory N’ okreélone sa wzorami:
A A A
N = H(I)_l’(IO)M(l),

(4.19) N N n A
NO = F®_ 20y 3070

Kreska przy znaku sumy oznacza, ze nalezy sumowac po warto$ciach m # n.

Ze wzoréw (4.15) i (4.18) wynika, ze jezeli znamy uklad funkcji podstawowych w(®,
to obliczenie pierwszej poprawki jest niezwykle proste i zapewne mniej pracochionne niz
w przypadku stosowania zwyczajnej metody maltego parametru; réwniez obliczenie drugiej
poprawki prowadzi do prostych przeksztalcen i pozwala unikna¢ rozwiazywania zwykle
do$é skomplikowanego réwnania rézniczkowego na funkcje w® a takze na wih.

Wykorzystamy obecnie wyprowadzone wzory (4.15) i (4.18) do rozwigzania zagadnienia
podanego w p. 2.

4.2, Obliczenie sily krytycznej. Pordwnujac wzory (4.5), (4.6) i (4.7) z rownaniem (4.3)

widzimy, ze operatory rdzniczkowe H' oraz Mw podanym problemie sg nastgpujace:

HO = v?y2,

HO — 342 [(al x +uz _y_) V2:| ,
a b

4200 (1
H® = 32(3x—1) 2 VZ[( +(12—~) Vz] +

+(‘“”)( @ Gay @ o bR

(4.21)

M® = 4 [,\(\ a)A2+y(y b)~—2——(2x~a)(2)’ b) zy]a

Rozwiazanie réwnania (4.10), odpowiadajgce problemowi wszechstronnego $ciskania
stalymi sitami plyty o stalej grubogci, a wiec réwnania

4.22) VAV = A0 vy
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jest dobrzé znane i wyraza si¢ nastepujaco:
‘vl(nol)l - C”ll‘l Sln TE S. —rﬁ)v) 3
a b
(4.23)

m?
A= —a ( +or
Funkcje wlasne w'®) spetniaja warunek ortogonalnosci (4.13)
a b

(4.24) [ [ wRMOW® dxdy = 6,00,
0 0

wowcezas, gdy poczatkowo dowolna stala C,,, réwna sig
2

|
n]/ab(—aT -+ _bT)

W dalszym ciagu wzory (4.15) i (4.18) nalezy przystosowaé do zagadnienia dwuwymia-
rowego, a wiec catki pojedyncze zastapi¢ podwéjnymi oraz sumy po jednym wskazZniku
zastapi¢ sumami po wszystkich wskaznikach numerujacych funkcje wlasne zerowego
przyblizenia. Pierwsza poprawke do wartosci whasnej (%) obliczymy bardzo prosto ze wzoru:

(4.25) Con = i=1—1.

(4.26) an = f [ W EO— 29 MOy W dxdy
[\)

ostatecznie po scalkowaniu;

4.27) M = —lf,??, [3%(cu+a2)— 4]

gdzie

m Bt nam’? g2
m2+‘32n2 4 - b

Podobnie druga poprawke do wartosci wiasnej 4% mozna obliczy¢ ze zmodyfik owanego
wzoru (4.18)

o ©
1’ () aAr(1) VNV NW )
2 2 n /w mn mn, gy
(4.28) A3 =N ..+ § 2 ':1"(0)“ iL(‘:))E,l —N® . 2 2 e

=0 1=0 =0 v=0 it

5 —

ktéry po wykorzystaniu (4.19) przybiera postaé

HD o HY
429) 28 = HE i AOMP, = DML, 0t E 2 00

mn

=)
i l
_1(0) ' Hl(llll? v M,(xlv) mn+H;Sl) mn My(n]r? ny 2 HHIV) mn ’"" v _l_
nen 1(0) 10 mn 1(0) 1(0)
=0 v=0 ny n

mn
v=0

\ —M,(nlr? va[(lL) mn
+ AL (A4 A0 E, 2, 28— 1(0)

p= v=0
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Ostatecznie po wykonaniu zmudnych lecz prostych obliczen, w ktérych podwdjne sumy
ze wzoru (4.29) przechodza w pojedyncze, z uwagi na warunek ortogonalnosci (4.13)

otrzymujemy:
2y 0) . 1 2 2 1 a} a3 1
(4-30) e = Zmn 37‘(3/4‘ 1) g (al—l—az)“ Az ;5 -+ _nz + Z araz-+

mn

B (an*+ uim?) aA(m*+n)d 1
+(1—») iy ] 6(m? 1 o) — - 0[3x(a1+a2)— 0] —

48
28 anSirainp- 25)-—ﬂ7—2—a177,ﬂ2S3—|—a2772ﬂ 26, )[4+ 3201+ ) — 6] —

32m n? (Min*BASst+nim*B~2Ss) [1—|— —;— (a4 a2) — % 6]} s

gdzie
- o o 2,2 +ﬂ2’1z) B %, res 112(mz_i_‘Bzv2)
Sl—; = (=D, Sz—% [ (=1 i,
_ Oﬁv m-p l'l'z nEy
(4.31) S3 = % [1—{(—1m™ ]__——(uz—mz)s s Sy = ‘;; [I—(—D""] = T 712)5 R

2

?O_Y m4- IJ'Z . ’ {1\
SSZ% = ](uz—ﬁznz)(uz—mz)“sﬁ_g =0 sy

1 1
a=— [%(am1+amzﬂ2)—5 (1= #e+ 1)(a%+a%52>].
Szeregi Si, ..., Se sa tak szybko zbieine, ze do ich obliczenia wystarczy dla dowolnych

niezbyt duzych m in przyja¢ 3 lub 4 wyrazy.
Site krytyczng dla dowolnych m i n wyrazimy w koncu przez szereg potegowy wzgledem

malego parametru:

D A0 A2
(4.32) No,m,.=72°vz2(m2+ﬂ2n2)(1+ FIORRE T R )

5. Przykiady liczbowe

W przypadkach szczegSlnych wzory (4.27) i (4.30) ulegajg znacznemu uproszczeniu;
jako pierwszy przyklad podamy sile krytyczna dla piyty wszechstronnie réwnomiernie
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§ciskanej stala sita No na jednostke dtugosci brzegu, o zmiennej gruboéci tylko w kierunku
osi x wedlug wzoru

(5.1) lzzho(l—i—s%) .

Wobec tego po przyjeciu 71 = 12 = 0, a1 = 1, a» = 0 otrzymamy

| (1—») pn? )_

D 3 1
(52) NU,mn = 720_ nz(mz"i_ﬂznz){l"l— '2_ x&—i— [3%(37‘—1) (E - 477:2m2 + (m2+/32n2)2

1 nt+n? 288 , , , l
—'E(I—V)d(%—i—l)m ?Aln SJ B—i—J
Przechodzac do przykiadu liczbowego przyjmiemy ponadto plyte kwadratowa o boku
a (f = 1) iliniowo zmiennej sztywnosci (» = 1/3), oraz sposéb wyboczenia odpowiadajacy
ugieciu plyty w jedna poéifale w kierunku osi x iy (m = 1, n = 1). Wspdlczynnik Poissona
vy =0,3

(5.3) Non = 2%2% (140,500 —0,080 >+ ...).

W drugim przykladzie przyjmiemy ptyte prostokatng o stalej grubosei (x =0, ay =0,
az = 0) Sciskana wszechstronnie sitami o liniowo zmieniajacych si¢ natgzeniach. Wzdr
(4.32) ulega tutaj znacznemu uproszczeniu

1 mprritnem? ,
2 m4pat
2.2
4 [L s 22mn (1~ la) (n§n2ﬂ4ss+ngm25—256)] 2t }
4 T 2

W przyktadzie liczbowym przyjmiemy plyte kwadratowa o boku @ (8 = 1) §ciskana w kie-
runku osi x sita o statym natezeniu Ny (92 = 0) oraz w kierunku osi y o natg¢zeniu liniowo
zmiennym (71 = 1). Sposob wyboczenia zatozymy w postaci ugigcia w jedna péifalg w obu
kierunkach (uzasadnione dla plyty kwadratowej) tzn. m = 1, n = 1. Minimalna sila
krytyczna okreélona jest tu wzorem

(54)  Noww= " nz(m2+/32n2){1 +

(5.5) Nojy = 27'52% (1—0,250e+0,061 &2+ ...).

W konicu postaramy si¢ okreslié wptyw Scistego rozkladu naprezei na site krytyczna
powodujaca wyboczenie plyty. Nalezy w tym celu zauwazyé, ze jedynie drugi skladnik
wzoru (4.30) otrzymano wykorzystujac wspoiczynniki przy &2 we wzorach (3.11). Ponie-
waz wspoéltczynniki te obliczone sa w punkcie 3 w sposo6b niescisty, wiec nasza ocena wplywu
rozwiagzania zagadnienia tarczowego bedzie réwniez przyblizona, niemniej pozwoli na
wyciagnigcie pewnych wnioskéw. Do dalszych rozwazan przyjmiemy wzoér (5.2) uwzgled-
niajgcy tylko zmiang sztywnosci plyty w jednym kierunku. Blad procentowy popelniony
bez uwzglednienia rozwigzania zagadnienia tarczowego mozemy wyrazi¢ wzorem

Wi
5.6 B =—.1009
(5.6) 7 100%,
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gdzie:
(A=) rGeF ) ()
(5'7) Wy = 12(m2—|~ﬁ2n2) £,
3 1 1 (1—»)f?n? 288
(5.8) Wa= 1—{—7 ne- [3x (Bx—1) (F — 4n2m2+ TR T 2m2 S — W, | 2.

Nalezy tutaj wobec stosowania metody malego parametru natozyé ograniczenie na iloczyn
xe, ktéry powinien zapewniaé dobra zbieznosé¢ szeregu (5.2). Orientacyjnie zatozymy,
ze |xe| < 0,2. Przykladowo ocenimy wielko$¢ bledu (5.6) dla nastgpujacych parametrow:
m=1n=1v=03:

. 5,835 (x4 1) o

141,500 26+(2,3052%— 1,009 ) %
Dlag=—05ix=04 B=1,04%;dlac=0,5ix=0,4 B=0,63%, dlas=—0,2
ix=10 B=0,02%.

Wyniki powyZsze pozwalaja wnioskowaé, ze w problemach statecznosci plyt o zmiennej
sztywnoscl, rozwigzywanych metodami przyblizonymi, nie ma potrzeby okreslaé rozkladu
sit podluznych i stycznych w plycie rozwiazujac réwnanie (2.4). Wystarczy przyja¢ rozkiad
tych sit wynikajacy z rozwigzania zagadnienia tarczowego dla plyty o stalej grubosci.
W przypadkach szczegélnych, gdy obciazenie na brzegach przeciwleglych plyty jest taka
sama funkcja stalag lub liniowa, a obciazenie styczne jest stale, mozna przyjaé rozklad
sit podtuznych i stycznych w plycie takisam jak na brzegach. Biad wynikajacy ze stosowania
metod przyblizonych bedzie zapewne wigkszy niz wynikajacy z uproszczenia zagadnienia
tarczowego lub pominigcia go.

(5.9) B

6. Uwagi koncowe

W pracach cytowanych we wstgpie pomijano zmienny rozklad sit wewnatrz plyty
o zmiennej sztywnosci, istniejacy nawet w przypadkach, gdy obciazenie na brzegach jest
state. W niniejszej pracy podjeto probe okreslenia wpltywu rozwiazania zagadnienia tar-
czowego nha problem statecznoéci plyty prostokatnej wszechstronnie $ciskanej liniowo
zmiennymi sitami. Z uwagi na ztozono$¢ problemu zastosowano w zagadnieniu tarczowym
metode malego parametru oraz w zagadnieniu statecznos$ci metode rachunku zaburzen
(specjalna posta¢ metody malego parametru) uzyskujac rozwiazania nadajace si¢ do bez-
poéredniego stosowania praktycznego w przypadkach niewielkich zmian grubosci plyty lub
niewielkich zmian modutu Younga.

Na zakoficzenie pragne wyrazié wdzigcznoéé prof. dr Michalowi ZyCzZKOWSKIEMU
za pomoc w wykonaniu tej pracy.
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Peswone

MPUMEHEHNUE METOIA BO3MYIUEHMI B 3ATAUAX YCTOMUWBOCTU
TIPSIMOYTOJILHEIX [TJIACTHMHOK INEPEMEHHO¥ TOJIIMHEL

Ilupoxo mpumeHsieMblii B KBAHTOBOH MEXaHHKE METOH BO3MYILEHHI, HCNONL3YETCS B HACTOSILLIEH
paboTe JUIS PCUIEHMsT YCTOMUHMBOCTH IUJIACTHHOK IEPEMEHHOH JKECTKOCTH.

Tlocne ofuieil 1TOCTaHOBKH BOMPOCA, B TPETHEH YacTH paboThbl NPENCTABJIEHO DELLEHHUE, IO METOAY
MAJIoro I2apaMeTpa, 3afauH O IUIOCKOM HANPMKCHHOM COCTOSHMM CBOBOJHO OmMepToi, MPAMOYTOILHON
[UIACTHHKH TIEPEMEHHO TOMMHBL TI0 (opmyne (2.2), Moj AeiCTBIeM HATPY3KH, ONPEXETEHHON BhOphy-
ot (2.1).

B ueTBEpPTON yacTH, AAIOTCA OOLME (HOPMYJILI VIS [IEPBOIf M BTOPOH IONPaBOK COGCTBEHHOTO 3HA-
sgauennsi A ypasHenua (4.5), NOJYUEHHLIE IPH HCMOJL30BAMMU METOAA BO3MYIUEHHHA. OTH (HOopMYIILI
OPHMEHSIOTCSE IUIST ONpEeNEeSIEHHsT KPHTHUYECKON CHubI B paccMaTpUBAaeMON 3ajaue 00 yCTOMUMBOCTH
NIACTHHKH. PesynbTaThl HMIIIOCTPHPYIOTCS UMCIIOBBIMH NpHMeEpamMHu. B 3aKiroyeHre, Ha YacTHBIX NPH-
Mepax, OMNpPEeNeNAeTCst OTHOCHTESIBHAS IOTPEINHOCTH DPelreHnit BOmpoca 00 YCTORUMBOCTH ITIACTHHOK
C NepeMEHHOIN ¥KEeCTKOCTHI0, OCHOBAHHEIX HA NpeHebpe:KeHny G6e3MOMEHTHBIM HATIP SHKEHHBIM COCTOSTHMEM

Summary

THE APPLICATION OF THE PERTURBATION METHOD IN STABILITY PROBLEMS OF
RECTANGULAR PLATES WITH VARIABLE THICKNESS

The perturbation method widely applied in quantum mechanics is used to solve stability problems
of some rectangular plates with variable rigidity.

After the general formulation of the problem, in the third part of the study the case of plane elastostatic
problem of a simply supported rectangular plate with variable thickness has been solved by the method of
small parameter, according to the formula (2.2.) with loading (2.1).

In the fourth part the general formulas for the first and second correction of eigenvalue A (critical
load) of equation (4.5) obtained by means of perturbation methods are given. They are also used for
calculation of critical Joad of the investigated problem of plate stability. The results are illustrated by the
numerical examples. At the end a percentage error which appears in solutions of stability problems of
plates with variable rigidity without taking into account the effect of plane elastic problem is described.
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