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1. Statystyczne okre§lenie wyteZenia

Rozpatrujemy material, ktéry pod dziataniem naprezenia moze ulec zniszczeniu
badz to w formie uplastycznienia, badZ to pgknigcia. Material pozostaje niezniszczony,
jesli jednocze$nie zachodza nastg¢pujace nieréwnoéei:

(1.1) oy < Q, o0 <R,

gdzie oy jest to naprezenie zastepcze ze wzgledu na uplastycznienie, a o naprezenie za-
stepcze ze wzgledu na peknigcie. Naprezenie zastgpcze rozumie sig tak, jak w klasycznej
teorii wytezenia; Q jest granica plastyczno$ci, a R granica wytrzymalosci rozdzielczej.
Granice te sa skorelowanymi zmiennymi losowymi.

Prawdopodobienstwo, Ze material pozostaje niezniszczony przy ustalonym stanie
napreZenia, réwna si¢ prawdopodobienstwu spelnienia uktadu nieréwnosei (1.1):

(12) W = P(O’H < Q, O¢ < R),
a prawdopodobienstwo zniszczenia:
(1.3) w=1—W=F(Q* R*) dla Q*= oy, R* =0;.

PrawdopodobiefAstwo w nazywamy wytezeniem materiatu, a F(Q, R) jest dystrybuanta
dwuwymiarowego rozkladu zmiennych losowych Q i R.

Probabilistyczna definicje wytezenia wprowadzit pierwszy z autoréw dla ofrodkéw
mikro-niejednorodnych [7]. Oznaczajac prawdopodobiefistwo mikro-uplastycznienia sym-
bolem %, a prawdopodobieistwo mikro-spekania symbolem A izakladajac stochastyczng
niezalezno$¢ granic mikro-plastycznosci i mikro-wytrzymalosci, podal on wz6r:

(1.4). p=1—1—n)(1—2) = x—xA+2A,

gdzie p jest wyteZeniem w sensie mikroskopowym, czyli miara koncentracji mikro-ele-
mentéw uszkodzonych w jednostce objetosci. -

Tenze autor w rozdziale zamieszczonym w monografii o konstrukcjach aluminiowych
[4] interpretuje wzor (1.4) w sensie makroskopowym w zastosowaniu do ztomu kruchego
lub poslizgowego.

W obecnej pracy autorzy rozumieja wytezenie (1.3) rowniez w sensie makroskopowym
i jako przykladowa baz¢ empiryczna przyjmuja zbidr doswiadczed wykonanych na prob-
kach makroskopowych przez drugiego z autoréw [2]. A wiec wytezenie w dla ustalonego
naprezenia i materiatu réowna si¢ granicy, do ktérej dazy czesto$¢ zniszczenia w normal-

3*



36 J. MuURZEWSKI, Z. MENDERA

nych prébach wytrzymaloéciowych. Réznica merytoryczna migdzy wzorem (1.3) i (1.4)
polega na tym, ze dystrybuanta F(Q, R) dla skorelowanych Q i R nie da si¢ napisac za
pomocg prawdopodobienstw brzegowych # i 2, tak jak to ma miejsce we wzorze (1.4).
Ponadto w pracy niniejszej zwrdcona jest uwaga na rozbiezno$¢ pojeé wytezenia i wadli-
wosci. Wprawdzie wadliwo$é partii materialu mozna okreslic tym samym wzorem (1.3)
co wytezenie, ale wtedy przez Q*, R* nalezy rozumie¢ nie naprezenie zastgpeze, a minimalne
gwarantowane wartos$ci granicy plastycznosei i wytrzymatosei:

(15) Q* = len’ -R* = Rmin'

Jesli brakiem nazwiemy material o cechach nie spelniajacych uktadu nieréwnosci,
analogicznych do (1.1),

(16) Q > len) —R > lena

to wadliwosé w, okre$lona wzorami (1.3) i (1.5), jest prawdopodobienstwem wypuszczenia
braku pod warunkiem, Ze nie ma kontroli jakosci.

W dalszym ciggu pracy przedstawione beda konsekwencje wynikajace z rdznego
interpretowania wartosci granicznych Q* i R* w przypadku wytezenia i wadliwosci.

2. Rozklad losowych cech wytrzymalosciowych

Funkcje rozkladu cech wytrzymatosciowych sa przedmiotem wielu prac teoretycznych
i doswiadczalnych [I, 9 i 11]. Najczesciej jednak rozklady tych cech analizuje si¢ z osobna
nie przypuszczajac istnienia stochastycznej zaleznosci.

Majac przede wszystkim na uwadze stal konstrukcyjng przyjmujemy normalny aczny
rozklad prawdopodobiefstw granicy plastycznodci Q i wytrzymalosci R o gestosci prawdo-
podobienstw jak nastepuje:

@1 S R)=
_ 1 _ 1 Je-0? , Q-QR-R (R-—E)z]}
2mpg yR]/I:7%;- exp{ 2(1—rpr) [ Ho 2rox Ho  Hr + I3 ’

gdzie Q—, R oznaczaja wartosci $rednie, pp, pr odchylenia standardowe, rgr =
= cov(Q, R)/ug pgr wspoiczynnik korelacji.

Odpowiednie rozklady brzegowe przedstawia rys. 1.

Przy takich zalozeniach abstrahujemy od tego, Ze cechy wytrzymalo$ciowe sg funkcja
stochastyczna punktu ofrodka. Ogranicza to nasze rozwazania do elementdéw konstruk-
cyjnych o wymiarach mniej wiecej tego rzedu, co badane do§wiadczalnie probki, i naprezo-
nych réwnomiernie, choé niekoniecznie jednoosiowo. W ten sposob eliminujemy tzw. efekty
skali.

W celu jasniejszego przedstawienia sprawy i mozliwoéci zilustrowania wywodow re-
alnymi wykresami wyspecyfikowano przyktadowe parametry rozkladu prawdopodobiefstw.

Analize statystyczna przeprowadzono na podstawie dos$wiadezen rozciggania 874
prébek losowo wycigtych z arkuszy blach o grubosci 6 mm stali niskostopowej, manga-
nowo-krzemowej 18G2A [2].

Stal ta zyskuje coraz wieksze znaczenie w zastosowaniach do niektérych rodzajow
konstrukcji stalowych, mianowicie tam, gdzie moze byé wykorzystana jej podwyzszona
wytrzymalosé,
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Préby rozciggania przeprowadzono przy kontrolowanych naprezeniach. Wyniki do-
$wiadczen zestawiono w tablicy 1 podajac jednoczesnie zalezno$¢ stochastyczna miedzy
granica plastycznoéci Q i granica wytrzymatosci R.
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Tablica 1. Rozklad empiryczny wartoSci O i R stali: 18G2A n;;
48-50| 50-52| 52-34| 54-56| 56-58| 58-60; 60-62| 62-64| 64-66| 66-68| n;
2 2
2 2 4
2 12 4 1 19
30 51 17 1 100
10 74 57 14 1 1 157
1 16 920 81 26 10 224
3 23 62 70 20 2 180
5 15 20 56 13 1 110
5 8 9 29 4 1 56
1 9 11 21
1 1
nj 6 55 148 193 178 126 96 45 14 13 874

Parametry rozkiadu prawdopodobiefistw oszacowano na podstawie rozkladu empi-

rycznego jak nastepuje:
warto$ci $rednie

(2.2)
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n;Q; = 41,50 kG/mmz2,

n;R; = 56,77 kG/mm?;
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odchylenia $rednie

13
% Dm0z = 3,226 kG/mm,
I=1

1
1 _
]/; D nRi—R = 3,584 kG/mm,

iz

Q

Ho
(2.3)

Q

Hr

wspolezynnik korelacji

154 _
COV(Q: R) ~ 7 ’_le n'JQUR,_, Q

2.4 For = = = 0,809.
@4) T nopr Holr
Dystrybuanta rozkladu normalnego wyraza si¢ wzorem symbolicznym
Q‘ 'R‘
2.5) FE* R = [ [ fie,RdQdr,
—00 —0o0

i jej warto$ci oblicza si¢ dla ustalonych Q*, R* za pomocg tablic dwuwymiarowego
rozkiadu normalnego [10].

3. Warunki plastycznosci i wytrzymalosci

Zagadnienie najtrafniejszego wyboru hipotezy wytezeniowej, a wigc warunku plas-
tyczno$ci 1 warunku wytrzymatosci, jest w zasadzie zagadnieniem odregbnym [51 6].

Dla prostoty przyjmiemy klasyczne hipotezy. Jako pierwsza, najlepsza naszym zdaniem
kombinacjg, przyjmiemy warunek plastycznoéci Hubera-Misesa-Hencky’ego (oy) 1 warunek
wytrzymatosci Galileusza (og). Naprezenia zastgpcze wyrazaja sig nastgpujacymi wzorami:

Oy = ]/% ]/(01~02)2+(02*0‘3)2+(UJ_Gl)zr

3.1
G- 06 = 01, 012022 03.
Réwnanie
(32) W(GH, O'G) = F(O'", 0'0) = const

okredla powierzchnig rownych wytezen, ktéra pokrywa si¢ z powierzchnig graniczng
naprezen dla poziomu wytezenia w wedlug definicji probabilistycznej [7].
Powierzchnie graniczna naprezen wyrazimy analitycznie przy uzyciu ukladu walco-
wych niezmiennikéw napr¢Zenia o4, op, ®,.
Walcowym ukladem niezmiennikéw wzglednie wspotrzgdnych w przestrzeni naprezen
nazywa si¢ nastgpujaca transformacje naprezen giéwnych:

1
04 = ]/? (01+0,+03),

(3.3) op :-l/%— ]/(01—62)2+(62—03)2+ (03—01)2,

. 02—03 02— 03
Wy = Arcsin ——— = arctg ——=

V20p V30—o,
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Zapis analityczny warunku plastycznosci i warunku wytrzymalosei we wspélrzednych
walcowych jest nastgpujacy:

3 1 2
€X)) o = ]/7 Op, Og= ]/? o4t ]/? GpCoS Wy, ,

a interpretacje geometryczna podaje rys. 2.
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Slady przecigcia powierzchni granicznej z pekiem plaszczyzn przechodzacych przez

of 0,4 dla réznych katow w, daja proste oy dla warunku plastycznoscei i proste o dla wa-
runku wytrzymatosci.

Wprowadzamy parametr #:

dp
(3.5 == 7.
i przyporzadkowujemy kazdej prostej drodze obcigzenia wychodzacej z punktu poczgtko-
wego o4 = 0, op = 0 okres§long warto§é tego parametru. A zatem przy ustalonym kacie w,
mamy réwniez linig prosta na plaszczyZnie naprezen zastepczych oy, og. Jej réwnanie
uzyskujemy ze wzoru (3.4):

2 2
(3.6) O¢ = (lé—t—l—?couu,) og,

co obrazuje rys. 3.
Analogicznie, przy zatozeniu innych warunkéw wytrzymato$ciowych mozna zbudowaé

inne warianty powierzchni graniczaych w przestrzeni naprezen giéwnych i peku prostych
na plaszczyinie naprezed zastepczych.
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Na przyktad dla kombinacji warunku plastyczno$ci Treski-Guesta i warunku wytrzy-
matoséci St Venanta:

3.7 or = 61—03, Oy = 01—v(02403)
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otrzymuje si¢ proste proporcjonalnego obcigzenia na plaszczyznie naprezen zastepczych
Wg WZOTu:

(3.8) oy = [% —i—(l—i—v)coswa] ""‘1/3_ .
5 Coswq+ Tsm Wy
Warunek analogiczny do (3.2):
(3.9) w(or, oy) = const

okresla odpowiednia powierzchnig¢ graniczng w przestrzeni naprgzen, co obrazuje rys. 4.

4. Ustalenie poziomu wyteZenia

Wykresy w = const na rys. 2, 3, 4 wykonane 53 dla ustalonego konkretnego poziomu
wytezenia w = 2,22 9% (tabl. 2).

Roéznice krzywoliniowych wykreséw granicznych w stosunku do linii famanych wyni-
kajacych z deterministycznych «zjednoczonych» hipotez bylyby inne dla nizszych lub
wyzszych pozioméw wytezenia.

Warto$¢ 2,22 %, obliczono przyjmujac, ze dla jednoosiowego stanu napre¢zenia argu-
ment dystrybuanty wynosi 35 kG/mm?, a zatem:

(4.1) w=P(Q < k% R<k)=1— [ [ f(Q, RdQdR = 0,0222
K* Kk
dla k* = 35 kG/mm2 i f(Q, R) wg wzoréw (2.1), (2.2), (2.3), 2.4).

Przyjeta warto$¢ k* jest nieco mniejsza niz normatywna minimalna granica plastycznosci
Omin = 36 kG/mm2 dla stali 18G2A i grubosci 4-16 mm, ale wigksza niz tzw. ndpreZenie
graniczne K = 30 kG/mm? (dla metody obliczen uwzgledniajacej wspdiczynniki prze-
ciazenia) 1 wigksza niz naprezenie dopuszczalne k = 25 kG/mm? (okreslone z zastosowa-
niem pelnego wspodlczynnika bezpieczenstwa). Warto§¢ k* ma znaczenie przykiadowe.
Racjonalne, obiektywne jej wyznaczenie wymagaloby sprecyzowania przeznaczenia kon-
strukcji 1 kosztu awarii oraz zastosowania metod optymalizacyjnych teorii bezpieczen-
stwa [8].

Istotna i wazng rzecza, ktéra szczegdlnie chcemy podkresiié, jest, ze wytezenie w =
2,22 9 zostato obliczone wg (4.1) po podstawieniu we wzorze (1.3) rownych wartofci:

4.2) oy = 65 = k*,

co odpowiada punktowi polozonemu na prostej nachylonej pod katem 45° wzglgdem osi
ukladu naprezen zastepczych (rys. 3). Réwno$¢ naprezen zastgpczych (4.2) jest tu koniecz-
na, bo przy jednoosiowym stanie naprezenia wynika ona z definicji naprezenia zastgpczego.

Natomiast je§liby§my okre$lali wadliwo$é, to mozemy wustali€ dowolne proporcje
Omin 1 Ry 1 na ogdt ustala sie:

(43) Qmm 7& len’
bowiem racjonalne podejicie do sprawy ustalenia nominalnych wartodci Qunin i Rpun
w Swietle pracy [3] polega raczej na tym, by zréwnaé czgsto§¢ wystepowania brakow



Tablica 2. Numeryczne wyliczenie granicznych tensorow naprezenia dla w(oy, og) = const
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o zanizonym Q lub R, a uzyskuje si¢ to wtedy, gdy QOnin 1 Ry, S8 kwantylami tego samego
rzedu rozkladéw brzegowych, czyli

(4.4) Onin = Q—A,UQ’ Ruyin = R—Apg,
gdzie A = const jest standaryzowanym odchyleniem granicznym, bedacym funkcja wad-
liwosci parametrycznej.

Na zakoficzenie poruszymy jeszcze kwestic zwiazku wyteZenia z bezpieczenstwem.
Otéz uwazamy, ze nawet w najprostszym jednorodnym’ polu naprezen, dzialajacym w ele-
mencie konstrukcyjnym, nie sa to pojecia Scisle z siebie wynikajace. Bowiem ten sam ele-
ment projektowany dla wielu powtarzalnych budowli, majacych pracowaé w tych samych
warunkach, narazony bywa w rzeczywisto§ci na niekoniecznie takie same obciazZenia.
Trzeba wigc zrezygnowaé z postulatu stalo§ci naprezenia i analizowaé bezpieczenstwo
traktujac takze obciazenia jako zmienng Josowa.
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KOPPENALIMA NPOYHOCTHEIX CBOVICTB M HANIPSDKEHHOCTL MATEPUATIA

Jnst KOHCTPYKUMOHHON CTANH NPEAIONAraeIcs NBYMEpHOE, HOPMaJbHOE paclpefesieHne TIpeaena
Tekywectn Q u mpepena npoudocTs R, f(Q, R) M ONpeessnoTca BCE IIsiTh NAPAMETPOB 3TOrO pachpe-
IENEHMA, 3 MMEHHO: CPENHUE 3HAUECHMA E U R, CpeHEe OTKJIOHEHHE g M Jip, a Taroxe Kosdhunuent
KOPPEJNALIMH rQR — C MCIHOJIb30BAHHEM CTATHCTAYECCKOTO aAHANM3A.
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CTaTHCTHUECKHIT aHaNN3 MTPOBOAIUICS HAa OCHOBE pe3yJIbTaTOR HCHbITaHHi Ha pacTshierne 874 obpas-
UOB, CNy4YalHO BbIPE3AHIILEIX W3 JIICTOB HU3KOJETHPOBAHHOH, MapralllCBO-KPEMHHEBOH CTami TOJI-
LWHHOH 6 MM.

TTonyuenxrpie pesynbTaThl JAI0T BO3MOYCHOCTH ONPENENNTh IIPEJeN DPA3PYIUEHHSA TPH OMHOOCHOM
HANPKEHHOM COCTOSIHMH, NMOHHMMAeMblil KaK oObejuHeHHe (B CMbICHE TEOPHM BEPOSITHOCTH) MpEeesna
MIACTHYHOCTH @ M npefieNia NpOYHOCTH R IUIS1 3a[JaHHOrO YPAaBHSI HATYLH.

Hatyra noHdmaercs KaK BEPOATHOCTH H MOKET ObITh BLIPaX<ENa MPH IIOMOUIH JBYMEPHBIX (DyHILHI
PacpefesieHHs pejena TeKYyUeCTd U Npefena MpOUHOCTH, Ha OcHOBE (opmynsl (4.1).

HousiTue rnipefiena paspynucHdsi 0G06LIAETCST HA CHOy4ail CIOM(HOTO HANPSDIKEHHOrO COCTOSTHHA.
DTO TNPHBOAMT K TIPAHMUHBLIM [OBCPXIOCTSAN, MOCTPOCHHBLIM IUISI 3afAHHOrO ypoBHs HaTyri 2,229,
MU A KOMOHHAUHH VCAOBHE NAACTHUHOCTH M npouHocTi I'yOepa-Museca-I'enkn u Iamunest, a 3arem
Tpecka u Cex-BenaHa.

Hanece, yTOUHAETCA B3AMMOCBASL MOUSATHS HATYTH B BEPOATHOCTHOM CMBICIIE H NOHITHS IIPOUHOCTH
YIOTPEGIAEMOro NPH CTATHCTHUECKOM KOHTPOJIE KauecTsa.

Summary

THE CORRELATION OF STRENGTH PROPERTIES AND MATERIAL UNSERVICEABILITY

Two dimensional normal distribution of yield limit Q, and cleavage limit R, f(C, R), has been
assumed for structural steel, A set of five parameters of the distribution has been found by means of
statistical analysis, namely:

mean values Q and R, mean deflection sig and pg as well as the correlation coefficient rQR-

The statistical analysis was carried out on the basis of 874 test specimens cut out from low alloy
manganese silicon steel sheet 6 mm thick.

The results allow to define a failure limit in uniaxial stress meant as an alternative of yield limit Q
and cleavage limit R (in probabilistic meaning) for given unserviceability level.

The unserviceability is considered as probability and may be expressed with the help of the cumu-
lative function of the two-dimensional yield limit and cleavage distribution by the formula (4.1). The
definition of the failure [imit is generalized for three-axial stress states and limit surfaces are derived for
the given unserviceability level 2.22%{ and for the combination of either Huber-Mises-Hencky and
Galileo or Tresca and St. Venant yield and fracture conditions.

Further a relation between unserviceability in probabilistic meaning and defectiveness as applied in
statistical control of quality has been defined.



