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1. Wprowadzenie

Staly wzrost wymagan odno$nie jakosci projektowanych urzadzen i konstrukcji otwiera
coraz szersze perspektywy dla zastosowan metod i koncepcji matematycznej teorii opty-
malizacji. Jedna z waznych dziedzin, w ktérych metody te moga znalezé szerokie zasto-
sowanie, jest ksztaltowanie dynamicznych wlasnoéci elementow konstrukcji. Ksztatto-
wanie takie jednak, w $cistym tego stowa znaczeniu, praktycznie jeszcze dzisiaj nie istnieje.
Obliczenia dynamiczne wykonywane w stadium projektowania sa zazwyczaj tylko obli-
czeniami sprawdzajacymi, czy zaprojektowana konstrukcja speinia ograniczenia i warunki
wymagane przez obowiazujace normy i przepisy, a dotyczace wartosci amplitud drgan,
naprezen itd. W wyniku takiego sposobu projektowania uzyskuje si¢ jedno z wielu mo-
zliwych rozwigzan dopuszczalnych pod wzgledem dynamicznym. Nie wiadomo nawet
w jakim stopniu rozwiazanie to jest zblizone do pewnego optimum, ktére pozostaje
nadal nieznane. Nie chodzi nawet o to, aby kazda konstrukcje projektowaé jako dy-
namicznie optymalna, choé to bytoby na pewno najlepsze. Znajomo$é¢ rozwigzania opty-
malnego poza swym znaczeniem teoretycznym ma jednak réwniez istotne znaczenie
praktyczne, gdyz umozliwia $wiadome ksztattowanie dynamicznych wlasnosci konstrukcji
tak, aby byla ona mozliwie zblizona do optymalne;j. '

Praca ma na celu omdwienie jednej z mozliwoéci optymalnego ksztaltowania ukladu
0 dwdch stopniach swobody przedstawionego na rys. 1. W rozwazanym przypadku ksztai-
towanie polega na odpowiednim doborze wartosci obu mas skupionych m, i m, ukiadu,
Przy ustalonej sztywnosci preta ¢ i zalozeniu, ze dziala nan przylozone do gérnej masy
poprzeczne wymuszenie harmoniczne o ustalonej czestosci kotowej @. Optymalizacja zo-
stala przeprowadzona czterokrotnie przy zastosowaniu czterech réznych kryteriéw jakosci
charakteryzujacych pod wzgledem iloSciowym odpowiedz badanego ukladu na dane
wymuszenie. Poniewaz struktura ukladu jest ustalona przez zalozenie konkretnego sche-
matu (rys. 1), mamy tu do czynienia z typowym przypadkiem optymalizacji parametrycz-
nej [1]. Jako parametry wprowadzono dwie niezalezne wielkosci bezwymiarowe o i 4,
PIZy ¢zym parametr o okredla stosunek masy m; do sumy m obu mas ukfadu, za$ parametr
A — bezwymiarowa warto$¢ tej sumy wyrazona przez wielkodci stale ¢ i 6. Parametrom
tym nalezy nada¢ takie wartoéci ze zbioru wartosci dopuszczalnych, aby minimalizowaty
one odpowiedni wskaznik jakosci.
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Jako$¢ ukladu rzeczywistego oceniaé mozZna przez poréwnywanie go z ukladem ideal-
nym, jakim jest uklad pozostajacy w spoczynku mimo dzialajacego nan obcigZzenia zmien-
nego w czasie. Podejécie takie pozwala przedstawi¢ wskaZnik jako$ci w postaci odpo-
wiedniego funkcjonatu zaleznego od zmiennych stanu ukladu [2]. W rozwaZanym przy-
padku zmiennymi stanu sa przemieszczenia mas ukladu liczone od poloZenia réwnowagi
statycznej. Ograniczajac si¢ do analizy stanu ustalonego przy wymuszeniu harmonicznym,
za zmienne stanu przyjmiemy amplitudy drgan A4, i 4, obu mas ukladu i potraktujemy
je jako sktadowe wektora A4 stanu ukladu. Wskaznik jako$ci mozemy wiec przedstawié
w postaci pewnej funkcji zmiennych 4, i 4,. Odpowiedni dobér tej funkcji z jednej strony
warunkuje wilasnosci ukladu optymalnego, z drugiej za§ decyduje o pracochionnofci
obliczen. Wlasciwa ocene réznych kryteriéw jakoéci mozna przeprowadzié tylko w oparciu
o wyniki optymalizacji uzyskane na podstawie tych kryteridw. Z tego tez powodu w dalszym
ciagu przedstawiono cztery rézne podejécia do tego samego zagadnienia.

2. Macierz transmitancji

Ruch ukiadu przedstawionego na rys. 1 opisany jest uktadem réwnan rézniczkowych

amX,+-ry X+ rpx, = Pi(f),

2.1 v
1) (1 —o)ymX,4-ray X1+ rpx;, = Py(?),
P=F, sin 8¢t My=am
Rt +
EJ -~
m2=(7-a) m @ -
£T ~
W/, T

Rys. 1

izie ry (i, k = 1, 2) jest reakcja sprezysta ukladu w punkcie i, wywolana jednostkowym
przemieszczeniem w punkcie k. Po wprowadzeniu oznaczen

=
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_ Xy - = Py(9)
* = (x) PO = (Pz(t))’
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gdzie dla uktadu z rys. 1

3 2 =5 « 0
@3) Ro=1_5 16)’ Mo=1o 1-4)"

6EI m
(2.4) c="p, m=mtm, o=,
mozemy uklad réwnan (2.1) zapisaé w postaci macierzowej
(2.5) Mx+Rx = P(1).

Dla harmonicznego sygnatu wejéciowego (wymuszenia) P(f) = Posinf¢ odpowiedz
uktadu (ruch mas) w stanie ustalonym X(f) = 4sin 6z okreélimy wykorzystujac jego ma-
cierz transmitancji wyznaczona na podstawie réwnania ruchu (2.5).

Po wprowadzeniu wielkos$ci bezwymiarowych

__rA_ —_T’o g mg  ImP o,
2.6) a=p b=y, A=E=0 =0
transmitancja ta wyraza si¢ wzorem
(27) G = (R,O_AMO)_I = W—lGo,
gdzie
(2.8) W = a(l—) A2—2(1+T)A+7

jest wielomianem charakterystycznym macierzy R—62M, za$

Go=(16—/1(1—a) 5 )

29) 5 2— Aat

Zwiazek migdzy bezwymiarowymi wektorami @ i b mozna teraz zapisaé w postaci
W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ przypadkiem szczegélnym, gdy b = (1, 0).
Na podstawie (2.7), (2.9) i (2.10) otrzymujemy w tym przypadku

16——1(1—0())

@.11) i W“( :

3. Minimalizacja energii

Zadanie nasze bedzie teraz polegaé na zminimalizowaniu wektora odpowiedzi a.
Minimalizacja ta moze byé przeprowadzona na rézne sposoby w zaleznosci od przyjetego
kryterium jakoéci,

W pierwszym wariancie obliczenia przyjmijmy, ze funkcja, ktéra bedziemy minimalizo-
waé, jest maksymalna energia sprezysta ukladu

1

U= ARA = % el Ry = cPW2[(1— a2 F—T(1—a)A+56).
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W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie postugiwaé si¢ energia bezwymiarowa
U

(3.1) 2= = W1 —afR—7(1—0)2+56].

Dia jakosciowego zbadania funkcji z(«, 1) wykorzystamy wyrazenia dla jej pochod-
nych czastkowych.,

3.2) % = 2AW[—2(1 —ap* 34 (1 —a) (46— 21a) 22— 336(1 —a) A+ 1617],
3.3) S—; = 2W 3 [—2a(1 —a)’ A+ 21a(l —a)*A2—336a(1 —a) A+ 175+ 1617a].
Wykreslajac na plaszczyznie parametrow (a, 1) krzywe okreslone réwnaniami
0z 0z
W = 0, a = 0, ﬁ = 0’

otrzymujemy podzial tej plaszczyzny na obszary charakteryzujace si¢ staloscia znakow
obu sktadowych wektora grad z. Kierunki tych sktadowych dla poszczegdinych obszaréw
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plaszczyzny («, 1) przedstawiono na rys. 2. Zauwazyé naleZy, ze réwnanie W = 0 okreéla
dwie krzywe 2,(a) i 4,(c) obrazujace zalezno$ci bezwymiarowych czgstoéci drgant wlasnych
2y i 2; od parametru a. Wzdhiz obu tych krzywych z = oo.
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4. Minimalizacja kwadratu normy |g|*> wektora g

Minimalizacj¢ odpowiedzi ukladu mozemy réwniez przeprowadzi¢ wychodzac z roz-
wazan czysto geometrycznych. Przyjmijmy za kryterium jakosci funkcjg¢ z(a, 1) okreslong
jako kwadrat normy wektora (2.11):

@1 z=aP = W2l —a)i2—32(1—a)A+281],

(4.2) SZ = 2AW [~ (1 —a)' 4>+ 48(1 — )2 72— (768 — 793cr) A+ 4046),
9z
al

Podziat plaszczyzny (o, A) na obszary monotonicznoéei funkcji z(«, 1) pokazano na rys. 3.
W poréwnaniu z rys. 2 stwierdzamy pewne podobienstwo obu podziatéw, Podobiensiwo

(4.3) = 2W [ —a(l — o) 2P+ 48a(1 — )22 — (1 — )25+ T930) A+ 450+ 40460].
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to wynika stad, Zze oba kryteria jakosci sa odpowiednimi formami kwadratowymi wspét-
rzednych wektora odpowiedzi a.

W wyrazeniu (4.1) dla funkcji kryterialnej kwadraty obu wspdlrzednych wektora a
Wystepuja z jednakowymi wspSiczynnikami réwnymi jednosci. Z tego tez powodu obie
amplitudy drgan g, i a, minimalizowane s3 w réwnym stopniu. W przypadkach, kiedy
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zalezy nam na tym, aby jedna z amplitud byla minimalizowana skuteczniej niz druga,
nalezy poshuzy¢ si¢ ogdlniejszym kryterium jakosci o postaci z = ¢,a{+ ¢, 45 z odpowiednio
dobranymi dodatnimi wspéltczynnikami ¢, i ¢;. Z przypadkiem takim spotykamy si¢ na
przyklad wéwczas, kiedy w poziomie jednej z mas istnieje ostrzejsze ograniczenie dla
amplitudy. '

5. Minimalizacja normy z = |a,|+|a,)|

Przyjniijmy teraz za kryterium jakoSci normg¢ wektora @ o postaci z = |a|+|a,).
Na podstawie wzoru (2.11) otrzymujemy
zi = |WI™RI—-(1—w)di], gdy a=16—(1—x)iA>0,

(5.1 z(o, 4) = {22 = W' [(1—)i—11], gdy a =16—(1—a)A <0,

(5.2) %% = AW W] (1 — a2 A2 — (37—420) A+ 301],

(53) % = — AW W (Ao B~ 272203+ 161],

(5.4) ‘Z{ = W W] (1 — )2 22— 420(1 —a) A+35+301a],
(5.5) % — — W W el — 02— 220(1 — o) A+ 154+ 161a].

Obszary monotonicznos$ci funkeji z(«, 4) pokazano na rys. 4. Zamiast przyjetego kryterium
mozna i w tym przypadku postuzyé si¢ kryterium ogélniejszym z = ¢|a;|+calasl.
6. Minimalizacja normy z = max(|a,l, |a.[)

Jako ostatni rozwazymy przypadek minimalizacji na podstawie kryterium jako$ci
z = max(|ay|, |a,|). Wykorzystujac wzér (2.11) stwierdzamy, e

11 21
alal <
la| < laaf, gdy I—a <A< =’
11 21

@l > lal, edy A<q—_ Wb A>q—

Dzieki temu rozwazane kryterium przybiera postaé
» ' 1 21

lay) = W7 16—(1—)d|, gdy A< [~ lub A> Tt
©6.1) z(a, A) =

sl = S|WI™ edy L <<

2 ’ l—a =7 T 1—a’

a

6.2) ] _ Aaa) | P W (1 — )2 A2 —32(1—a)A+-231],

do
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"2‘:' — —SAW W [(1—2a)A— 14],

2

0l a1 = 2321 — 2 4254231,
2

'aa;'_ = —10W W] [a(l — ) A— (14 Ta)].

Wyniki analizy ilustruje rys. 5. Podobnie jak i w poprzednich przypadkach rozwazane
kryterium mozna uogélni¢ do postaci z = max(clail, ¢;|a.l).
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7. Whioski

Wyniki przeprowadzonej analizy przedstawione graficznie na rys. 2, 3,41 5 pozwalaja
ustali¢ pewne fakty oraz wyciaggnaé wnioski istotne dla praktycznego wykorzystania
uzyskanych rezultatéw.

Przede wszystkim jest sprawa oczywista, ze wyniki optymalizacji przeprowadzonej
Przy tych samych ograniczeniach, ale na podstawie réznych kryteridw jakoéci, moga
162ni¢ si¢ od siebie. Poréwnywanie tych wynikéw moze mie¢ sens jedynie z punktu wi-
dzenia pewnego nowego kryterium. Poréwnywanie z punktu widzenia kryteriéw zastoso-
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wanych przy optymalizacji jest pozbawione sensu, gdyZ kazdy z wynikéw jest optymalny,
choé kazdy w innym sensie. Tak wiec wyniki otrzymane na podstawie rys. 2,3, 4i 5
mozna by na przykiad poréwnywac z punktu widzenia statecznos$ci wartosci z,,,, = z(co, Ao)
wzgledem wariacji parametréw « i 4. Problem statecznoéci nabiera szczegdlnej wagi w mo-
mencie, gdy deterministyczny model rozwazanego ukladu zastapimy modelem probabili-
stycznym uwzgledniajacym np. warunki wykonawstwa budowlanego. Rozwazajac wykresy
zrys. 2,3,415 z tego punktu widzenia spostrzegamy od razu, ze wyniki optymalizacji
odznaczajace si¢ najwigksza statecznoscia wzgledem wariacji « i 4, otrzymuje si¢ na pod-
stawie kryterium energetycznego (rys. 2). Rozwazmy bowiem na przykiad obszar dopusz-
czalny D okreslony nieréwnoéciami: 0,5 <o <0,7; 20<{ A< 38. Na podstawie
kryterium energetycznego otrzymujemy w tym przypadku rozwiazanie (o, o) =
(0,7; 21,9), za$ na podstawie pozostatlych trzech kryteriow geometrycznych odpo-
wiednio rozwiazania: (0,7; 38,0), (0,7; 38,0), (0,7; 36,6).f Pomimo duzej zgodnosci

Rys. 6

trzech ostatnich wynikow, wynik pierwszy wydaje si¢ by¢ najlepszy z punktu widzenia
stateczno$ci. Rozwiazanie (0,7; 21,9) znajduje si¢ bowiem w obszarze malego gradientu
funkcji kryterialnej, podczas gdy pozostale rozwiazania wypadaja zbyt blisko krzywej
2,(et) wzdhuz ktorej grad z = oo.

O wyzszosci kryterium energetycznego nad omoéwionymi trzema kryteriami geometrycz-
nymi §wiadczy réwniez fakt nastgpujacy. Minimalizacja energii ukiadu jest réwnowazna
nie tylko minimalizacji amplitud drgan tego ukiadu, lecz réwniez minimalizacji mo-
mentéw zginajacych wystgpujacych w tym ukladzie. Z geometrycznego punktu widzenia,
reprezentowanego przez kryteria geometryczne, oba przypadki przedstawione na rys. 6
sa catkowicie réwnowazine, podczas gdy podejscie energetyczne zdecydowanie kwalifikuje
przypadek a) jako niekorzystniejszy ze wzgledu na znacznie wigksze momenty zginajace.

Kryteria geometryczne w omawianym aspekcie energetycznym reprezentujg wiec
podejécie czysto formalne i nie uwzgledniajace bardzo istotnych czynnikéw. Z powyzszych
rozwazan wynika ponadto, Ze mozna by réwniez sformutowaé takie kryteria jakosci,
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ktére pozwolityby minimalizowa¢ sily wewngtrzne ukiadu np. w okres$lonych jego prze-
krojach.

Wyznaczanie optymalnych warto$ci parametréw « i 4 polega, jak wiadomo, na poszu-
kiwaniu takiego punktu danego obszaru dopuszczalnego D, w ktérym funkcja kryterialna
z(a, ) przybiera warto$¢ najmniejsza z,,, = 2(d, Ao). JeZeli optymalizacj¢ przeprowadza-
my dla prostokatnych obszaréw dopuszczalnych D korzystajac z odpowiedniego wykresu
(rys. 2, 3, 4 lub 5), wéwczas moga mieé miejsce dwa przypadki. W przypadku pierwszym
istnieje dokladnie jedno rozwiazanie zagadnienia: o i 49. W przypadku drugim mamy
do czynienia z niejednoznaczno$cia rozwiazania spowodowana wystgpowaniem kilku
miniméw lokalnych funkeji z(a, ). Niejednoznaczno$é t¢ usuwamy obliczajagc wartosci
wszystkich miniméw i przyjmujac za «, i 4, wspéirzedne tego punktu, dla ktdérego z = z,,4,.
Dla obszaréw dopuszczalnych D o dowolnym ksztalcie rozwiazanie zagadnienia wymaga
zastosowania metod programowania nieliniowego [3].

Na podstawie uzyskanego rozwiazania optymalnego «y, A4y moZemy juz bezpoérednio
obliczyé optymalne wartosci obu mas m; i m, ukladu z rys. 1. Wykorzystujac zwigzki
(2.4) otrzymujemy

' c
m, — aoloé, niy = (1—0{0));0—6—2‘.

Wyznaczenie wartoéci obu mas m, i m, konczy omawiany proces optymalizacji. Proces
ten z zalozenia byl procesem najkorzystniejszego doboru tylko dwéch wybranych para-
metréw przy ustalonych wartoéciach pozostatych parametréw ukiadu. Jasne jest, Ze takie
ujecie zagadnienia prowadzi do wynikow, ktére moga nie by¢ zadowalajace z bardziej
ogdlnego punktu widzenia. I tak, na przykiad, ujmujac sprawe optymalizacji kompleksowo
mozna by zazada¢ dla ukladu z rys. 1 optymalnego doboru wszystkich jego parametréw
przy spelnieniu wszystkich istotnych warunkoéw, ograniczajacych amplitudy drgan, na-
prezenia itp. Jednak takie sformulowanie zagadnienia, jakkolwiek mozliwe i celowe,
wykraczatoby znacznie poza ramy niniejszej pracy. Jej gtéwnym celem jest poréwnanie
czterech wybranych kryteridw jako$ci w oparciu o uzyskane wykresy pozwalajace prze-
prowadzi¢ optymalizacj¢ przy danym obszarze dopuszczalnym. Takie graficzne przed-
stawienie wynikéw analizy jest mozliwe jedynie przy optymalizacji dwuparametrowej,
co bylo jednym z giéwnych powodéw ograniczenia rozwazafn do dwdéch zmiennych nie-
zaleznych,

Pewnego oméwienia wymaga réwniez kwestia przyjmowania obszaréw dopuszczal-
nych. W rozwazaniach ograniczono si¢ do przypadku obszaréw prostokatnych ze wzgledu
na to, Ze obszary takie otrzymuje si¢ przez niezalezne okreslenie dopuszczalnych prze-
dzialéw zmiennoéci dla obu parametréw optymalizacji. Okrelenie tych przedzialdw,
ktére moga byé takze nieograniczone, wynika z warunkéw wytrzymatoéciowych, konstruk-
cyjnych i innych jakie musi spelnia¢ rozwazany uklad.

Przeprowadzona w p. 3 analiza ma réwnieZ znaczenie praktyczne. Mlmmallzaqa
odpowiedzi ukladu na dane wymuszenie harmoniczne jest procesem strojenia, a raczej
rozstrajania tego uktadu z uwagi na zjawiska rezonansowe. W naszym przypadku rozstra-
janie odbywa sie na drodze wlasciwego doboru mas. Znajomos$¢ rozwiazania najkorzyst-
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niejszego z dynamicznego punktu widzenia, dla istniejacej, ale nie optymalizowanej kon-
strukcji, pozwala poprawia¢ jej dynamiczng pracg w przypadku, gdy nie jest ona zado-
walajaca. Poniewaz zmiang mas ukiadu, w granicach okre§lonych warunkami wytrzy-
matos$ciowymi, mozna realizowac w stosunkowo prosty sposéb, zatem rezultaty omawianej
analizy mozna z duzym powodzeniem wykorzysta¢ w zagadnieniach czysto praktycznych.
Zauwazmy rowniez, ze do schematu z rys. 1 mozna sprowadzi¢ jednonawowy plaski
ukiad ramowy pigtrowej hali przemystowej wykonujgcej drgania antysymetryczne wy-
muszone harmonicznie. Zrédlem wymuszenia moze byé np. wentylator zamocowany na
konstrukcji dachu. Nawiasem trzeba tu nadmienic, ze wla$nie problemy praktyczne oma-
wianego typu staly sie¢ bodZcem do napisania niniejszej pracy.

Pomimo do$¢ zawegZonego ujecia omawiania optymalizacja jest jednak procesem
bezposredniego ksztaltowania wilasnoéci dynamicznych ukiadu na podstawie przyjetego
kryterium jakosci. Uogdlnienie tego procesu przez odpowiednie powigkszenie liczby
parametrow bioracych w nim udziat oraz uwzglednienie wszystkich istotnych ograniczen
mozna uwazaé za nowg metodg racjonalnego projektowania konstrukcji i ich elementéw
na obcigzenia zmienne w czasie. Nowo$¢ metody nalezy oczywiscie rozumieé w tym sensie,
Ze opiera si¢ ona na koncepcjach teorii sterowania i optymalizacji, ktére jak dotad wlasci-
wie nie znalazly zastosowania w dynamice konstrukcji.

Problem optymalizacji liniowego ukiadu drgajacego jest jednak, jak widzieli$my,
problemem ntestety nieliniowym z zakresu programowania matematycznego [3] i jego
dostatecznie ogdlne ujecie wiaze si¢ z powaznymi trudnosciami matematycznymi. Dlatego
tez wydaje sig, ze zastosowanie optymalizacji jako ogdlnej i powszechnej metody projek-
towania ukladéw drgajacych jest dopiero sprawa przyszlosci.
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Pesome

JIVHAMMWYECKASA OIITHUMU3ALUA 3JIEMEHTOB KOHCTPYKIIUU

PaccmaTpuBaercss cucrema, B Bue KOHCOJIBHOTO CTEPIKHSI, ¢ ABYMS COCPEOOTOYECHHBIMM MACCAMH
m, 1 m, NOJABEPXKEHHOT'O TapMOHUYECKOMY BBIHY)KAEHHIO cHuoif P,sinfr, nelicrByroine Ha Komue
koHcomu (Puc. 1). B kauecTBe napameTpoB, NOABEPYKEHHBIX ONTHMAIBH3ALMN IIPHHUMAETCA COOTHOLICHYE
Macc my, m, M MX CymmapHoe 3HaueHue. IIpumeHseTcA ueThipe pasHble KPHUTEPMA ONTHMH3auuH,
CBA3AHHBIC C AMIUIMTYAaMd KOJeGaHMH CHCTembl. IIDOBOAMTCS KauyeCTBEHHBIA aHANMU3 I0JIyUeHHBIX
pE3yNbTaTOB.
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Summary
OPTIMUM DYNAMIC DESIGN OF STRUCTURAL ELEMENTS

An elastic cantilever rod with two concentrated masses m,, m, is subject to harmonic vibrations under
the action of the force P, sin0¢ applied to the free end of the rod (Fig. 1). The variable parameters of the
optimization process are the total value and the proportions of masses m,, m,. Four different optimization
criteria connected with the amplitudes of vibrations of the system have been adopted. Qualitative discus-
sion of the results has been presented.
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