MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 7 (1969)
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Janusz Z16rLkowskl (LépzZ)

Wykaz wazniejszych oznaczen

promien piasty kota wirnikowego,

macierz wspblczynnikéw ayy,

promien zewnetrzny kola wirnikowego; macierz wolnych wyrazéw by,
macierz wspdlczynnikéw B,(,':),

stala,

liczba naturalna,

modut Younga,

pole przekroju poprzecznego lopatki,

grubo$é lopatki; przyspieszenie sity cigzkoéci,
grubos¢ tarczy kotowej,

stala,

liczby naturalne,

liczba topatek, m = 2, 3, ...,

liczba naturalna, n =1, 2, ...,

sita wzajemnego oddziatywania lopatki i tarczy,
funkcja,

wspdlrzedna biegunowa promienia; kierunek promieniowy.
funkcja,

przemieszczenia promieniowe,

przemieszczenia obwodowe,

dotyczy rozwiazania szczegblnego,

wspdiczynniki,

ciezar wladciwy,

funkcja impulsu jednostkowego,

wspdlczynniki,

wsp6irzedna biegunowa kata, kierunek obwodowy,
wspélczynnik,

wspélczynnik Poissona,

bezwymiarowa wspbirzedna biegunowa promienia ¢ = r/b,
naprezenia normalne,

naprezZenia styczne,

predkos¢ katowa,
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1) Niniejsza publikacja jest fragn{entem wybranej pracy doktorskiej pod kierunkiem prof. dra inz, Jerzego
Leyko : : . :
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1. Réwnania podstawowe

W pracy rozwiazano zagadnienie rozkladu przemieszczen i naprezen w kole wirni-
kowym z malg liczba bocznych lopatek promieniowych, usytuowanych symetrycznie
wzgledem tarczy. Opracowana metodg zilustrowano przykladem liczbowym.

Rozpatruje si¢ tarczg kolowa, wirujaca, o stalej grubosci z topatkami promieniowymi
umieszczonymi symetrycznie po obu stronach plaszczyzny Srodkowej tarczy (rys. 1).
Wprowadzono oznaczenia: m — liczba lopatek, ¢ — bezwymiarowa wspdirzedna bie-
gunowa promienia, ¢ = r/b. —

W celu rozwigzania zagadnienia dla malej liczby lopatek wyklucza si¢ mozliwo$é
stosowania metod opartych na teorii cienkich plyt kolowych o ortotropii konstrukcyjne;.
W niniejszej pracy przyjeto przeto oddziatywanie lopatki na tarcz¢ no$ng w postaci nie-
wiadomej sily promieniowej, powierzchniowej, osiowo-niesymetrycznej p(g, @).

Tak sformulowane zagadnienie sprowadzono do modelu tarczy kolowej wirujacej,
podlegajacej plaskiemu stanowi naprezeh osiowo-niesymetrycznych, obcigZonej sitami
odérodkowymi wirujacych mas oraz sitami oddzialywania topatek p(p, ).

Roéwnania réwnowagi wewnetrznej dla tarczy (rys. 2) maja nastgpujaca postaé

do,  6,—0g 1071 b Y s o
1.1) % o T2 0= —5 P @)—?b w*o,
1 30'9 3':,0 Trg _
1.2) 276z +2?_o.

Wprowadzajac do réwnan réwnowagi zaleznoSci wynikajace z uogdlnionych praw
Hooke’a, wyrazajace naprezenia za pomocg odksztalcenn wzglednych oraz zaleznosci
geometryczne wigzace odksztalcenia z przemieszczeniami, otrzymano dla postawionego
zagadnienia uklad dwéch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu o pochodnych czastko-
wych, wyrazonych w przemieszczeniach
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Fu Lou_w 1-»12u liv1 #o 3910 _
d* 0 do oF 2 0230 2 9 Jpd® 2 @*I0

(=B (1—®)pw?b?
(1.3) == P O— e

+ +

2

00> 0de @

1—v|?v 1 ov v]_i_Laz_v 3—v1 du  14+v 1 J*u
0? 967

2 Pt 2 g3

hr’wzdrd8+p{9.0)rdrd8

(cs,+ d6) har

Rys. 2

2. Réwnania rézniczkowe dla danego zagadnienia (rozklad w postaci impulsu jednostkowego)
i ich rozwiazanie

Przyjmuje si¢, ze lopatka oddzialywuje na tarcze liniowa sila promieniowa p(p).
Poniewaz sita p(p, @) wystepujaca w ukladzie réwnan (1.3) jest sila powierzchniowa
przeto silg liniowa p(g) roztozono na obwodzie w postaci impulsu jednostkowego o okresie
2n/m (rys. 3).

Dla biegunowego ukladu wspélrzednych funkcja impulsu jednostkowego o okresie
2n/m wyraza si¢ w postaci nastgpujacego szeregu trygonometrycznego

@.1) 50, 0) = nﬂb—l—l)—lé-i—Zcos(nm@)].

n=1

Sile liniowa p() mozna rozlozy¢ na powierzchni tarczy stosujac przeksztalcenie

(2.2) p(e, ©) = (0, O)p (o).
Po podstawieniu (2.1) do (2.2) promieniowa sila powierzchniowa jest réwna

@3) ple, 6) = nﬂb‘%@ [§+ Neos (nm@)l .
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Wprowadzajac sil¢ (2.3) do uktadu réwnan (1.3) otrzymano

Pu 1 0u u l1—v1 Pu 1+v1 % 3—y 1 v

W e 2 FOP T 2 0000 2 g0
0 0 0 @
2.4 = o r() + azp(—e) 5; cos (nmB)+asp,
e e —
1—»[d | 1 c')v__v_]_l_Lc')Vzv_[_?);vLﬂ_[_l—{—v_l_ Pu
T2 1o 0 G o 200 T 2 0?00 2 p dpd®
gdzie
o (=) m
2.5) o0 == T on
_ _(l—vz)yw2b3
2.6) oy = oE
2n/m
p(p8)
N LG
7N £
A

i
Rys. 3

Przy zalozeniu, Ze sil¢ Jiniowa oddzialywania lopatki mozna wyrazi¢ wielomianem
potegowym
1 o
@.7) p(9)=712£ke", k=0,1,2 ... Ny,
k=0

podstawowy uklad réwnan rézniczkowych dla rozpatrywanego zagadnienia ma postaé

2y 1 ou u 1—v1 3% 14+v1 0% 3—v 1 v

W e ?T2 PP 2 gai® 2 @0




STAN NAPREZEN 1 ODKSZTALCEN W KOLE WIRNIKOWYM . 7

N, - N, ©
2.8) = 2 &0 1tazp+2 Zekg"—‘ Zcos (nm©O),
k=0 k=0 n—1

1—v[0*%0 100 o 1 % 3—v1 du 14+v 1 %
2 [a@2+@ % zz‘]+?a—@2+7‘@—za—@+7 Y

Rozwiazanie ogélne ukladu réwnan (2.8) przewiduje si¢ w postaci

u(e, ©) = uo(@)+ D, un(e)cos(nm),
2.9 !

@0

v (g, O) = qu,, (o) sin (nm®).

n=1
uo(o) okre§la tutaj rozwiazanie zagadnienia osiowo-symetrycznego dla tarczy wirujacej

z uérednionymi na obwodzie sitami oddzialywania lopatek. Szeregi D, u.(0)cos(nm®)

n=]
i Z o,(0)sin(nm®) przedstawiaja rozwiazanie zagadnienia osiowo-niesymetrycznego,
n=]

uwzgledniajace wplyw miejscowego oddzialywania lopatek. Podstawiajac przewidywane
rozwigzanie ogdlne wyrazone réwnaniami (2.9) do ukladu réwnan rézniczkowych (2.8)
otrzymano:

a) dla zagadnienia osiowo-symetrycznego, rownanie rézniczkowe zwyczajne
N,

d 1 duo Uy _ k—1
@10 do? s e do & 28"9 s,
k=o
ktérego rozwiazanie ogdlne ma postaé
! °‘3 0 Z k+1

gdzie C;, C, — stale znajdowane z warunkéw brzegowych zagadnienia; ‘
b) dla zagadnienia osiowo-niesymetrycznego — uklad réwnan rézniczkowych zwy-

czajnych
d u,, . 1 du, 1—y , {u, 14w 1dv, 3—» Z 1
TQ de—[1+ 3 nm]—éz Tnm?%——T —2k OEkQ

(2.12)

=0, n=123, ..

— —_— nm-— nmm — —
2 |Ldo* o do o ) * 2 o do

Rozwiazanie ukladu (2.12) sklada si¢ z rozwigzania ogdlnego ukladu réwnan jedno-
rodnych oraz rozwigzania szczegdlnego uktadu petnego. Dla uktadu réwnan jednorodnych
d*u, 1 du, 1+v 1 dv, 3—v 0,
dez+e do [ ] @ "o 2 M=%
1—» [dz'v,, 1 do, fv,,] s 2¥n 3—v  u, 1+ 1 du,

—nmt— — nm-— ———nm—

———— m m
2 |do* o do o ) > 2 o do

l—v[dzfu,, 1 do, 'v,,]_nzmzv,, 3—v  u, 14w 1 du,

(2.13)

’
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rozwiazanie przewiduje si¢ w postaci
(2.14) un(0) = 4,0,  0,(0) = 40"
Podstawiajac przewidywane rozwiazania (2.14) do ukiadu (2.13) otrzymamy
— -1 —
A,(tz—l—l—zvnzmz) +A, ( T mt—unm) =0,

2 " 2
(2.15)

2 2 2

Poniewaz z zalozenia A2+A42 # 0, wobec tego przyréwnujemy do zera wyznacznik cha-
rakterystyczny ukiadu (2.15), a mianowicie

A,(—ﬂnm—linmt) +Z,[1——v (1*— 1)—n2m2] =0.

1—» 1+ 3—y
2_q_17% 2 2., 1TV _
t*—1 2 n“m*; 2 nmt 2 nm
(2.16) =0.
3—» 1+ . 1—v o, o\ 2 2
5 nm ) nmt; > @—=1D)—nr*m

Obliczajac wyznacznik (2.16) otrzymano réwnanie czwartego stopnia, ktérego pierwiastki
sg rowne

2.17) ty= —tyy— = l—nm; ty,= —t,= l+nm,
albo w skréconej postaci
(2.18) tn = (= D)1= (P=514+5)mm, [1=1,2,3,4.
Okre§lono wspoélczynnik

A, mm[(1+»)t;,,+3—9]
2.19.1 =t
( ) =T U= B 1)—2m?

przyjmujac wartosci pierwiastkéw okre§lone zaleznoécig (2.18)

3=+ A+ (1)1 —(P—5I45)nm]
(2.19:2) R § P Y Gy e N N W (W e

Otrzymane rozwiazania szczegdlne o', jak latwo sprawdzié, sa liniowo niezalezne.
Rozwigzanie ogdlne ukladu réwnan jednorodnych (2.13) mozna wigc przedstawié za
pomoca liniowej kombinacji rozwigzan szczegdlnych

4

- \ 1

Un (9) = Z Bln@"",
I=1

(2.20) )

5n (0) = Z alnBlngrm,

=1

gdzie B, — stale znajdowane z warunkéw brzegowych zagadnienia. Rozwiazania szcze-
gblne ukladu réwnan rézniczkowych (2.12) znaleziono w nastgpujacej postaci.
Dla k+1 # 4+ 1+nm

(2.21) Win(@) = Din@**!,  5n(0) = Dino**!,
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gdzie |
b _ 2MA=n+2(—k—2n’m?]
kn = T N2 2 — kD) 2 m2 — 77 k>

2.22) (=) (7 m*—K?) [ m*— (k+27]
Dy, = 2[(14+»)k+4)nm

A=) Pm =K [ m— (k£ 27
Dla k41 = —14-nm

u'l‘(:n —_ (H lne+1)e—l+nm,

(2.23)
= (a2 H In p+J) o~ 14+,
gdzie
H— 2(1—»)+(1+»)nm
2.24) . 4(1—»)(nm—1)

2(1—»)— (3—»)nm

J= 8(1—»)(nm—1)nm Gk -

Dla k41 = 14nm
u.zn = (Hl In Q+J1)Ql+"m’

(2.25)
Vkn = (03, Hy In o+ Jy) @'+,
gdzie
H, = 2 &k
2+4+(1— v)ds..—l— 2 (14 as)nm
(2.26)

1+»

2{(1—v) o3t [ +(1—») a;,,] nm}

J1=

&.

(14-%)nm (nm+-1) [ 24 (1—%) agp + 3—;” (14 az,)nm ]

Otrzymano ostatecznie rozwiazanie ogdélne ukiadu réwnan (2.8), ktdre jest rozwiaza-
niem w przemieszczeniach rozpatrywanego zagadnienia

u(e, 0) = uy(0)+ 2 [ D) Bigtn+ 2 k,(e)] cos (nm®@),

n=1 | I=1

© 4
v, 6) = ), [ D) s Bgn + th(@)] sin (1m6).

n=1 [ l=1{ k=0

2.27)

‘ 3. Naprezenia w tarczy i ltopatkach, warunki brzegowe zagadnienia

3.1. Naprezenia w tarczy. Dla plaskiego stanu napr¢zen w tarczy kolowej naprezenia
promieniowe, obwodowe i styczne okreSlone sa zalezno$ciami

E ou u 1 oo
1 - - = —_ e
@.1.2) 7= =D [3e+v (e T 3@)]’


file://�/-/-nm
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E 1 v
(3.1.3) Og = Ez)—bl: + 0 3@+ ]

E v v 1 ou
G149 ’f":mm[%—z 55@]'

Podstawiajac do (3.1) rozwiazanie w przemieszczeniach (2.27) oraz uwzgledniajac
rozwigzanie zagadnienia osiowo-symetrycznego (2.11) otrzymano nastepujace wyrazenia
dla naprezen promieniowych, obwodowych i stycznych w tarczy:

E C 3
o,(o, O) = —_1}2)7 l(—l—f-v) —+ 1+ ot ;—v a30® + %0 [1+(1+»)ng]+

u

k+1
T +Z[ [tar+-9(1-+ e )] By v+

k=1

SIE i

ui (kn v'l‘(‘n)jl .
+ cos O

+§[d9 + o nm o (nm0O)

E 1+43%

(1—»»b

”vw+n+1

+ Z ( kn vk" d;{;,f,,)] cos (nm@)l ;
Tro (9’ @) = 2(1%)1) "2:; ,Z [alnl,(tln_1)_nm]B1nQ“"_l+

N 2 (dvk,. Vien u%)] sin (nm0).

Stale C,, C, wystgpujace w rozwiazaniu zagadnienia osiowo-symetrycznego oraz
stale By,, By, Bsn, By, (n= 1,2, 3, ...)dla zagadnienia osiowo-niesymetrycznego mozna
wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych. Biorac pod uwage konstrukcje rozpatrywanego kota
wirnikowego sprezarkowego (rys. 1) przyjeto w przyblizeniu sztywne zamocowanie tarczy
noénej na brzegu wewngtrznym (¢ = ¢,), oraz znikanie napreZen promieniowych i stycz-
nych w tarczy na brzegu zewngtrznym (o = 1). Otrzymano stad nastepujace cztery warunki
brzegowe

09(0, O) = a0’ + %0 [v+(14+%)Ing]+

(3.2)

C
u—w§+u+wq+

[u(e, Olo=e, = 0,

[2(0; Ole=c, = O,

(3.3) [o(0, O)lg=1 = O,
[7r0(0s O)o=1 = 0-_
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Podstawiajac do réwnan (3.3) odpowiednie rozwiazania dla przemieszczen i napreZen
otrzymano:
a) Dla zagadnienia osiowo-symetrycznego stale C;, C,

B+ oi—(1+»)0t a5 | oI R(D—(1+7)o,P(o))
4.1 =
G4.0) G 14+v4-(1—2) o 8+ 14+v4(1—2) g} ?
3+v+(1—v)91 o3 R(l)—{—(l—v)glP(gl)
4. C,= ,
(34.2) R P 1 S e s

gdzie P(p) i R(p) okre$laja nastgpujace funkcje

O k14

% gy
(3.5.2) R(o) = 2 [1+(1+v)1r1@]+k=l 2k ¢ o

b) Dla zagadnienia osiowo-niesymetrycznego nastepujacy ukiad réwnan

4 N,
~ Y Bioint D uia(e) =0,
1=1 k=0
4

Ny
Z alnBlne'l'"_*_ Z 'U';:" (el) = 0,
k=0

I=1

4 N,
> [r,"+v(1+nma,n)]B,n+'2[d"f +v(”f"+nm”"")] —o,
=1 k=0 a ¢ € [ de=1

4 N,
Z [aln (tln_l)—nm] B’"_+_ Z(dvk,;_&' —nmm uk—") = 0.
=1 k=0 de e € Je=1

Poniewaz wspdlczynniki ¢,, okreslajace site oddzialywania lopatki, sa nieznane na-
Jezalo uklad (3.6) zastapi¢ ukiadem réownan, ktéry odpowiadalby poszczegdlnym formom -
obciazenia k = 0, 1, ... N, a mianowicie

4 ~

D B oln+ L9 (o) = 0,

-1

(3.6)

4

a BR ofm + L) (0)) = 0,
G.7) =t

4
N B BE+LR (1) =0,
=1

4

s

Yin B + L (1) = 0.
I=1
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W powyzszym uktadzie réwnan wprowadzono oznaczenia
(3.8.1) Bin = tm+v (1 +nmay,),
(3.8.2) Vin = i (tin—1)—nm,

‘ uin (0
L@ =22,

2 () — Yin(0)
L’\n) (Q) - Ek 1)
(3.9

duy, ui, vy
) k"_i_v(ﬂ_i_nmﬂ)]’
©= [ do 4 0

d n xll uxll
Lf{‘)() [Zg—%‘——nm—;].

State B, wyznaczone z ukladu réwnan (3.6) oraz state B{*) wyznaczone z uktadu
(3.7) powiazane s3 zaleznoscia

Ny
(3.10) B =) eBY.
k=0

Przyjmujac w obliczeniach skoniczona liczbe wyrazéw szeregu n = 1, ... Nz,'z ukiadu
réwnan (3.7) wyznaczono macierz wspdtczynnikéw [Bf] skiadajaca siec z 4 (1+N) N,
elementow.

Otrzymane rozwiazanie dla naprezen w kole wirnikowym okredlone zalezno$ciami
(3.2) zawiera rozwiazania dla samej tarczy wirujacej oraz dla tarczy w spoczynku ob-
cigzonej oddzialywaniem lopatek. Naprezenia promieniowe i obwodowe w wirujacej
tarczy bez topatek maja postaé

— E

= m[( 1) S g TNt —|—va392],
G.11)

_ E 3

Gy = (l—vz)b[( 1’) e F4- (14 )C2+-+ > o‘392] »
gdzie

= _ 3+nei—(+»)ot a3

@3.12.1) R e
(3.12.2) '52 _ 3+v+(1—») 0‘1‘ a3

1+v+(1—) e} 8

Naprezenia promieniowe, obwodowe i styczne w tarczy obciazonej oddzialywaniem
lopatek wyrazaja sie wzorami
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70 0) = = z)bl< 149) 2+<1+v)c2+R<e)+ZskZ [Zﬂm D=1t

n=1

+L{3 (o) ] cos (nm9)l ,

ao(0, 0) = (ITE;Z)_[, I(l "’) z —}‘(1—}"") C2+Q(9)+ Z&g[zam B o114

(3.13)
+ My, (o) | cos (nmB); ,
(0. 0) = 5 bzsk Z [ 2 yin B 1L ’(9)] sin (1m6),

gdzie
) = _ 0tR()—(1+v)0:1P(01)
Guan S W ¢S pr

= _ _ RM+A—=7)eiP(e)
(3.14.2) C,=— Thrd—a
przy czym wprowadzono dodatkowo oznaczenia
(3.15) 6[71 = l+nmaln+7tln ’

1 | ui, Ukn duin]

3.16 M,. =—1— - L
(3.1 n (@) Ek[9+ e

N,
k 1
(3.17) 0@ =2 b+ (14 n o1+ g;% e

Naprezenia promieniowe sumaryczne w tarczy wynosza
(3.18) a,(0, ©) = 5. (0)+73, (¢, O);

podobne zwiazki zachodza dla naprezen obwodowych i stycznych (7, = 0).

3.2. Napreienia i przemieszczenia w lopatkach. }.opatke traktowano jako element liniowy
podlegajacy jednokierunkowemu stanowi naprezen. Na wycigty element lopatki, sy-
metryczny wzgledem plaszczyzny $rodkowej tarczy (rys. 4), dziala sita odérodkowa wi-
rujacej masy lopatki oraz sita liniowa oddzialywania tarczy p(o).

Réwnanie réwnowagi wewnetrznej lopatki ma postaé

Gy AEOul g Lo

Po podstawieniu do powyzszego réwnania:
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a) naprezen w fopatce wyrazonych za pomoca przemieszczen
du
dr’
b) sity liniowej wzajemnego oddzialywania tarczy na topatk¢ okreslong zaleznoscia
2.7

(3.20) gy = E

N,
2nEh k.
p(o) = —(I—anekg ;
k=0
¢) pola przekroju poprzecznego lopatki wyrazonego liniowa funkcja promienia
(3.21) F(o) = F,+Fyo
otrzymano nast¢pujgce réwnanie rézniczkowe dla przemieszczen topatki
N,
d du 2nbh yo?b®
22 — —| = ———Z k— .
(3 ) d@ [(F1+F29)de] m(l_v2)k—o ErQ gE Q(F1+F29)
| y

7 w’rF(o)dr

Flo)-6y *d[%,),'dﬂ] dr

Rys. 4

Warunki brzegowe lopatki wyrazaja sztywne zamocowanie lopatki na obwodzie
wewnetrznym (o = p,) oraz znikanie napreZen na obwodzie zewnetrznym (p = 1)

(3.23) u(oy) = 0, (Z—:) = 0.

e=1 N
Rozwiazujac réwnanie (3.22) z uwzglgdnieniem warunkéw (3.23) otrzymano zalez-
nosci:
a) dla przemieszczen lopatki

N,
(3.24) u = di(0) extN (o),
k=0
gdzie
' kL kit k414
_171 1 0 + —e_Ql e e Y k—f:l ,Q+%
(3.25) ‘dk(g)__%Hl‘; e (= I (D 22,
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__772b 3 3 x N - o+
(326) N(o)= 7[3(9 e)+ (@*—oD)—+ (e—01)+ (' —3%x—2)In or
oraz
1 F ___ 2nbh . _ Y a1
(327) 770__;—'1?2’ = (l—vz)mFl ’ N2 = gw b E’
b) dla naprezen w topatce
2nhE P 1Ly .., F 2
. = i 1—
G28) o z)mF(Q)ZkH ey 3 Lot -+
1y W b?
——w?b
3 g F(e) &)

4. Wyznaczanie sily oddziatywania metoda najmniejszych kwadratéw — metoda rozwigzania

Sila liniowa p(p) oddzialywania tarcza—topatka zostala przyjeta w postaci wielomianu
potegowego (2.7). Niewiadome wspdlezynniki tego wielomianu wyznaczono z poréwnania
przemieszczen promieniowych tarczy i lopatki. Rozwiazania dla przemieszczen promienio-
wych nalezalo wigc wyrazi¢ w postaci liniowej wzgledem niewiadomych wspdiczynnikéw
&. Uwzgledniajac w rozwiazaniach dla przemieszczen promieniowych tarczy okre§lonych
zalezno$ciami (2.11) i (2.27) warunki brzegowe zagadnienia wyrazone réwnaniami (3.3) .
otrzymano

(4.1) u(e, 9) = a ()¢, + Zak(9)8k+K(e)+Z skz [Z B""e""+L“’(e)lcos (nm0),

n=1

gdzie

PR [ Sl ES LR R R U LTy

@ a0 = ([ e D ¢ T o @ ¢ e
4.4) K@) =+ [(Hv)f_;(l(i;vg)le‘;—31—121?1:32 o+ ’]-\

Poréwnujac przemieszczenia promieniowe tarczy okreslone zaleznoscia (4.1) dla
© = 0 z przemieszczeniami lopatki (3.24) otrzymano zwiazek, ktdry powinien byé spel-
niony dla kazdego punktu styku lopatki z tarczg, w postaci

@.5) la (0)—dy(0)+ Z Z B‘°’9""+L8.’(9)]|6o+ Mla@—d @+

n=1 kel

n=] | I=

+2 [Zg<k>er.n+L >(9)” a+K@—N@ =0, da ¢ <e<L
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Praktycznie otrzymano liczb¢ rownan 14N, réwna liczbie punktdw zgodnosci prze-
mieszczen lopatki i tarczy z 1+ N, niewiadomymi (&, &y, ..., €n,). Poniewaz 14-N > 1+N,,
uklad ten rozwigzano metoda najmniejszych kwadratéw bledéw.

W zapisie macierzowym otrzymany uklad przyjmie postaé

(4.6) [4][e] = [B],

gdzie [A] — macierz wspdtczynnikéw ay, i=0,1,2,3, ... N, k=0,1,2,... N,, [e] —
macierz kolumnowa niewiadomych ¢, [b] — macierz wolnych wyrazéw b;.

Mozna udowodnié, Zze postgpowanie prowadzace do znalezienia macierzy kolumnowej
niewiadomych [¢] metoda najmniejszych kwadratéw odpowiada rozwigzaniu ukiadu
14-N, réwnan z 1+N, niewiadomymi, otrzymanego w wyniku lewostronnego pomnoze-
nia réwnania macierzowego przez macierz transponowana [A4T].

4.7 [AT][A][e] = [AT][b].

Przy zalozeniu, ze det (4T4) # 0, z réwnania (4.7) otrzymano macierz kolumnowa
niewiadomych [¢].

5. Przyklad

Opracowana metodg¢ okre§lenia stanu przemieszczen i naprezen w kole wirnikowym
z malg liczba bocznych lopatek promieniowych zilustrowano nastgpujacym przykladem
liczbowym.

Promiefh zewnetrzny tarczy kotowej b = 13,5 cm, promien piasty a = 5,4 cm, grubo$é
tarczy £ = 0,8 cm, grubos¢ lopatki g = 0,4 cm, pole przekroju poprzecznego topatki

3.(9) :}w’b’-m”ﬁ", ( = 64000"7%) |

Rys. §

F(o) = (3,2—20)10* m?, 0,4 < ¢ < 1,0, liczba lopatek m = 4, predko$é katowa w =
= 2095 rd/s, masa wladciwa tarczy i lopatki y/g = 8 10% kg/m® (& 8- 10-° kG/s? cm*)
modut Younga E = 0,21 TN/m? (% 2,1-10° kG/cm?), wspélczynnik Poissona » = 0,3.

Rozklad napreZefi promieniowych i obwodowych w wirujacej tarczy bez lopatek
obliczony ze wzoréw (3.11), pokazano na rys. 5. Wspdlczynniki macierzy [B{¥’] obliczano
z uktadu réwnan (3.7).

W celu znalezienia wspdiczynnikéw &, wystepujacych w wielomianie potegowym
(2.7), poréwnywano przemieszczenia promieniowe lopatki i tarczy w 29 punktach roz-
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mieszczonych wzdiuz lopatki. Otrzymany ukiad réwnan rozwigzano metoda najmniejszych
kwadratéw.

Rozklad sily liniowej p(p) wzajemnego oddzialywania lopatki i tarczy przyblizano
wielomianami potggowymi czwartego i piatego stopnia. W obu przypadkach blad wzgled-

n(p)
[M
m
200 ~(9)
100
1 1 1 1 L] L | alg L 1 1 1 o
4 05 06 07 09 10 ¢
-100
-200
Rys. 6
9
®
C o8
-
wicm -40%’;’- (’3400%,%) )
. 150
?-00
8I' (9!0) 150
1*
8
50
topatka
1 0° .
04 95 06 97 48 a3 10 9
Rys. 7

ny nie przekraczat 8%;. Do obliczen koficowych przyjeto rozklad sity liniowej p(p) w postaci
wielomianu pot¢gowego pigtego stopnia (k =0, 1, 2, ... 5) i pokazano na rys. 6.

Sumy szeregéw nieskonczonych wystepujace we wzorach (3.2) na napreZenia promie-
niowe, obwodowe i styczne przyblizano uwzgledniajac skoniczong liczbe wyrazéw N, = 15
i N, = 25. Otrzymane wyniki réznily si¢ o niespelna 2%,. W obliczeniach koncowych
naprezenia promieniowe (rys. 7), obwodowe (rys. 8) i styczne (rys. 9) liczono ze wzoréw
(3.13), przyjmujac skofczona liczbe wyrazéw szeregu n = 1, 2, 3, ... 15. Rozklad napre-
zen w lopatce liczony ze wzoru (3.28), pokazano na rys. 10.

Obliczenia wykonano na elektronowej maszynie cyfrowej ZAM Beta 2.
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6. Wnioski koficowe

Opracowana metoda wyznaczania stanu przemieszczen i naprezen moze byé stosowana
do Scisle okreSlonego typu kot wirnikowych. Poczynione zalozenie dotyczace symetrycz-
nego usytuowania lopatek promieniowych z obu stron tarczy ogranicza rozwigzanie do
kot wirnikowych, sprezarkowych, z dwustrumieniowym przeptywem czynnika.

W przeciwienstwie do obecnie stosowanych metod [1, 2, 3, 4, 5, 6], opracowana metoda
pozwala na:

— uwzglednienie naprezen w tarczy pochodzacych od miejscowego oddziatywania
lopatek;

— uwzglednienie ksztaltu topatki wyrazonego dowolna funkcja promienia;

— wyznaczenie sily liniowej p(g) wzajemnego oddzialywania lopatki na tarcze;

— okreSlenie stanu naprezen w lopatce.

Podane rozwiazanie dla przemieszczen (2.27) i naprezeni (3.2) moze byé zastosowane
rowniez dla tarczy pelnej z promieniowymi lopatkami zaczynajacymi si¢ w §rodku tarczy.
W tym przypadku wzory na przemieszczenia i napre¢Zenia upraszczaja sie, poniewaz
nalezy przyjaé B® = 0 oraz B{¥) = 0. Warunki brzegowe wyrazone réwnaniami (3.3)
ograniczajg si¢ wowczas do dwéch warunkéw dla naprezen promieniowych i stycznych
na brzegu zewngtrznym tarczy (o = 1), natomiast dwa pozostate warunki dla przemiesz-
czen promieniowych i obwodowych w §rodku tarczy (¢ = 0) spelnione sa tozsamosciowo.
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Pesmome

HATIPSDKEHHOE U JEDPOPMHPOBAHHOE COCTOSHMS B POTOPE C MAJIBIM UHUCJIOM
BOKOBBIX PAIHMAJIBHBIX JIOIIATOK

B pabGore pmarorca ofmue AudepeHImanbHbIe YpaBHEHHSA, OMMCHLIBAIOLUME NEPEMEILEHHMSI BO Bpa-
IIAIOLIEMCA JUCKE TOCTOAHHON TOJIIMHBI, 3aKPEIUIEHHOM Ha HeAedOpMHPYEMON CTYIHIE M HArpy>eH-
HOM CODCTBCHHBIMHM LEHTPOOGEXKHBIMH CHIIAMH, 2 TAKXKE IIOBEPXHOCTHBIMH, HAIIPABJICHHLIMH PAJHAIBHO
H HECUMMETDHYHO PACIIOJIOXKEHHBIMHM Cisiamu p (o, (), H300parkaroliumi BO3AEHCTBHE JONATOK.

Ilpn pewrenun audpepeHIManbHBIX YPABHEHHH PafdaibHble CHUJIbI BO3AEHCTBHS JIONMATOK IIPHHATHI
B BUAE NOJMHOMA M PACIIPEMIEJIEHB] IO OKPY)KIIOCTH B BHJAE TPHIOHOMETPHUUECKON NMOCNEA0BATENBHOCTH
¢ nepuoaom 2m/m — uMcio sonarok). HensBecTHble KO3MDULIHEHTHI IMOMMHOMA OMPEAEIIAIOLIETO JTH-
HeAuy1o cuny p(o) Obliu HAHOEHBI MIYTEM CPABHEHHA pagHanbHbIX NEPEMELIEHHI ANCKA M JIONAaTKH B He-
CKOJIBKHX JECATKAX TOYEK PACIIOJIOMKEHHBIX BOOJB JionaTi. IIpeano/eHHbId METON pacueTa HimioCTpH-
PYETCS1 UHCJECHHBIM TIDHMEDOM.

Summary

STATE OF STRESS AND STRAIN IN A ROTOR WITH A SMALL
NUMBER OF RADIAL SIDE BLADES

The general system of differential displacement equations is given, describing the problem of a rotating
circular disc of constant thickness and a rigid hub loaded by centrifugal forces and by radial, axially non-
symmetric surface forces p(o, ®) representing the action of side blades (Fig. 1).

The radial force is assumed in the form of a polynomial and expanded in the circumferential direction
into a trigonometric series of period 2n/m (m — number of blades). The unknown coefficients appearing
in the polynomial describing the line force p(g) are found by equating the radial displacements of the disc
and the blade in about 30 points located along the blade. This method is illustrated by a numerical example.
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