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1. Wstep

Jednym z podstawowych zagadnien analizy ukladéw dynamicznych jest badanie sta-
bilnoéci ruchu. W teorii deterministycznej, opisujacej ruch ukladu za pomocg aparatu
analizy matematycznej, badania stabilnosci sa daleko zaawansowane i mozna powiedziec,
7e w chwili obecnej dla ukladéw dynamicznych dyskretnych istnieje teoria stabilnoéci
ruchu (por. np. [1, 2]). W tej teorii, podstawy ktdrej zwiazane sa gldwnie z nazwiskiem
Lapunowa, pojecia stabilnoéci i cala analiza oparte sa na deterministycznym charakterze
ruchu i jego zaburzen. .

W analizie stochastycznego ruchu ukladéw dynamicznych zagadnienie stabilnoéci
jest réwniez bardzo istotne. W tym przypadku jednak, ze wzgledu na stochastyczny cha-
rakter ruchu, pojecia stabilno$ci musza by¢ oparte na probabilistycznych charakterysty-
kach odpowiednich zdarzen i sprecyzowane w jezyku teorii prawdopodobiefistwa. Ponie-
waz w okre§leniach stabilnosci zasadnicza rolg odgrywa pojecie granicy oraz takie po-
jecia, jak male zaburzenie ruchu itp., ktdre moga mied rézny probabilistyczny sens, to
nalezy sie spodziewaé, Ze i1o§¢ roznych definicji stabilno$ci stochastycznej bedzie znacznie
wigksza niz w przypadku stabilno$ci klasycznej. Tak jest istotnie, na przyktad zwykle
pojecie stabilnosci (wedtug Lapunowa) czy stabilnoéci asymptotycznej moze by¢ w przy-
padku ruchu stochastycznego zdefiniowane co najmniej w trzech réznych sensach — wedtug
prawdopodobienstwa, w sensie §redniokwadratowym i w sensie prawie na pewno.

W ostatnich latach zagadnienia stochastycznej stabilnosci ruchu (podobnie jak inne
zagadnienia dotyczace stochastycznych réwnan rdzniczkowych) sa intensywnie badane
i w chwili obecnej istnicje w tej dziedzinie bogata literatura. Sprecyzowano podstawowe
pojecia stabilno$ci stochastycznej oraz podano wiele waznych twierdzed i metod dla réz-
nych klas uktadéw dynamicznych i przy réznych zalozeniach odnoénie wiasnosci wymu-
szen losowych i stochastycznych parametréw ukladdw.

Pierwsze uwagi na temat probabilistycznego traktowania stabilnofci ruchu pochodza
Jjuz z lat trzydziestych [5, 6, 7], natomiast w roku 1955 ukazata sie praca [8], w ktorej za-
warte jest pewne kryterium stabilnodci stochastycznej (wyraZone przez warto§¢ gestosci
widmowej rozwigzania) dla réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego, ktdrego wspot-
czynnik jest procesem stochastycznym gaussowskim i stacjonarnym. Pewne uwagi zwig-
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zane ze stabilnoécia ukladéw z losowym wymuszeniem zawiera tez praca [9]; wbrew
tytutowi dotyczy ona jednak innych jakoSciowych kwestii dla réwnan nieliniowych z lo-
sowym wymuszeniem {(np. istnicnie rozwigzan stacjonarnych).

Pierwsze wazniejsze 1 ogdlniejsze rezultaty dotyczace stochastycznej stabilno$ci ruchu
zawieraja prace [10, 11] oraz [12, 13] rozpoczynajace jednocze$nie okres intensywnych
badan przypadajacy w tej dziedzinie na ostatnie dziesigciolecie. W pracach tych autorzy
podali podstawowe pojecia stabilno$ci stochastycznej oraz wprowadzili wazne kryteria
dotyczace stabilno$ci wedhug prawdopodobienstwa i w sensie §redniokwadratowym.
Nalezy podkresli¢, ze w pracach [10, 12], ktére powstaly niezaleznie i zawieraja rezultaty
podobne, po raz pierwszy zastosowano aparat funkeji Lapunowa do badania stabilnoci
stochastycznej. W latach szesédziesigtych otrzymano szereg bardzo interesujacych i ogol-
nych rezultatéw dotyczacych réznych typow stabilnosci stochastycznej i innych pokrew-
nych zagadnied (np. ograniczono$¢ i stacjonarno$é rozwiazand réwnaii stochastycznych,
stochastyczna stabilizacja niestabilnych ukladéw deterministycznych itp.), rezultaty te
zwigzane sa przede wszystkim z takimi nazwiskami, jak CAUGHEY, GICHMAN, HASMIN-
sk11, KOZIN i in.

W chwili obecnej, najwazniejsze rezultaty otrzymane w badaniach stabilnoéci stochas-
tycznej dotycza ukladoéw dynamicznych, ktérych wymuszenia sa procesami stochastycz-
nyini o charakterze bialego szumu, gdyz wtedy mozna zastosowaé teorig proceséw Marko-
wa, a dokladniej aparat stochastyczny réwnan Ito (por. np. [14, 15, 16, 17, 18]). Badanie '
stabilno$ci przy wymuszeniach innych typéw jest trudniejsze, dlatego szereg autoréw
ograniczalo si¢ do badania stabilnodci tylko ukladéw liniowych (por. np. [19, 20, 21])
lub ukladéw nieliniowych specjalnej postaci (np. [21]); jednakze dla szerszej klasy uktadow
nielinfowych otrzymano réwniez interesujace rezultaty (por. np. [22, 23, 24)).

Mimo Ze istniejace obecnie badania nie sa wystarczajace i wiele zagadnief nie ma jesz-
cze rozwigzania, to jednak sa one na tyle zaawansowane, Ze bez watpienia stanowig pod-
stawe dla przyszlej teorii stochastycznej stabilno$ci ruchu.

Celem tego artykulu jest uporzadkowanie i syntetyczne omdwienie podstawowych
pojeé oraz najwazniejszych istniejacych obecnie rezultatéw dotyczacych stochastycznej
stabilnoéci ruchu ukladéw dynamicznych dyskretnych. Na zakonczenie podamy pewne
uwagi na temat innych stochastycznych zagadnien jako$ciowej analizy ukladéw dyskret-
nych. :

2. Stabilno$€ ruchu, Zagadnienia deterministyczne

Zanim przystapimy do omawiania zagadnien stabilnoci stochastycznej, przytoczymy
kilka podstawowych faktow dotyczacych klasycznej (tj. deterministycznej) stabilnoéci
ruchu. Z przytoczonych tutaj pojec 1 oznaczen bedziemy korzystali w dalszych rozwaza-
niach. '

Niech ruch uktadu dynamicznego bedzie opisany przez ukiad réwnaf (w postaci wek-
torowej)

. dy
@1 - = F@. ),
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gdzie ¢t oznacza czas (fo S ¢ < +00), zas y(1) =[y,(0), ..., y, (D], F(t, y) = [F\(1, ), ...,
E,(t, »]; y(¢) jest funkcja niewiadoma. Funkcja wektorowa F(t, y) jest okre§lona na ilo-
ciynie kartezjanskim przedziatu czasu 7' i pewnego obszaru D, e R". Przestrzeli R" nazywa
sie przestrzeniq fazowq uktadu (2.1).

Warunki poczatkowe dla ukiadu (2.1) maja postaé

(2.2) y(t) =y =00, 0.

Zakladamy, Ze funkcja F speinia zaloZenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci
rozwiazania zagadnienia poczatkowego (2.1)-(2.2) — por. np. [4].
Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (2.1), (2.2) ma postaé

(2.3) y=9@) =0 0y%, @) =I[p @), ... p.(0)].

Funkcja (2.3) okres$la w dowolnej chwili ¢ potoZenie poruszajacego sie punktu, ktdry
w chwili poczatkowej ¢ = £, znajdowal si¢ w punkcie y° e D,. Mdwi sig, Ze rozwigza-
nie (2.3) okreSla ruch vktadu dynamicznego (2.1) w przestrzeni fazowej. Krzywa przed-
stawiona réwnaniem (2.3) opisujaca ruch nazywa sig¢ trajektorig ruchu. Wektor zerowy
dla odroznienia od liczby zero bedziemy oznaczali: 0 = (0, ..., 0).

Okredlenie 2.1. Rozwigzanie (lub ruch niezaburzony) ¢(f) ukladu (2.1) nazywa sig
stabilnym (wedtug Lapunowa), jezeli dla dowolnego f, € T' 1 dowolnego ¢ > 0 istnieje
takie 6 = 8(z,, &) > 0, Ze jeZeli dla dowolnego rozwiazania y(¢) ukiadu (2.1)

2.4 [y (2e)—@ )l < 6,
to dla wszystkich ¢ > ¢,

2.5) y(D—eOIl < e,
gdzie [| [| oznacza norme¢ w przestrzeni R".

Innymi stowy, rozwigzanie ¢(r) jest stabilne, jezeli rozwigzania, ktdre lezg dostatecznie
blisko niego w'chwili ¢ pozostaja dowolnie blisko niego réwniez dla ¢ > f,.

Jezeli warunki powyZszego okreflenia nie sa spelnione, to ruch nazywa si¢ niestabil-
nym. Jezeli liczbg¢ 6 mozna wybraé niezaleznie od f,, tj. 6 = d(¢), to méwiny, Ze stabil-
no$¢ jest jednostajna.

W szczegblnym przypadku, gdy F(¢,0) = 0 rozwiazanie trywialne (potozenie réwno-
wagi) @(¢) = 0 jest stabilne, jezeli dla dowolnego £ > 0 i dowolnego t, € T istnigje takie
8 = d(s, ty) >0, 2e z nieréwnosci

(2.6) bl < b
wynika nieréwnoéé

2.7 MOl <e dla > t,.

Przez odpowiednia zamiang zmiennych zagadnienie o stabilnoéci dowolnego rozwiazania
zawsze mozna sprowadzi¢ do badania stabilnoéci rozwigzania trywialnego (por. np. [2]).

OkreSlenie 2.2. Rozwigzanie (ruch niezaburzony) ¢(¢) uktadu (2.1) nazywa sig asymp-
totycznie stabilnym, jeZeli jest ono stabilne (wedlug Lapunowa) oraz

28 lim |1y ()= @ ()] = .
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Jezeli rozwigzania y(¢) daza do ¢(¢) przy ¢ — co jednostajnie wzgledem ¢, to mdwimy,
ze asymptotyczna stabilno$é jest jednostajna wzgledem 7. W szczegdlnodci, rozwiazanie
trywialne @(f) = 0 jest asymptotycznie stabilne, jezeli jest stabilne oraz przy |[|y(¢,)|| < 0
(2.9) }imy(t) = 0.

Powyisze okreSlenia nic nie méwia o wielkosci zaburzen poczatkowych (czyli o wielko-
éci liczby ). Obszar G zaburzen poczatkowych, tj. przy ustalonym ¢ obszar [|y(zo)|| < M,
(gdzie M dana liczba), dla ktérego zachodzi relacja stabilnoci asymptotycznej (2.9), na-
zywa sig obszarem stabilnoSci asymptotycznej (lub obszarem przyciggania polozenia réw-
nowagi @(f) = 0). Wazny jest przypadek, kiedy obszar asymptotyczne] stabilnosci G jest
calg przestrzenia fazows. '

Okrelenie 2.3. Jezeli @(2) jest stabilne (wedlug Lapunowa) i relacja (2.8) jest prawdzi-
wa dla wszystkich rozwiazan y(¢) niezaleznie od ich warto$ci poczatkowych (tj. G = R¥),
to méwimy, e rozwigzanie (ruch) p(t) jest asymptotycznie stabilne globalnie.

Oprécz pojeé okreslonych wyzej, w badaniach stabilnosci zostaly wprowadzone jesz-
cze inne wazne pojecia, np. stabilno§é eksponencjalna, stabilnoéé warunkowa, stabilno$é
ze wzgledu na zaburzenia dzialajace w sposéb ciggly, stabilnoéé techniczna i inne (por.
np. [3]).

Badanie stabilno$ci jest najprostsze w przypadkach, kiedy réwnania rézniczkowe opi-
sujace ruch ukladu dynamicznego mozna rozwigzaé explicite. Podstawowa klasa takich
réwnan sa réwnania liniowe o stalych wspdlczynnikach. W zagadnieniach praktycznych
spotykamy jednak uktady nieliniowe, dla ktérych nie mozna znalezé rozwiazania doklad-
nego; analiza stabilno$ci takich uktadéw jest trudniejsza i wymaga specyficznych metod.

Najprostsza i1 historycznie pierwsza metoda badania stabilno$ci vkladéw nieliniowych
opisanych rdwnaniami postaci (2.1) polega na tym, Ze dane réwnania nieliniowe
linearyzuje si¢ i o stabilnoSci (wzglgdnie niestabilno$ci) orzeka sie na podstawie réwnan
liniowych — tzw. réwnar pierwszego przyblizenia, tj. réwnan postaci

(2.10) %=2aij(t)yj, i=1,2,...,1,

i=1 .
gdzie zwykle zakltada sig, ze a;(¢) = a;; = const. Mimo Ze metoda ta nie jest ogdlna,
istnieje jednak pewna klasa uktadéw nieliniowych, dla ktérych kwestie stabilnodci mozna
rozstrzygaé w oparciu o pierwsze (liniowe) przybliZzenie. Jak zobaczymy w dalszych roz-
wazaniach, procedura ta moze byé réwniez stosowana w badaniach stabilnoéci stochas-
tycznej.

Podstawowa metoda badania stabilno$ci jest tzw. druga metoda Lapunowa. Jej istota
polega na tym, ze (nie rozwigzujac réwnan ruchu) kryteria stabilnosci i niestabilnosci
formutuje sig¢ w oparciu o wlasnoéci pewnych funkcji zwigzanych z danym ukladem réw-
nan — zwanych funkcjami Lapunowa. Wprowadzenie funkcji Lapunowa okazalo sie
bardzo trafne i dalo podstawe dla wielu ogdlnych metod analizy jako§ciowej ukladéw
dynamicznych. Obecnie w oparciu o funkcje Lapunowa mozna rozstrzygaé kwestie sta-
bilnosci, badaé problemy optymalnej stabilizacji ukladéw dynamicznych oraz analizowag
inne zagadnienia jako$ciowe réwnah rézniczkowych (por. np. [2, 3]). Pojecie funkcji
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Lapunowa okazato si¢ réwniez bardzo istotne w badaniach stochastycznej stabilno$ci
ruchu.
Niech V(t,y) = V(¢, yy, .., »,) bedzie funkcja okreslong i ciagta w zbiorze Z, =
= {a<t<oo, [yl <h} -
Rzeczywista, skalarna i ciagla funkcja V(#, y) nazywa si¢ funkcjq stalego znaku (znaku
dodatniego lub znaku ujemnego) w Z,, jezeli V(z, y) = 0 lub V(z, y) < 0 dla (¢, y) € Z,.
Funkcja V(¢, y) nazywa si¢ funkcja okreslonq dodatnio (w sensie Lapunowa) w Z,,
jezeli istnieje ciagla funkcja skalarna W(y) okre$lona dla ||y|| < h taka, Ze

Vg, )= W@ >0 da ||yl|#0,
@.11) vz, 0) = W(0) = 0.

Analogicznie, funkcja V(¢, ») nazywa si¢ funkcja okreslong ujemnie w Z,, jezeli istnieje
W(y) taka, ze

Vi, s —wWH) <0 dla [yl #0,

V(t,0) = wW(0) = 0.

Funkcja okre$lona dodatnio lub ujemnie nazywa sie funkcja okreslonego znaku.

W szczegdlnosei jezeli V nie zalezy od ¢, tj. V' = V(»), to jest ona okreslonego znaku,
jezeli (—1)"V(y) > 0 dla ||y|| # 0 i V(0) = 0, przy czym dla funkcji okre§lonej dodatnio
B =0, a dla funkcji okre$lonej ujemnie § = 1.

Méwi sig, ze funkcja V(¢, y) posiada nieskonczenie maia granice przy y — 0, jezeli dla
dowolnego & > 0 istnigje liczba § > 0 taka, ze

Ve, i <e dla |lyll<d, te(,c).

(2.12)

Zauwazymy, ze jezeli V = V() jest funkcja ciagla (niezalezng: od 1) i taka, ze V(0) = 0,
to V(») posiada nieskoficzenie mata granice przy y — 0. Analiza stabilnoéci przy pomocy
drugiej metody Lapunowa oparta jest na badaniu zachowania sie funkcji V(¢, y) wzdtuz
trajektorii rozwazanego ukiadu réwnan rézniczkowych.

Niech funkcja V = V(¢, y) bedzie okre§lona i ciagla wraz z pochodnymi czastko-
wymi pierwszego rzedu w zbiorze Z,.

Okre§lenie 2.4. Funkcja

av oV \_1 v

(2.13) =V =5+ 2w,

F;= & —l—F gradV

nazywa si¢ pochodnq funkcji V(t ¥) ze wzgledu na uklad (2.1). Operacja przyporzadko-
wujaca funkeji V jej pochodna ¥ ze wzglgdu na uktad (2.1) jest niekiedy nazywana opera-
torem Lapunowa.

A oto trzy podstawowe twierdzenia Lapunowa por. [2, 3].

Twierdzenie 2.1. (pierwsze twierdzenie Lapunowa). Jezeli dla uktadu (2.1)istnieje do-
datnio okrelona funkcja skalarna V(¢, y) posiadajaca pochodng V(t, y) ze wzglegdu na
ukiad (2.1) znaku ujemnego, to rozwiazanie trywialne ¢ = 0 danego ukladu jest stabilne
wedlug Lapunowa.

Twierdzenie 2.2.(drugie twierdzenie Lapunowa). Jezeli dla uktadu 2.0 1stn1eje do-
datnio okre§lona funkcja skalarna V(t, y) posiadajaca nieskoficzenie maty granice przy
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y — 0 oraz majaca ujemnie okreélona pochodna V(z, y) ze wzgledu na uklad (2.1), to roz-
wiazanie trywialne danego ukladu jest asymptotycznie stabilne.

Twierdzenie 2.3. (trzecie twierdzenie Lapunowa). Niech dla uktadu (2.1) istnieje funk-
cja V(t, y) posiadajaca nieskonczenie maly granicg przy y — 0 oraz majaca pochodna
V(t, ¥) ze wzgledu na ukiad (2.1) okreslonego znaku. Jezeli dla pewnego ¢’ > a w dowol-
nym otoczeniu ||y|} < 4 (4 < h) znajdzie si¢ punkt (¢, y"), dla ktérego znak funkcji
jest taki sam jak znak pochodnej V, tj. taki, ze

V', y W', y) >0,
to rozwigzanie trywialne ¢ = 0 ukfadu (2.1) jest niestabilne wedlug Lapunowa.

Okreélenic 2.5. Funkcje V(¢, y) czynigce zado$¢ warunkom twierdzen 2.1, 2.2, 2.3 na-
zywaja sie funkcjami Lapunowa (odpowiednio I, II i IIT rodzaju).

3. Podstawowe pojecia stabilno$ci stochastycznej

Pojecia stabilnodci przytoczone w poprzednim paragrafie przestaja by¢ uzyteczne, je-
zeli rozwazamy stochastyczny ruch ukladéw fizycznych. Koncepcje stabilnoéei takiego
ruchu (koncepcje stabilnoéci stochastycznej) musza uwzgledniaé jego probabilistyczny
opis 1 wyrazaé pojecia stabilnosci w terminach charakterystyk odpowiednich zdarzen
losowych. W literaturze istnicje szereg réznych pojec stochastycznej stabilnoéei ruchu;
tutaj przytoczymy najwazniejsze z nich.

Niech ruch ukiadu dynamicznego bedzie opisany przez uklad réwnan stochastycznych
(w postaci wektorowej)

G | o = FIY@), 6 (),

gdzie F jest funkcja wektorowa, za$ X(¢) 1 ¥(¢) oznaczaja procesy stochastyczne wektoro-
we. Nie ograniczajac ogdlnoéci mozna przyjac, ze F(0, ¢, X(¢)) = 0 i badaé stabilnosé
rozwigzania trywialnego Y(¢) = ¢(¢) = 0.
Okreslenie 3.1. Rozwigzanie trywialne (ruch niezaburzony) ukladu (3.1) nazywa sig:
a) stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli dla dowolnych (dowolnie matych) liczb
e > 01 6 > 0 istnieje taka liczba r > 0, ze dla dowolnego rozwiazania Y (¢) uktadu (3.1),
ktére w chwili ¢ = £, spelnia warunek '

1200 = 1Y)l < r,
jest dla wszystkich ¢ > ¢, spetniona jedna z nieréwnosci
(3.2) P LY (3O, b, )|| < &} > 16,
(32 PAIIYOO, to, DIl > €} < 6,
lub nier6wno$¢ silniejsza (por. [15, 17])
(3.2 lim P{sup||Y(y°, to, 1)|| > &} = 0;

o[>0 =1

w relacjach (3.2) i (3.2") P,{||Y|| = ¢} oznacza prawdopodobienistwo tego, Ze w chwili
t 2 1o jest spetniona nierédwno$é ||\Y (3°, to, 1)|| = ¢;
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b) asymptotycznie stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli jest ono stabilne wedtug
prawdopodobienstwa i oprécz tego dla dowolnego & >0 i dla wszystkich rozwigzasn,
dla ktérych |[y°]| << M, spelniona jest nieréwnoéé
(33) mP, {[[YOO, to, DIl < e} =1,

{—>w

gdzie M jest stala okreSlajaca obszar stabilno$ci asymptotycznej;

c) asymptotycznie stabilne globalnie wedlug prawdopodobieristwa, jezeli relacja (3.3)
jest prawdziwa dla dowolnego y° € R', tj. M = co.

W pracy [12] zostalo podane nieco inne okreSlenie asymptotycznej stabilnosci global-
nej wedlug prawdopodobienstwa.

Okreslenie 3.2. Rozwigzanie trywialne ukiadu (3.1) nazywa sie:

a) stabilne Srednio z potegq p (krotko p - stabilne), jezeli dla dowolnego & > 0 istnieje
takie r > 0, ze dla wszystkich rozwigzan Y(f) uktadu (3.1), dla ktérych

Nyl = 1Y ()l] <1,
spelniona jest dla ¢ 2= ¢, nieréwnoé¢
(3.4) E{JIY(O®, to, DIIP} <&, p=>0

(E oznacza warto$¢ przecigtna); :
b) asymptotycznie stabilne Srednio z potegq p (krdtko asympiotycznie p - stabilne),
jezeli jest ono p - stabilne i poza tym, dla t - o0

(3.5 E{[IY(°, 1o, HIIF} - 0;

jezeli powyzsza relacja zachodzi dla dowolnego y° € R", to mdéwimy, ze asymptotyczna
p - stabilnoé¢ jest globalna;

" ¢) eksponencjalnie stabilne $rednio z potegq p (krétko: ekspomencjalnie p - stabilne),
jezeli istniejg takie state liczby dodatnie N i «, ze dla wszystkich ¢ 2= ¢, zachodzi nieréwno$é

(3.6) E{|IY(°, to, I[P} < N[y°lIPexp[—alt—1o)].

Stabilno$¢ §rednia z potgga p (réwniez asymptotyczna, eksponencjalna), jak wynika z ok-
relenia, charakteryzuje stabilnoé¢ momentéw rozwiazania i jest réwniez nazywana sta-
bilnoscia momentéw. Dokladniej, jezeli spetniony jest warunek (3.4) [odpowiednio (3.5)
1 (3.6)], to czgsto mdwi sie, Ze moment rzedu p rozwigqzania jest stabilny (odpowiednio —
asymptotycznie stabilny, eksponencjalnie stabilny) w otoczeniu rozwigzania trywialnego
(por. [18, 26]).

Jezeli p = 2, to méwimy, Ze rozwigzanie trywialne jest stabilne (asymptotycznie sta-
bilne, eksponencjalnie stabilne) Srednio z kwadratem.

Okreslenie 3.3. Rozwiazanie trywialne ukladu (3.1) nazywa si¢ stabilne prawie na pew-
no ([22, 270) lub z prawdopodobieristwem jeden, jezeli dla dowolnego rozwiazania Y(r)
ukfadu (3.1) takiego, Ze ||¥(%o)|| < r, wszystkie realizacje procesu Y(#) oprécz co najwy-
Zej ich zbioru o prawdopodobiefistwie zero sa stabilne.

Analogicznie okre§lamy stabilno§¢ asymptotyczna i stabilno§¢ eksponencjalng prawie
na pewno.

W pracach [19, 21] przyjete jest nastepujace okreSlenie: rozwiazanie trywialne ukladu
(3.1) jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno (lub) z prawdopodobieristwem jeden ze
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wzgledu na obszar D < R, jezeli dla kazdego rozwiazania Y(»°, to, 1) uldadu (3.1) takiego

ze y° € D mamy
3.7) 1Y(5°, 16, DIl = 0 prawie na pewno,
I c0

tj. dla dowolnego & > 0 istnicje takie 7, ze
(3.8) lim P{sup||Y (3°, o, )|| > &} = 0.

Tow 12T
Dla autonomicznych ukfadéw liniowych i stacjonarnego procesu X(¢) powyZsze okres-
lenie jest réwnowazne okresleniu 3.3.

Niech @(r) = @[Y(-), t] bedzie pewnym nielosowym funkcjonalem (skalarnym, wek-
torowym itp.) okre$lonym na rozwiazaniach Y(»°, t,, ¢t) uktadu (3.1) zaleznym od ¢ €[0, o0)
jak od parametru i spetniajacym warunek &[0, t] = 0.

Okreflenie 3.4, Mowimy (por. [28)), Ze funkcjonal @ jest stabilny, jeZeli dla dowolnego
& > Oistnieje takie r > 0, ze dla kazdego rozwiazania Y(¢) ukadu (3.1) takiego, Ze ||y°|| =
= ||Y{tx)|| < rjest dla z = t, spelniona nieréwnosé

(3.9) |PLY (), 1] < &5

funkcjonal @ nazywa si¢ asymptotycznie stabilny, jezeli istnieje takie M > 0, zZe jezeli
[[Y(1o)il < M, to
(3.10) lim @[Y(.), t]=0.

t—w
Najprostszymi funkcjonatami @[¥(-), t], ktérych stabilno$é jest waZna w zastosowa-
niach, sa momenty rozwigzan uktadu réwnan (3.1), np. momenty pierwszego i drugiego
rzedu

3.11) PY(), 1= E[Y(D], BIY(), 1= EXOY ().

W pierwszym przypadku @ jest funkcjonalem wektorowym, w drugim — macierzowym.

Tak wigc, w przypadku szczegélnym kiedy funkcjonat @ jest momentem dowolnego
1z¢du p > 0 rozwiazania, stabilno$é funkcjonatu @ oznacza stabilno$é momentéw (okres-
lenie 3.2).

Podane wyzej okreSlenia dotycza stabilnosci stochastycznej ze wzgledu na zaburzenia
warunkéw poczatkowych. Mozna réwniez wprowadzi¢ odpowiednie pojecia stabilnoéci
stochastycznej ze wzgledu na ciagle dzialajace zaburzenia.

Niech bedzie dany uklad

dy

A 3. ﬁ.:
(3.12) = F0
oraz uktad zaburzony
dy
(3.13) = F(Y, )+ R(1),

gdzie R(r) jest procesem stochastycznym.
Okreslenie 3.5. Rozwigzanie trywialne (ruch niezaburzony) ukladu (3.12) nazywa sig
stabilne wedlug prawdopodobieristwa ze wzgledu na ciggle dzialajgce zaburzenia male w sen-
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sie $rednim, jezeli dla dowolnego procesu R(?) i y° e R" dowolne rozwiazanie Y(1) =
= Y(y°, t,, t) ukiadu (3.13) dazy do zera wedlug prawdopodobiefistwa, gdy

(3.14) 1p°l+sup E||R(@)]| - 0,

t=10y
tj. dla dowolnego ¢ > 01i d > 0 istnieje takie y > 0, Ze z nieréwnofci
[1y°ll+sup EJ|R(]] <y

=19
wynika, ze dla t > ¢,
P{IY(°, to, || > &} < 4.

Okreslenie 3.6. Rozwigzanie trywialne uktadu (3.12) nazywa si¢ stabilne Srednio z wyklad-
nikiem p ze wzgledu na ciggle dzialajgce zaburzenia male w sensie Srednim z wykladnikiem r,
jezeli dla dowolnego procesu R(t), y° € R" i dla dowolnego rozwiazania Y(¢) = Y(3°, to, 1)
ukiadu (3.13) takiego, Ze

(3.15) el +sup E{IRMII} -0, r>0,
>0
mamy dla ¢ = ¢,
(3.16) sup E{||Y(3°, to, 1P} = 0, p>0.
R 4 ()

Zamiast ukladu (3.13) mozZna rozpatrywaé uktad ogdlniejszy

3.17) "% — F(Y,)+RI[Y, t, X(1)].
Wtedy w okreSleniach 3.5 i 3.6 warunki (3.14), (3.15) nalezy zamieni¢ warunkiem
(3.18) ||y°||-I~SUPE{S§1PIIR[Y, t, X(ONlI"} — 0.

>0

Przytoczone okreflenia nie wyczerpuja wszystkich mozliwych koncepcji stabilnoéci
stochastycznej; w literaturze mozna spotkaé jeszcze inne uZyteczne pojecia (por. np. [30,
31, 32, 33, 34, 57]). Na przykiad w pracach [33, 34] zostaly wprowadzone j)ojqcia stabil-
noici entropijnej oraz zupetnej stabilnoéci statystycznej interesujace przede wszystkim
w analizie uktadéw z losowymi warunkami poczatkowymi.

OkreSlenie 3.7. Uklad charakteryzuje si¢ ogdlng stabilnosSciq entropijng, jeZeli jego
entropia (jednowymiarowa) H(t) przy ¢t - +oo dazy do —oo. Jezeli entropia H(z) mono-
tonicznie maleje przy wzroScie t, to mdwimy, Ze uklad charakteryzuje si¢ ogdlna mono-
toniczng stabilno$cig entropijna.

Niech ruch niezaburzony ukladu odpowiada rozwiazaniu trywialnemu. Niech w chwili
poczatkowej ruch zaburzony ukladu bedzie scharakteryzowany przez zmienng losowa
o funkcji gestosci

'f(.ylayZa vy Uns tO) =fo()’1aJ’2, "'ayn)'

Okreglenie 3.8. Ruch niezaburzony jest statystycznie stabilny przy rozkladzie poczqrko-
wym [y, jezeli przy tym rozkladzie gestoéé prawdopodobienstwa f(yy, Y2, «-+y Yuss 1) T0Z-
wigzania, przy ¢ — co dazy do delty Diraca, tj.

(319) f(ylsy?.,"'ayn; t)_) 6(_}’1,)’2,---,)’"), Przyt_’oo-
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Jezeli warunek (3.19) zachodzi dla dowolnego rozkladu poczatkowego fo, to ruch nieza-
burzony charakteryzuje si¢ zupelng stabilnosciq statystyczng.

Yatwo zauwazyé, Ze jezeli ma miejsce stabilno$¢ statystyczna zdefiniowana w okres-
leniu 3.8, to wszystkic momenty rozwiagzania daza do zera przy t — o i odwrotnie.

W nastepnych paragrafach omdéwimy najwazniejsze rezultaty otrzymane w analizie
stabilnoéci stochastycznej wedlug przytoczonych tutaj definicji.

v 4, Stabilno$¢ wedlug prawdopodobienstwa

4.1. Uklady opisane przez réwnania stochastyczne Ito. W tym paragrafie omdéwimy naj-
wazniejsze kryteria stabilnodci stochastycznej scharakteryzowane przez okreflenie 3.1,
tj. stabilno$ci wedtug prawdopodobienstwa. Najpierw scharakteryzujemy rezultaty doty-
czace uktadéw, na ktére dziatajg wymuszenia o charakterze bialego szumu, tj. uklady
opisane przez stochastyczne réwnania rézniczkowe Ito. Analiza stabilnosei takich ukta-
déw zostala rozpoczeta przez HASMINSKIEGO [15] 1 do niego naleza najwazniejsze rezul-
taty (por. [15, 17]).

Niech ruch uktadu dynamicznego quzxe opisany przez réwnanie (w posta01 wekto-
rowej)

“.1) ({TY_ FlY(@),l+elY (@), 11X @),
gdzie X(¢) jest wektorowym procesem bialego szumu, F(y,t) = [F,(y,t), ..., F,(y, )],
za$ o(y, t) = {0;;(y, 1)} oznacza macierz o wymiarach nxn.

Pochodna w powyZszym réwnaniu nie moze byé rozumiana w zwyklym sensie, gdyz
X() jest dystrybucja losowa. Scista interpretacja réwnania (4.1) bez korzystania z aparatu
dystrybucji losowych oparta jest na teorii stochastycznych réwnan Ito. W tej interpretacji
réwnanie (4.1) jest symbolicznym zapisem nastgpujgcego réwnania dla rézniezek

4.2 dY () = F[Y (@), tldt+c[Y (1), (1dZ(2),
gdzie Z(2) jest procesem Wienera (procesem ruchu brownowskiego); bialy szum jest uogél-
dz (1)

niong pochodng procesu Z(r), tj. X(¢) = Réwnanie (4.2) nazywa si¢ stochastycz-

nym. réwnaniem Ito i posiada rozwinigta teori¢ (por. [18]).

Przy dosé ogblnych zalozeniach odnosnie funkcji wektorowej F(y, t) i funkcji macie-
rzowej o(y,t) istnieje jednoznaczne rozwiazanie Y{(t) = Y(3°, ¢4, t) réwnania (4.2) spel-
niajgce warunek poczatkowy Y(¢) = y® 1 jest ono dyfuzyjnym procesem Markowa.
- Bedziemy zakladali, ze Fi(0,¢) = 0, 0,)(0,() = 0; wtedy rownanie (4.2) posiada try-
wialne rozwiazanie Y(¢) = 0 odpowiadajace warunkowi y° = 0.

Z réwnaniem (4.2), dokladniej z procesem dyfuzyjnym Y(¢), jest zwigzany operator

(por. [18])

)

gdzie 4,(y,1) = Fi(y,t), {B;;} = B = 00*; 0* — macierz transponowana wzgledem o.
Obszar okreSlonoéci operatora L jest zbiorem funkcji dwukrotnie w sposéb ciagly réz-
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niczkowalnych wzgledem x i w sposdb ciagly rézniczkowalnych wzgledem 1, oprécz co
najwyzej punktu y = 0. Oczywiscie, dla o;;(y, 1) = 0 (uklad deterministyczny) operator L
jest operatorem Lapunowa.

Zalézmy, ze wspotczynniki uktadu (4.2) sq niezalezne od czasu [proces jednorodny
w czasie; wtedy L(y, 1) = L(y)] oraz ze drugi sktadnik operatora L; jest niezwyrodnia-
tym operatorem eliptycznym, tj. istnieje funkcja ciagta m(y) dodatnia dla y # 0 taka,
Ze dla wszystkich rzeczywistych A spetniona jest nierdwnoéc

(4.4) DBy ad; = m) DA,
i=1

1,j=1

Stosujac teorig proceséw Markowa oraz pewne wlasnoéei eliptycznych operatoréw
rézniczkowych, HAasMINSk1 [15] wykazal nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 Rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) o wspSlczynnikach niezalez-
nych od czasu i macierzy o(y) takiej, Ze spetniony jest warunek (4.4), jest stabilne wedlug
prawdopodobienistwa [w sensie (3.2")] wtedy 1 tylko wtedy, jezeli istnigje ciagla nieujemna
funkcja V(y) znikajaca tylko dla y = 0, dla ktérej

4.5) L V(y)<.0.

Dla procesu niejednorodnego w czasie odpowiadajacemu operatorowi L(z, y) prawdziwy
jest nastepujacy warunek wystarczajacy [15, 28]. '

Twierdzenie 4.2. Na to, aby rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) byto stabilne wedhig
prawdopodobienstwa [w sensie (3.2'')] wystarcza, aby istniala dodatnio okre$lona funkcja
skalarna V(t, ), dla ktérej

(4.6) Lv(1,y)< 0.

Powyzsze twierdzenie jest uogdlnieniem twierdzenia Lapunowa 2.1 i redukuje si¢ do
niego jezeli ¢ = 0. Widzimy, ze operator L charakteryzujacy proces Markowa odgrywa
te samg tole, co operator Lapunowa w analizie stabilnoéci uktadéw deterministycznych.

Nastgpujace twierdzenie daje kryterium niestabilnoéci.

Twierdzenie 4.3. Na to, aby rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) o wspolczynnikach
niezaleznych od czasu i macierzy o(y) czyniacej zadoéé warunkowi (4.4) bylo niestabilne
wedtug prawdopodobiefistwa (w sensie (3.2")) wystarcza, aby istniala w pewnym otocze-
niu punktu y = 0 funkcja W(y) taka, e

“4.7) W)—> o, gy y-0, LW<O,

‘w dowolnym punkcie tego otoczenia oprocz samego punktu y = 0.

Z powyzszymi zagadnieniami zwiazane sa tez rozwazania Bucy [36], ktéry rozpatruje
réwnania Ito dla dyskretnych proceséw Markowa oraz prace KUSHNERA [23, 37, 38].
Kushner otrzymuje szereg istotnych rezultatéw. Miedzy innymi jego analiza pozwala
rozszerzy¢ zakres wynikéw Hasminskiego na przypadki, kiedy L nie jest operatorem
eliptycznym, poza tym praca [23] zawiera konstrukcje stochastycznej funkcji Lapunowa.

Na zakonczenie tego punktu rozwazymy dwa przyklady ilustrujace zastosowanie po-
wyZszych twierdzen. Otrzymamy réwniez pewne wnioski dotyczace stabilnosci rozwia-
zania trywialnego réwnania Tto wedhug pierwszego (liniowego) przyblizenia. Interesujace
1 wazne sa jednak bardziej ogdlne relacje migdzy stabilnoécia stochastyczna ukladdéw
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nieliniowych i stabilnoscia ich przyblizen liniowych. Kwestie te rozwazali NEWELSON
i HasmiNskir [17] oraz GicaMaN [28]. Podstawowy rezultat dotyczacy stabilnosci stochas-
tycznej wedtug pierwszego przyblizenia zawiera nastepujace twierdzenie [17], ktére mozna
uwazaé za rozszerzenie twierdzenia Lapunowa o stab1lno§01 wediug pierwszego przybli-
zenia na przypadek proceséw Markowa.

Twierdzenie 44. Na to, aby trywialne rozwigzanie ukladu

@8)  d¥i= Y [FOY PP Y, oo, Y)W

i=1

+ 2 Jk(z)YkaJ*(r Yy, ., Y)dZ,

k.j=1
byto asymptotycznie stabilne wedlug prawdopodobienstwa przy ¢ = to, wystarczy, aby
byly spetnione warunki:
1) rozwiazanie trywialne uktadu liniowego

4.9) av? = Y F( Y%+ D) o) YPdz,

j=1 k=1
bylo eksponencjalnie stabilne $rednio z pewna potega p > 0, 1 = to;
2) funkcje Fi(#) i of*(¢t) byly ograniczone przy ¢ > ¢, a funkcje ¥P i ¥/* spelnialy
w pewnym otoczeniu punktu y = @ warunek w postaci

(4.10) W yis s YIS plIpI
z dostatecznie matg statg y > 0.

Warunki na to, aby rozwiazanie trywialne uktadu liniowego (4.9) byto eksponencjal-
nie stabilne $rednio z potega p podamy w paragrafie nastepnym. Obecnie rozwazmy dwa
przyktady.

1. Rozwazmy uklad pierwszego rzedu w postaci (jednowymiarowy proces dyfuzyjny)
(a) dY = F(Y)di+o(Y)dZ,
wtedy operator L, wyraZa si¢ nastgpujaco:

L= FO) o+ LBy 2
ay 2 ay?
Zaldézmy, 7e
F@y) = Folyl+o(lyD,
B(y) = Boy*+o(y%), (Bo=0),
dla y —» 0.

Korzystajac z twierdzenia 4.1 oraz z twierdzenia 4.3 tatwo otrzymujemy nastepujacy

wniosek—twierdzenie: rozwiazanie trywialne réwnania (a) jest stabilne wedtug

., 1 .o . '
prawdopodobienstwa dla Fy < TBO 1 niestabilne dla Fy > %BO.

. . 1 . . . ,
Istotnie, 1) niech Fy < EBo; wezmy funkcje V(y) = |y|", gdzie y jest pewna liczba

“dodatnia mniejsza niz 1— %0—.
0
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Wtedy

1
L,V = [Fo|y|+0(|y|)17IyI’”Ur[EBoyﬂ—o(yz)ly(y-l)lyl"‘2 =
1
= Folyl"- v+ = Boy(y—=DIyI"+o (Iy1") =

1
= Y[y PFo+ - Boly—Dl+-o(Iyl) < 0

w dostatecznie matym otoczeniu punktu y = 0. Warunki twierdzenia 4.1 sq spelnione’
i rozwiazanie jest stabilne.

2) Niech Fy > 1/2B,; mozna wtedy atwo sprawdzi¢, ze funkcja ¥(y) = —In|y| czyni
zado$é twierdzeniu 4.3.

Z powyzszego twierdzenia — wniosku mozna otrzymaé pewne dodatkowe informacie.
Niech np. B(y) = o(y?), tj. B, = 0. Wtedy stabilno§¢ asymptotyczna wedlug pierwszego
przybliZzenia rozwigzania trywialnego ukladu deterministycznego

) & — F(r)

gwarantuje stabilno$§¢ wedlug prawdopodobienistwa procesu Markowa Y(¢) opisanego
rownaniem

© dY = F(Y)dt+ Y B(»)dZ(1).
W przypadku niestabilnoéci przybliZzenia liniowego dla procesu (b), rozwigzanie trywialne
uktadu (c) jest réwnieZ niestabilne.

Zauwazmy, ze niestabilne potozenie rownowagi ukladu liniowego (b) przechodzi w po-
tozenie stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli wprowadzimy losowos¢ postaci
VWX, tak aby tylko B, > 2F,. Tak wigc przytoczone twierdzenie — wniosek daje
metodg stabilizacji potoZenia réwnowagi pewnej klasy ukladdw pierwszego rzedu przez
wprowadzenie bialego szumu. Dla ukladéw rzedu wyzszego tak nie jest, wskazuje na to
nastepujacy przyklad.

2. Rozwazmy uklad

dy

dtl = Y,+o(Yy, Y2) Xy,
dy

dtz = _Y1+0(Y1, YZ)XZ:

gdzie X, (t) i X,(¢) sa niezaleznymi bialymi szumami.

Latwo sprawdzi¢, ze poloZenie réwnowagi y, = y, = 0 tego uktadu w nieobecnoéci
sktadnikéw losowych [o(y,, y,) = 0] jest stabilne ale nie asymptotycznie.

Operator L, dla naszego ukladu ma postaé (Fy = Y,, F, = —Y,; B;; = B,, =
= 62(y1, ¥2), By = B, = 0)

L=y,

d 2 2 a0? 02
£ Y1 E‘i‘llza 31, 72) [W +§§%—]

Oczywitcie, jezeli W = In(y3+y3), to LW =0 i spelnia warunki twierdzenia 4.2,
Jesli tylko o(») # 0 przy y # 0, y = (¥4, y,). Rozwigzanie trywialne naszego ukladu jest
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wiec niestabilne wedtug prawdopodobienstwa. Przyklad ten pokazuje, Ze nieasymptotyczna
stabilnoéé «bez losowosci» moze przej$é w niestabilnoéé wedhug prawdopodobienstwa.
4.2, Tnne uklady nicliniowe. W analizie stabilno$ci stochastycznej otrzymano réwniez waz-
ne rezultaty dla szerokiej klasy uktadow, ktére opisane sa réwnaniami innymi niz réwna-
‘nia Ito. Odnosénie stabilnoéci wedlug prawdopodobiefistwa sg to przede wszystkim kry-
teria otrzymane przez KACA 1 KRASOWSKIEGO [12] oraz HASMINSKIEGO [22].
W pracy [12] autorzy rozwazaja uktad (w postaci wektorowej)

dy

(4.11) =

= F[Y (), X(®), 1],

gdzie X(¢) jest jednorodnym procesem stochastycznym Markowa o skoficzonej liczbie
stanéw {x,, X3, ..., X,}, przy czym prawdopodobienistwo p;;(A¢t) przejécia ze stanu x;
do x; w czasie At spelnia warunek

4.12) pi(At) = aydtd0(4t), (%)) oy = const.

Niech funkcja wektorowa F = [F,, F,, ..., F,] bedzie ciagla wzgledem wszystkich zmien-
nych i spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennych y;, tj.

(413) |Fi(y2,x(t)7t)—Fi(y1’x(t)’t)'|<M]lyz"—yl”: l=1, 2)"‘)”
w obszarze {||y|| < H,t 2 to}; |yl = max(|y,], ---, |yal). Poza tym niech
(4.14) F0,x(0),t]=0

Rozwiazanie ukladu (4.11) autorzy okredlaja jako (n-+1)-wymiarowy proces stochastycz-
ny {¥(1), X(¢)}, ktérego realizacje czynia zado$¢ réwnaniu (4.11).

W celu rozszerzenia drugiej metody Lapunowa na uktady stochastyczne o postaci (4.11)
wprowadza si¢ funkcje skalarne 2(y, x, t) okre$lone i ciagle w obszarze ||y|| < H i przyj-
mujace warto§é zero dla y = 0. Uogdliniajac okreslenie podane w p. 2 méwimy, ze funkcja
v(y, x, t) jest okreslona dodatnio (okre§lona ujemnie), jeZeli istnieje dodatnio okreslona
w sensie Lapunowa funkcja w(y) taka, ze w(y, x, t) = v(y) [odpowiednio w(y, x, ) <
< —w(y)] dla wszystkich y £ 01 ¢ > t,.

Oznaczajac przez Efv|n, &, 7] warunkowa warto$¢ przecigtng funkcji o[Y(¢), X(¢), ¢]
przy warunku: Y(t) = n, X(¢) = & dla ¢t = 7 i okre$lajac pochodna tej warto$ci prze-
cigtnej ze wzgledu na uklad (4.11) w punkcie t = 7, X = &, ¥ = 7 jako granice

(4.15) dE[v]

= lim (E{ (X0, X(0), )—v(n, &, DY (@) = 9, X(2) = &),

-l

po skorzystaniu z wlasnosci proceséw Markowa i relacji (4.12) otrzymujemy nastquche
wyrazenie [12]:

dE[v|y,x;,t dv dv
(4.16) va] == + Fen ——Fi(y, x;, )+ Z oy, X, )=, x;, 1]
Pey;
dla pochodnej dEf] w punkcie (¥, X, = x,, t).

dat
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A zatem, podobnie jak w przypadku réwnan deterministycznych, dla wyznaczenia
pochodnej (wartoéci przecigtnej) ze wzgledu na uktad nie potrzeba rozwigzywaé réwnan
ruchu, wystarczy zna¢ ich prawe strony i charakterystyki probabilistyczne procesu X(z).

Mozemy teraz sformutowaé kryterium stabilnosci wedlug prawdopodobienstwa roz-
wigzania trywialnego uktadu (4.11) przy wprowadzonych wyzej zaloZeniach stanowiace
analogon pierwszego twierdzenia Lapunowa.

Twierdzenie 4.5 Jezeli dla uktadu (4.11) istnieje dodatnio okre§lona funkcja v(y, x, £),
dE[v]
dt
to rozwigzanie trywialne uktadu (4.11) jest stabilne wedtug prawdopodobiefistwa [w sensie

(3.2) lub (3.29).

Na zakonczenie tego punktu podamy przykiad ilustrujacy powyzsze kryterium.

W pracy [12] zostato tez wykazane twierdzenic podajace kryterium asymptotycznej
stabilnoéci wedlug prawdopodobienstwa ukladu (4.11) i stanowiace analogon drugiego
twierdzenia Lapunowa. Natomiast w pracy [25] badana jest globalna stabilno$¢ asympto-
tyczna wedtug prawdopodbiefistwa rozwiazania trywialnego uktadu (4.11) przy wyko-
rzystaniu idei dwdch funkeji Lapunowa. Interesujace rozwazania dotyczace asymptotycz-
nej stabilnosci wedlug prawdopodobienstwa ukiadéw liniowych, ktérych wspdtezynniki
sa funkcjami procesu Markowa zawiera praca [39]. Rezultatéw tych nie bedziemy tutaj
przytaczali (do pracy [12] wrécimy jeszcze w paragrafie nastepnym). Nieco inne podej-
$cie dotyczace rozszerzenmia drugiej metody Lapunowa na uklady stochastyczne do$é
ogblnej postaci spotykamy w pracy HASMINSKIEGO [22]. Warunki stabilnosci formutuje
autor w terminach funkcji Lapunowa dla ukfadu, deterministycznego i zaklada, ze dla
wystepujacego w réwnaniach procesu stochastycznego prawdziwe jest twierdzenie ergo-
dyczne.

Niech bedzie dany ukfad opisany réwnaniami (w postaci wektorowej)

ktérej pochodna ze wzgledu na ten ukiad réwnan jest funkcja znaku ujemnego,

(417) A B, 0007, X (),

gdzie o jest macierza o wymiarach kx/I, F=[Fy, ..., F], Y(¢) = [Yy, (t),..., Y,(D)], X(¢)
oznacza proces stochastyczny k-wymiarowy. Zaktadamy, ze F(0,t) =0, 0,4(0,¢) = 0.
Razem z ukladem (4.17) rozpatrujemy uklad

(4.18) ‘%’ = F(Y,1)

1 zwiazane z nim funkcje Lapunowa V(y, ). Zakladamy, Ze rozpatrywane funkcje ¥(y, t)
spetniaja warunek Lipschitza wzgledem y

(4.19) V32, =V, O < Mly2—y,l|

w kazdym obszarze ograniczonym. Jezeli stala M nie zalezy od obszaru, tj.

— t
sup IV(yZ)t) V(y.l, )l =M< 0,

ot y2—y4ll

2 Mechanika teoretyczna
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to bedziemy oznaczali ¥V & C(M). Przyjmiemy rownieZ oznaczenie

il = (3 Sat)”

i=1 j=1

Twierdzenie 4.6. JeZeli spelnione sa nastgpujace warunki:

1) dla ukladu (4.18) istnieje funkcja Lapunowa Ve C(M) spetniajgca warunki (c,
i ¢, — sa statymi dodatnimi)

(4.20) inf V(,t)=V,>0, przy r=>0,
0
971>
dav
(4.21) Wg —c v, ||(7(J’>t)||< eV

AV '
gdzie e oznacza pochodna V ze wzgledu na ukiad (4.18);

2) proces stochastyczny X(¢) spetnia nierdwno$é

(4.22) supEHX(t)H <

Mz

oraz ||X (1)|] = £(@t) czyni zado$¢ twierdzeniu ergodycznemu (prawu wielkich liczb) w nas-
tepujacej stabej postaci: dla dowolnego ¢ > 01 & > 0 istnieje T > 0 takie, ze dla ¢t > T

- 1 1
(4.23) P{H7 of E(s)ds——Tof E[E(s)]ds

to rozwigzanie trywialne uktadu (4.17) jest globalnie stabilne asymptotycznie wedtug praw-
dopodobiefistwa.

W oparciu o powyZsze twierdzenie mozna latwo wyprowadzi¢ (por. [22]) stosunkowo
proste kryterium dla uktadéw liniowych. w postaci

>5}<3,

(4.24) Y w1,

gdzie elementy macierzy kwadratowej B(f) sa procesami stochastycznymi, a uktad de-
terministyczny

(4.25) ‘% — A(D)Y

jest eksponencjalnie stabilny.

Twierdzenie 4.7. Niech uktad (4.25) bedzie eksponencjalnie stabilny. Wtedy uktad
(4.24) (jego rozwiazanie trywialne) jest asymptotycznie stabilny wedlug prawdopodobieni-
stwa dla dowolnego (macierzowego) procesu stochastycznego B(t) takiego, Ze proces
[|B(t)|| speinia twierdzenie ergodyczne (4.23) oraz E{||B(1)||} < ¢, gdzie ¢ jest dostatecz-
nie malg stalg dodatnia.

Na zakonczenie tego punktu przytoczymy twierdzenie podajace warunki wystarczajace

do stabilnoéci wedlug prawdopodobiefistwa ze wzgledu na ciagle dziatajace zaburze-
nia [29].
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Twierdzenie 4.8, Niech dlay € R" i 1 > ¢, istnieje ciagla i rézniczkowalna wszedzie,
za wyjatkiem co najwyzej punktu y = 0, funkcja V(y, t) o wiasnosciach:
D VO,1)=0; inf V(@,0)=V,>0przyr>0;

tzpllyl>r
2) |lgrad, Y, )ll < ¢,  (» # 0);
3) w obszarze ¢ > fo,||yl| > r dla dowolnego r spetniona jest przy pewnej stalej ¢, > 0
nier6wnos¢
a’y
dt

< —q V.

Wtedy rozwiazanie trywialne ukladu (3.12) jest stabilne wedlug prawdopodobiefistwa
ze wzgledu na ciagle dzialajace zaburzenia R(¢) male w sensie $rednim (por. okre$lenie 3.5).
Rozwazmy nastepujacy przyklad.
Niech bedzie dany ukiad opisany réwnaniem

a2y
— +A1(X)—+A2(X)Y— 0,

ktdre jest rownowazne ukladowi

" ay, dy,
) da ¥ dt

= —‘Az(X)Y1—A1(X1) Y2~

Funkcje A;(X) 1 A,(X) sa znanymi ograniczonymi funkcjami zmiennej X, a proces sto-
chastyczny X(¢) jest jednorodnym procesem Markowa o skonczonej liczbie standw {x,,
Xz, ..es X}, Przy czym elementy macierzy przejicia p;; sa okre§lone wzorami (4.12).

Wiadomo, ze w przypadku deterministycznym warunkiem koniecznym i dostatecznym
stabilnoéci ulkdadu (*) przy 4, = const i 4, = const jest spelnienie nieréwnosci 4, > 0,
A, > 0.

Zal6zmy tutaj, ze A,(x) > 0 i wprowadZmy oznaczenie 4,(x;) = ai, d,(x) = by >0,
przy k=1,2, ..., r. WeZmy funkcje dodatnio okreélona

1
(Y1, Y3, Vi) = b ¥3.
Na podstawie (4.16) mamy
dE[s]  dv 0 " "
: =—Y,+—-— (—by,—a LrlO(V 15 Y2, X) =01, Va2, X))
ar 7, Y2 3y2( V1 kJ’2)+j¥kZ=11 ,k[ @1, ¥2 1) Wi y2, %]

Po przeksztalceniach mamy

dER) |24 11
= Slaa))
Jk

A zatem, aby spelnione byly warunki twierdzenia 4.5 potrzeba, zeby

) 2a 1 1
*ok . 2 W oot _ — B
(**) B § (b. bk)“"JZO’ k=1,2,..,r.

¢ i
J#k

2%
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Tak wigc, jezeli dla uktadu (*) spetniony jest warunek (**) oraz 4,(x,) >0 (k = 1,2, ...,
r), to rozwiazanie trywialne jest stabilne wedtug prawdopodobiefstwa. Zauwaimy, Ze
(w odréznieniu od przypadku deterministycznego) stabilnoéé wedtug prawdopodobien-
stwa moZe mieé miejsce réwniez wtedy, gdy niektére z @, sa ujemne lub réwne zeru.

5. Stabilno$¢ érednia z p-ta potega

5.1. Uklady opisane przez réwnania stochastyczne Ito. Zagadnienia dotyczace réznych ty-
pow stabilno$ci éredniej z p-ta potega rozwigzan réwnan Ito byly przedmiotem badan
wielu autoréw (por. np..[42, 40, 16, 17, 41, 18], przy czym oprécz poszukiwania warunkéw
(kryteriéw) stabilnosci stochastycznej wicle uwagi po$wigcono réwniez zagadnieniu sta-
bilizacji niestabilnych uktadéw deterministycznych przez wprowadzenie do ukiadu czlo-
néw losowych.

Do najwczeéniejszych badan w tej dziedzinie naleza prace SAMUELSA [11, 42]. Badat on
asymptotyczne wlasnoéci momentdw rzedu drugiego rozwiazan ukladéw postaci

dY, = Y,dt, dY,=Y,dt, ..., dY, ,=Y,dt,
5.1) n
ay, = — D [a,di+0,dZ]Y;,
i=1
gdzie a; 1 o, sa stalymi.

Nalezy podkreslié, ze Samuels nie korzystal z faktu, Zze proces [Yy(), ..., ¥,(1)] jest
procesem Markowa, a wiec réwniez z teorii stochastycznych réwnan Ito. Uklad (5.1)
analizowal metoda kolejnych przybliZed startujac z rozwiazania ukfadu deterministycz-
nego odpowiadajacego réwnaniom (5.1). Otrzymal on warunki wystarczajace dla asymp-
totycznej ograniczono$ci momentéw rzedu drugiego; asymptotyczna ograniczono$¢ mo-
mentéw rzedu drugiego nazywa on stabilnoécia éredniokwadratowa.

W pracy [42] SAMUELS rozwaza zagadnienie stabilizacji liniowego niestabilnego ukfadu
deterministycznego przez wprowadzenie bialego szumu do wspolczynnikéw ukiadu, przy
czym przez stabilizacj¢ rozumie on, Ze momenty drugiego rzedu ukiadu stochastycznego
powinny byé asymptotycznie ograniczone. Otrzymal on jako wniosek, Ze ukiad postaci

dY, = Y,d1,

52

~ posiada stabilne (t. ograniczone) momenty rzedu drugiego, mimo Ze uklad determinis-
tyczny (otrzymany przez odrzucenie drugiego cztonu w drugim réwnaniu) jest niestabilny.
Rezultat ten, na skutek istnienia pewnych bledéw rachunkowych okazal si¢ jednak fat-
szywy [40]. CAUGHEY pokazal, ze jeéli dany uklad jest opisany przez réwnanie rézniczkowe
rzgdu drugiego o statych wspolczynnikach posiadajace nieograniczone (przy ¢ — o)
rozwiazanie, to dodajac do jednego ze wspéiczynnikow gaussowski bialy szum otrzymuje
si¢ réwniez nieograniczone w sensie §redniokwadratowym rozwiazanie (przy tych samych
warunkach poczatkowych). Czyli stabilizacja w powyZszym sensie (przy pomocy gaussow-
skiego bialego szumu) jest niemozliwa.



STOCHASTYCZNA STABILNOSC RUCHU 393

Zagadnienia dotyczace stabilizacji momentdw byly takze rozwazane w pracach [43,
16, 44], za$§ ogblny problem ograniczonos$ci momentéw rozwiazan réwnan Ito jest rozwa-
zany w pracach [18, 55]. Definitywne rozstrzygnigcie kwestii stabilizacji momentéw za
pomoca bialych szuméw zawiera praca NEWELSONA i HASMINSKIEGO [17]. Jako wniosek
jednego z twierdzen autorzy otrzymuja nastgpujacy bardzo wazny rezultat.

Twierdzenie 5.1. Jezeli deterministyczny ukfad liniowy

(5.3) v, = D) Fi)Y,dr
j=1

nie jest asymptotycznie stabilny, to uklad

(5.4) av,= D FiOY;dt+ D) o) Ydz(1)

j=1 k,j=1
nie bedzie asymptotycznie stabilny $rednio z wykiadnikiem p [w sensie okre$lenia 3.2 —
relacja (3.5)] przy p = 1 niezaleznie od whasnosci of*(¢).

W pracy [17] zostaly rowniez podane kryteria stabilno$ci §redniej z potega p rozwigzan
réwnan Ito w terminach funkcji Lapunowa. A oto kryterium bedace uogélnieniem zna-
nego twierdzenia o stabilno$ci eksponencjalnej dla réwnaf deterministycznych (por. [2])
na przypadek dowolnego uktadu stochastycznych réwnan rézniczkowych Ito.

Twierdzenie 5.2. JezZeli istnieje funkcja Vo, 1), dla ktorej przy ¢ = t,1 y # 0 spel-

nione sa warunki (¢,, ¢,, €3, ¢4 — stale dodatnie): N
(5.5) alYIIP< V3, )< calyllP,
(56) . LV(_V? t)g _C3||y||p7

av

= p-1 =1, ...
(5‘7) ‘ dyi ‘ - C4||J’|| H l 1: ,71,

to rozwigzanie trywialne ukladu (4.2) jest dla ¢ = ¢, eksponencjalnie stabilne $rednio
z potega p.

Jezeli uklad jest liniowy postaci (5.4), to warunki (5.5)~(5.7) sa konieczne i wystarcza-
jace dla eksponencjalnej stabilnoéci $redniej z potega p (por. twierdzenie 4.4 o stabilnosci
réwnan Ito wedtug pierwszego przyblizenia).

Na podstawie powyzszych rezultatéw oraz faktu, ze dla ukladéw liniowych o statych
wspdlczynnikach z asymptotycznej stabilnoéci §redniej z potega p wynika eksponencjalna
stabilno$¢ érednia z potega p, latwo otrzymuje si¢ nastepujace kryterium.

Twierdzenie 5.3. Na to, aby rozwigzanie trywialne ukiadu liniowego o stalych wsp6i-
czynnikach

n n
(5:8) v, = D Fiy,di+ D) oi()Y,dz,
i= k=1 .
bylo asymptotycznie stabilne §rednio z potega p potrzeba i wystarcza, aby dla dowolnej
dodatnio okreSlonej i jednorodnej rzedu p funkeji W(y) istniata dodatnio okre$lona i jed-
norodna rzgdu p funkcja V(y) taka, Ze

(59 LV(y)=—W0).
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W zastosowaniach najczesciej uzywana jest stabilno$¢ $rednia z kwadratem (p = 2).
Tstotne jest wige otrzymanie kryteridw algebraicznych zapewniajacych stabilno$¢ w sensie
sredniokwadratowym.

W pracy [43] zostala wskazana metoda otrzymania takich algebraicznych kryteriow
stabilnosci $redniej z kwadratem dla dewolnego uktadu liniowego z bialymi szumami,
jednak otrzymane wedtug tej metody warunki sa bardzo niewygodne w zastosowaniach,
gdyz dla ich weryfikacji nalezy obliczy¢ n* wyznacznikéw, przy czym najwyzszy stopief
wyznacznika jest n?. Dlatego tez nalezy podkreslié znaczenie warunkdw, jakie dla ukladéw
liniowych postaci (5.1) zostaly otrzymane w pracy [41]. Korzystajac z rezultatéw pracy
[17] autorzy wykazuja, ze dla asymptotycznej stabilnosci $redniej z kwadratem ukiadu
(5.1) potrzeba i wystarcza, aby byty spelnione warunki Rautha-Hurwitza dla determinis-

tycznej czgsci uktadu (5.1), tj.

d1 a3 as
a; d
4y=a,>0, 4d,= >0, dy=|1 da, a4>0,
1 a,
0 a, a;
d, d; ds...0
d, a,...0
A =0 40
0 1 a,...0
0 0 O0..a4,
oraz warunek
' 4,> A,

gdzie 4 jest wyznacznikiem, ktéry otrzymujemy z A, przez zamiang pierwszego wiersza
wierszem, ktérego elementy sg funkcjami liniowymi stalych o;; = 00;. Jezeli w ukladzie
(5.1) procesy Z(t) sa niezaleZznymi bialymi szumami, to wyznacznik A powstaje z wyznacz-
nika 4, przez zamiang pierwszego wiersza wierszem

[0119 — 03225 0335 +++) ('—1)"—1 : GIIII]'

Analize stabilnoci momentow rozwigzah réwnan stochastycznych Ito spotykamy réwniez
w pracach GICHMANA (por. [18, 28]) oraz w pracy [45]. Dla ukladéw liniowych autorzy
wprowadzaja réwnania rézniczkowe dla momentéw rozwigzan i sprowadzaja w ten spo-
séb badanie stabilno$ci momentéw do analizy stabilno$ci rozwiazan deterministycznych
liniowych réwnan rézniczkowych. NaleZy réwniez podkre§lié, Ze w badaniach stabilno$ei
momentdéw rozwigzan réwnan nieliniowych, ktérych wspélczynniki zawieraja biale szumy,
wiele autoréw stosuje metody przyblizone. Na przyklad praca [46] zawiera zastosowanie
metody linearyzacji statystycznej do badania stabilnosci momentdw,

Na zakonczenie rozpatrzymy przyklad.

Rozwazmy uklad opisany przez réwnania (5.2). Na podstawie procedury zawarte]
w pracy [16] pokazemy, ze momenty rzgdu drugiego rozwigzania nie sa asymptotycznie
stabilne.
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Réwnanie Fokkera-Plancka-Kolmogorowa dla funkeji gestoSci prawdopodobiesi-
stwa przejscia procesu [Y;, Y,] ma postaé
J ! 2 2
- e A A o ron.
Na podstawie tego réwnania mozna formalnie otrzymaé réwnania dla momentéw rzedu
drugiego przez pomnoZenie jego obu stron odpowiednio przez y?, y,y,, y? i scalko-
wanie po plaszczyZnie R% Otrzymujemy nast¢pujace réwnania:

’hz,o = 2my 4,
(a) My = —Agmyo+pmy o +my ,

o2 = —23«3’”1,14‘(2[3‘}"72)”70,2:
gdzie
(b) mi.jZE{yilyjz}s i,j=0,1,2, i+j=2.
Stabilno$¢é momentéw jest okre§lona przez czgéci rzeczywiste pierwiastkéw réwnania
charakterystycznego

53—(3[3—}-02)£2+ﬁ(2cr+02)£+2/15(2ﬂ'—}—02) = 0.

Aby rozwiazania (tj. my 1, Mg, 2, M, o) réwnan (a) dazyly asymptotycznie do zera, wspdt-
czynniki réwnania musza by¢ dodatnic. Tak jednak nie jest, gdyz 38+0® > 0. A zatem
momenty rzedu drugiego nie moga by¢ asymptotycznie stabilne.

5.2. Inne uklady nieliniowe. W analizie stabilnosci $redniej z p-ta potega ukladéw opi-
sanych réwnaniami innymi niz réwnania Ito otrzymano réwniez szereg waznych rezul-
tatéw. Przede wszystkim naleZzy wymieni¢ prace BERTRAMA 1 SARACHIKA [10] oraz KAcA
i KrAsowskieGo [12], w ktérych po raz pierwszy zastosowany zostal aparat funkeji La-
punowa do badania stabilnosci stochastyczne;j.

Rozwazmy uktad opisany réwnaniem w postaci wektorowe;j

(5.10) %: FlY(), X)), .
BeErRTRAM i SARACHIK zakladaja, Ze F jest funkcja ciagly i spelnia warunek Lipschitza ze
wzgledu na y, F[0, X(#), ] = 0, za$§ proces X(¢) jest taki, Ze jego realizacje zachowuja
sie na tyle regularnie, aby réwnanie (5.10) mogto by¢ rozumiane jako réwnanie dla reali-
zacji.

Twierdzenie 54. JeZeli istnieje funkcja Lapunowa V(y,!) okre§lona na przestrzeni
fazowej, ktora spelnia warunki:

a) V(0,1)=0, _

b) ¥V (», t) jest ciagla wzgledem y i ¢ oraz istniejq jej pierwsze pochodne wzgledem y i ¢,

c) V(y,t) > o|ly|| dla pewnej stalej a > 0,

d) B{dv (), N} < 0,
to rozwigzanie trywialne uktadu (5.10) jest stabiine $rednio z potega p = 1.

BERTRAM 1 SARACHIK zastosowali swoje rezultaty do ukladéw takiej postaci, jakie
w przypadku jednowymiarowym rozpatrywal RoseNBLooM [8], tj. dla uktadéw

(5.11) ‘% — AW,
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gdzie A(¢) jest macierza diagonalna: 4(t) = {ay(t)}, a;;(t) = a;(t) dla j =i, a;(t) =0
dla i # j. Dobierajac odpowiednia funkcje Lapunowa ¥V pokazali oni, Ze warunki

t
(5.12) Ela@exp [a@drf <0, =10, i=1,2,.
fp

zapewniaja asymptotyczng stabilno$¢ rednia z potega p = 1. Rozwazali oni takZe warunki
stabilnosci dla uktadu (5.11), w ktérym wspdtczynniki sq odcinkami state.

Wiele waznych kryteridw dla ukladéw postaci (5.10) otrzymali Kac i Krasowski [12],
przy czym o procesie X(¢) zakladaja oni, Ze jest to jednorodny proces Markowa o skon-
czonej liczbie standéw {x;, x,, ..., x,} (por. zaloZenia wyszczegSlnione w p. 4.2).

A oto ich twierdzenie dotyczace eksponencjalnej stabilnoSci $redniej z kwadratem.

Twicerdzenic 55 Rozwigzanie trywialne ukladu (5.10) jest eksponencjalnie stabilne
$rednio z kwadratem wtedy 1 tylko wtedy, jezeli istnicje funkcja v(y, x, t) (por. p. 4.2)
spelniajaca warunki (¢y, ¢,, ¢35 — stale dodatnie)

(5.13) allyIP< o0, x, S eyl

dE[v]
dt

(.14) < —aliyl3,

gdzie ||yl| = O+ ... +¥D'/2.
Dla ukladu liniowego postaci

(5.15) ‘%’ = AX()]Y

otrzymali oni kryterium dla asymptotycznej stabilnoéci éredniej z kwadratem w postaci
. . . S 1
N -r nierdwnoé$ci algebraicznych, gdzie N = —2—n(n+1). -

Interesujace rozwazania dotyczace asymptotycznej stabilno$ci éredniej z p-ta potega
zawiera tez praca [56]. Autor rozwaza uklady liniowe postaci (5.11) o wspdlczynnikach
odcinkami statych przy nastepujacych zaloZeniach:

A A=A, dla <<y, k=1,2,..;

A(?) jest macierza o wymiarach nxn,

b) {(tx—*t_1) Ai} jest ciagiem niezaleznych macierzy losowych o jednakowych rozkta-

dach,

¢) {{(ti—t_1)A;} jest lancuchem Markowa macierzy losowych.

W swoich rozwazaniach BHARUCHA korzysta w sposob istotny z pojecia kroneckerow-
skiego iloczynu macierzy (wprowadzonego po raz pierwszy przez BELLMANA), wobec czego
weryfikacja otrzymanych przez niego warunkdéw stabilnosci $redniej wymaga wyznacze-
nia wartodcl wlasnych macierzy o stosunkowo duzych wymiarach; np. dla réwnania
n-tego rigdu i procesu Markowa (charakteryzujacego strukture uktadu) o m stanach
naleZy obliczy¢ wartosci wlasne macierzy o wymiarach mmn X mn. '

Ciekawe rezultaty dotlyczace asymptotycznego zachowania si¢ momentéw rozwigzait
stochastycznych uktadéw liniowych zawiera praca [20].
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6. Stabilno$¢ prawie na pewno

Nalezy si¢ spodziewad, Ze w analizie rzeczywistych uktadéw dynamicznych najwicksze
znaczenie bedzie miat taki rodzaj stabilnosci stochastycznej, ktérego istota jest najbardziej
zblizona do stabilnoéci deterministycznej. Takim rodzajem stabilnoéci stochastycznej
jest stabilno$¢ prawie na pewno, bowicm wymaga ona, aby stabilno§¢ miata miejsce z praw-
dopodobienstwem jeden, lub inaczej — aby prawie wszystkie realizacje procesu stochas-
tycznego opisujace ruch byly stabilne (w sensie deterministycznym). Mimo Ze analiza
tego typu stabilnoSci (dotyczaca szerszej klasy ukladow) zostala zapoczatkowana nieco
poZniej niz analiza innych rodzajéw stabilnoéci stochastycznej, to jednak otrzymano
réwniez wiele cennych rezultatéw. Rezultaty te zwiazane sa przede wszystkim z takimi
nazwiskami, jak Kozm, CAUGHEY i GRAY, MOROZAN oraz HASMINSKI. Istotnym faktem
dla analizy stabilno$ci prawie na pewno bylo wskazanie przez KoziNa [19] mozliwosci
wykorzystania twierdzen ergodycznych w formutowaniu warunkéw tego typu stabilnosci.

Rozwazmy liniowy uklad stochastyczny opisany przez rdwnania (w postaci wektoro-
wej)

ay

(6.1 o & — B0y,

gdzie 4 = {a;;} jest stala macierza stabilng (wartoSci wlasne maja czgéci rzeczywiste
ujemne) o wymiarach nxwn, za$§ B(¢) jest macierzg o wymiarach nXxn, ktérej elementy

(6.2) {bij(1), telto=0,00)}
sa procesami stochastycznymi spelniajacymi warunki:

1) posiadaja ciagle prawie wszystkie realizacje,

2) sa stacjonarne w weZszym sensie,

3) sa ergodyczne z prawdopodobiefistwem 1, tj. z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi
réwnosé

(6.3) lim % f by (x)dr = Elby(1)] = Elby;0)].
O b

Korzystajac z powyzszych zatozen oraz z lematu Gronwalla-Bellmana (por. [1]) tatwo
otrzymuje si¢ nastgpujace twierdzenie [19]:
Twierdzenie 6.1. Niech b¢da spelnione przytoczone wyzej warunki i niech istnieje
n
warto§¢ przecigtna E{||B(2)||}, gdzie ||B()|| = > [b;;(1)]- Wtedy istnieje stata C zalez-

hj=1
na od macierzy 4 taka, Ze nierdwno$é

E{|IBOII} <C
implikuje stabilno§¢ prawie na pewno trywialnego rozwigzania uktadu (6.1) [w sensie wa-
runku (3.7)]. '
Zatozenie 1) dotyczace proceséw b;;(1) zapewnia istnienie, jednoznaczno$¢ i cigglosé

rozwigzania uktadu (6.1) z prawdopodobiefistwem 1 dla dowolnego Y(0) = »°. Warunki
2) i 3) sa wprowadzone w celu otrzymania kryterium stabilno§ci. Nalezy podkresli¢, ze
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istnieja dwie wazne klasy proceséw stacjonarnych w wezszym sensie czynigce zadosé
warunkowi 3). Pierwsza klasa sa tzw! procesy liniowe, tj. procesy o postaci

t

64) [ pe—m)av (@),

gdzie Y(¢) sa procesami o przyrostach niezaleznych i jednorodnych. Proces Y(¢) moze byé
na przyktad procesem Wienera, a wigc procesy postaci (6.4) obejmuja wazng klas¢ proce-
s6w otrzymanych przez przepuszczenie gaussowskiego bialego szumu przez filtr liniowy.
Druga wazng klasa stacjonarnych proceséw ergodycznych (posiadajacych wlasno$é me-
trycznej tranzytywnodci) sg procesy gaussowskie o ciaglej funkcji korelacyjnej i gestosci
widmowe;j. .

Ostrzejsze warunki zapewniajace stabilno§¢ prawie na pewno rozwigzan ukladu (6.1)
podali CAUGHEY i GRAY w pracy [21] uzywajac aparatu funkcji Lapunowa. Otrzymane
twierdzenia dla ukladu (6.1) rozszerzyli oni nastepnie na réwnania nieliniowe rzedu dru-
giego postaci

axy

6.5) v

128 b1y e (r) = 0,

gdzie b(t) jest procesem stochastycznym o wlasnoSciach takich, jak procesy b;;(t) w twier-
dzeniu 6.1, za§ g jest funkcja nieliniowa o wihasno$ciach: 1) g(y) — ciagla, 2) |g(»)| —
monotonicznie zanikajaca, 3) yg(y) =0, 4) g(») = —g(—).

Nalezy tutaj wymieni¢ réwniez prace MOROZANA [47, 48, 49]. Autor bada stabilno$c
prawie na pewno ukladdw liniowych postact (6.1) z losowa macierza A4, nieliniowych
ukladow réwnan stochastycznych Ito oraz inne ogdlne zagadnienia zwigzane ze stabil-
noécia stochastyczna.

Waine twierdzenie dotyczace asymptotycznej stabilno$ci globalnej prawie na pewno
dla uktadéw nieliniowych postaci (4.17) otrzymat HasmiNsk1s [22]. Wykazal on, Ze jeZeli
w twierdzeniu 4.6 sformutowanym w p. 4.2 warunek (4.23) zamieni¢ warunkiem silniej-
szym (ergodycznoéé z prawdopodobiefistwem 1)

t [4
(6.6) P{% f 5(s)ds~—1— f E[E(s)}ds — o} —1,
e ! [0
to rozwiazanie trywialne ukladu (4.17) jest globalnie asymptotycznie stabilne prawie na
pewno {w sensie okreélenia 3.3).

Omdwione wyzej kryteria stabilnoéci prawie na pewno sg z praktycznego punktu wi-
dzenia do$é skomplikowane. Z drugiej za$ strony wiadomo, Ze wygodna w zastosowaniach
charakterystyka badanych proceséw sa ich momenty. Interesujace sq wiec relacje miedzy
wlasnoéciami momentéw procesu stochastycznego opisujacego ruch i stabilnoscia prawie
na pewno. Badanie takich relacji dla liniowych ukladéw stochastycznych jest przedmiotem
pracy Kozina [27]. Otrzymal on wystarczajacy warunek stabilno$ci prawie na pewno
wyrazony przez stosunkowo proste wlasno§ci momentéw. PoSwiecimy chwile uwagi tym
interesujacym i waznym rezultatom.
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- Rozwazmy liniowy uklad stochastyczny postaci (6.1), gdzie A jest macierzq stala o wy-
miarach nxn, za B(?) jest macierza, ktdrej niezerowe elementy sg procesami stochastycz-
nymi {b;;(1),1€l0, 00)}, ktérych prawie wszystkie realizacje sa ciagle i ograniczone
na [0, w0); z ciagloéci prawie wszystkich realizacji wynika micrzalno$é proceséw bi;(1).
Te warunki zapewniaja istnienie, jednoznacznos¢ i cigglo$¢ prawie wszystkich realizacji
rozwigzania

6.7 Y(»°, to; 1), telty,0), y°eRr

uktadu (6.1) dla dowolnego ¢, > 0 i dowolnego »° e R". Niech Wyl = 3 1yl
=1

Korzystajac z wlasnosci mierzalnych proceséw stochastycznych i opierajac si¢ na twier-
dzenju o catkowalnoéci realizacji takich proceséw oraz uwzgledniajac liniowoéé ukladu
(6.1) i ograniczono&é realizacji macierzy B(t), KoziN wykazal prawdziwo$¢ nastepujacego
twierdzenia: _

Twierdzenie 62 Jezeli dla y°e R", >0, rozwigzanie (6.7) ukladu (6.1) przy
wyszczegSlnionych wyzej zaloZeniach o wspoiczynnikach b;;(¢) spelnia warunek -

(6.8) [EQIY0GO, to; D1} dt < oo,

to rozwiazanie trywialne uktadu (6.1) jest prawie na pewno asymptotycznie stabilne glo-
balnie (w sensie okreélenia 3.3).

Zauwazmy, 2e¢ dla otrzymania powyzszej tezy nie zakladaliémy stabilnoéci érednie;,
niemniej warunek (6.8) sugeruje, ze te dwa rodzaje stabilnofci stochastycznej nie sa nie-
zalezne od siebie.

Istotnie, zalézmy na przyklad, Ze rozwiazanie trywialne ukladu (6.1) jest eksponen-
cjalnie stabilne $rednio z potega p = 1, tj. zachodzi relacja (3.6) dla p = 1. Z relacji tej
wynika bezpoérednio, ze E{||Y(3°, to; ¢)]|} ma skonczong catke, czyli spelniony jest wa-
runek (6.8) powyzszego twierdzenia. MoZemy wigc sformulowaé twierdzenie-
wniosek:

Jezeli rozwiqzanie trywialne ukladu (6.1), ktdrego macierz wspdlczynnikéw B(t) spelnia
zalozenie podane wyzej, jest eksponencjainie stabilne Srednio z potegaq p = 1, wiedy jest ono
réwniez stabilne prawie na pewno.

Praca KozINA, poza przytoczonym tutaj podstawowym twierdzeniem, zawiera jeszcze
inne ciekawe rozwazania, spo$réd ktdrych nalezy podkredli¢ przyklady wskazujace, ze
rozwigzanie, ktore jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno, nie musi by¢ stabilne
§rednio. '

Poruszone tutaj zagadnienia dotyczace zwiazku stabilnoéci prawie na pewno z wlasnog-
ciami (w szczegdlnoéci ze stabilnoscia) momentéw sa dla zastosowan bardzo istotne,
jednakze w chwili obecnej sa one jeszcze bardzo mato rozpracowane.

Podobnie, jak w przypadku innych typéw stabilno$ci stochastycznej, interesujacym
zagadnieniem sa kwestie stabilizacji w sensie prawie na pewno niestabilnych uktadéw
deterministycznych przez wprowadzenie do ukladu czlonéw losowych.
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W pracach [50, 51] BOGDANOFF bada teoretycznie i eksperymentalnie problem stabili-
zacji w sensie prawie na pewno przez wprowadzenie losowego wymuszenia parametrycz-
nego w postaci

+N

(6.9) B(t)y=1n ) eeturton,

k=—N
gdzie @, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie réwnomiernym na [0, 2x].
Proces stochastyczny (6.9) jest suma drgan harmonicznych o losowych fazach i ma widmo
dyskretne. BOGDANOFF pokazal, ze jezeli 7 jest dostatecznie male, a | A~ 4;]i.2; sa wystar-
czajaco duze i E{[B(t)]?} > gl, to polozenie réwnowagi uktadu

ay, _
(6.10) am
10 .
av, (g  B@®).
= <T+—I sinY;—2cY,

jest stabilne prawie na pewno, fnimo Ze potoZenie réwnowagi ukladu deterministycznego,
otrzymanego po odrzuceniu czlonu zawierajacego szum losowy, nie jest stabilne.

Zachodzi pytanie, czy mozna stabilizowac ukiad w sensie prawie na pewno przez wpro-
wadzenie losowego wymuszenia parametrycznego o widmie ciaglym i ewentualnie jak
szeroka jest klasa takich procesdow i uktadow. OdpowiedZ na to pytanie pozostaje jeszcze
problemem otwartym.

7. Stabilnosé entropijna

Entropia ukladu dynamicznego bedaca pewna catkows ccena rozkiadu prawdopodo-
bienstwa jego stanu jest charakterystyka bardzo ogdlna, totez réwniez pojecie stabilno$ci
entropijnej jest bardzo stabym pojeciem stabilnosci stochastycznej. Niemniej okazuje si¢
(por. np. [33]), Z¢ w pewnych zagadnjeniach jest ono réwniez istotne. PoSwigcimy mu
wiec chwile uwagi.

Rozwazmy uklad opisany réwnaniami

dy,

(71) WZFI[Yl(t)"“’ Yn(t)]’ i=1, 2,...,n

Pochodna entropii tego ukladu spowodowanej losowymi warunkami poczatkowymi wy-
raza sie wzorem [33]

aH _ \0 [ oF,
dt oy |’

i=1

(71.2)

A zatem, jezeli

] aFL
(1.3) ZE[ayl]<0,

j=1

to uktad (7.1) charakteryzuje si¢ 0gélng monotoniczng stabilnoécia entropijna.
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W przypadku ukladéw liniowych

dY n
(7.4 Ttl + Zaik(t) Yy =0,

k=1
réwnanie opisujgce zmiang entropii ma postaé

d n .
(7.5) —d[ti = — Zaii(t)

i=l
i warunki stabilno$ci entropijnej przyjmuja postaé prosta. W sposéb bezposredni otrzy-
mujemy nastgpujace twierdzenia:
a) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogdlnej monotonicznej stabilnodei entro-
pijnej uktadu (7.4) jest

(7.6) Zaii(t) >0;
i=1

b) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogélnej entropijnej stabilnoci ukladu (7.4)

jest
n H
(1.7) Dim [ ag(ydt = w.
i=1 1%y
Dla ukladéw o statych wspdtczynnikach warunki ogdlnej monotonicznej stabilnoéei
entropijnej i ogélnej stabilnosci entropijnej pokrywaja si¢ i przyjmuja postaé
n

(7.8) Dlay >o.

i=1

n
W tym przypadku wielko$é s = — D) a;; jest réwna sumie pierwiastkéw réwnania charak-

i=1
terystycznego uktadu. A zatem otrzymujemy twierdzenie:

Na to, aby dla ukladu liniowego (7.4) miala miejsce ogdina stabilno$é entropijna potrzeba
i wystarcza, aby suma pierwiastkow réwnania charakterystycznego tego ukladu byla ujemna
(s << 0).

Zauwazmy Ze uklad liniowy, dla ktérego ma miejsce ogélna stabilno$é entropijna,
moze by¢ niestabilny w zwyklym sensie. Jednakze uklad liniowy niestabilny entropijnie
jest réwniez niestabilny w zwyklym sensie (tj. w sensie Lapunowa); wynika to (dla statych
wspOtczynnikéw) z powyzszego twierdzenia oraz (dla zmiennych wspélczynnikow) ze
znanego wzoru dla wyznacznika fundamentalnego ukladu rozwigzan uktadu (7.4). Jak
wiemy, bardziej szczegdlowa charakterystyka stanu ukladu jest entropia dowolnej jego
czgéei, np. entropia jednej wspohrzednej uogdlnionej Hi(z). Zadajac, aby entropia kazdej
wspoirzgdnej uogdlnionej malala ze wzrostem ¢ otrzymujemy silniejsze pojgcie czgstkowej
stabilnoSci entropijnej ukladu (7.1) — dokladniej charakteryzujace jego ruch.

Mozna oczywiécie poszukiwaé réwniez warunkéw stabilnosci entropijnej dla ukladéw,
ktérych entropia spowodowana jest nie tylko losowymi warunkami poczatkowymi, lecz
takze losowymi wymuszeniami zewnetrznymi. Jest to jednak zagadnienie trudniejsze,
gdyz réwnanie opisujace zmiane w czasie entropii jest w tym przypadku skomplikowane.
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Rozwazmy przykiad. Dla ukiadu w postaci

dy, B
o =0
dy. )
—a'[l —I— (7 '—1) YZ_aYl = 0,
mamy zgodnie z réwnaniem (7.5)
dH 1_2
7 t’

czyli
H = Hy-4t—to—bln--,
to

gdzie H, jest entropia warunkdéw poczatkowych. Przy b/t > 1 entropia poczatkowo ma-
leje ze wzrostem £, a nast¢pnie roénie. Przy bJt << 1 entropia monotonicznie wzrasta.
W obu przypadkach uktad jest entropijnie niestabilny.

8. Inne zagadnienia

Na zakonczenie chcemy zwréci¢ uwage na inne jako$ciowe problemy stochastycznych
réwnan rozniczkowych, przede wszystkim na takie kwestie, jak stacjonarno$¢, okreso-
wo$¢ oraz dysypatywnos$é rozwiazan réwnan stochastycznych. Znajomo$¢ warunkow
gwarantujgcych wymienione wiasnoéci rozwigzan jest w szeregu zastosowan bardzo
istotna. Zagadnienia stacjonarnosci, periody¢zno$ci oraz ograniczonosci rozwigzan réw-
nan stochastycznych sa przedmiotem wielu prac (por. [52, 9, 53, 54, 29, 18]). Nie bedziemy
tutaj omawiaé szerzej tych kwestii; dla ilustracji tej problematyki przytoczymy jedynie
rezultaty otrzymane przez HASMINSKIEGO [29)].

HasMmiNsku wprowadzil nastepujace pojecie dysypatywnodei procesu stochastyczuego
i dysypatywnosci uktadu.

Okreflenie 8.1. Proces Y(¢) = Y(¢, w) nazywa si¢ procesem dysypatywnym, jezeli zmienne
losowe |{Y(¢, w)|| sa jednostajnie wzgledem ¢ ograniczone wedtug prawdopodobienstwa,
tj. jednostajnie wzgledem ¢ 2> t, prawdopodobienstwo P{||¥(z, w)l|| > ¢} - 0 przy
¢ — 0.

OkreSlenie 8.2. Uktad
(8.1) ‘fi—f = G[Y(@),t,X()]
nazywa si¢ ukladem dysypatywnym, jezeli zmienne losowe ||Y(, )|| sa ograniczone
wedtug prawdopodobienstwa jednostajnie wzgledem ¢ > f, i jednostajnie wzglgdem zmien-
nych losowych Yo(w) = ¥(ty, w) czyniacym zado&é przy pewnym k << co warunkowi

P{IYo(@)[| <k} =1.
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Niech bedzie dany uktad (w postaci wektorowe;j)

32 A P, 04X (1 0)

i niech funkcja F(p, t) spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y. Niech ‘ii—[; bedzie
pochodna funkeji V(y, t) ze wzglegdu na uklad

dy
(8.3) - = F.n.
Nastgpujace twierdzenie podaje warunki dysypatywnosci ukladu (8.2) w terminach
wlasnos$ci ukladu deterministycznego (8.3).
Twierdzenie 8.1. Niech dla y € R" i ¢ = 1, istnieje nieujemna funkcja ¥ (y, ) o wlas-
no$ciach:
1) sup¥(0, t) < oo; infV(p, t) — oo przy [|y|| — o0

=1 =l '
2) funkcja ||grad, V|| jest ograniczona;

3) 5 < ¢, przy czym na zewnatrz pewnego obszaru ograniczonego spelniona jest

przy stalej ¢; > O nieréwno$¢

av
—E— < —cl V.

Wtedy uklad (8.2) jest dysypatywny dla dowolnego procesu stochastycznego X(¢, w),
dla ktoérego

sup E{|1X (1, )1} < o0,
1=t

Rozpatrujac rézne wezsze klasy proceséw X (¢, w) mozna otrzymaé warunki dysypatyw-
no$ci przy stabszych warunkach odno$nie uktadu (8.3).

Zalézmy, ze funkcja F w ukladzie (8.2) i (8.3) zalezy tylko od y, tj. F(y,t) = F(y).
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: ’

Twierdzenie 8.2. Jezeli dla ukladu (8.3), w ktérym F = F(y), istnieje rézniczko-
walna w sposéb ciggly funkcja V() taka, ze:

1) infV(y) = V(y,) dla pewnego y, € R*;

. d
2) funkan’j — —o0 przy |[y]| - o0;

3) funkcja ||grad V|| jest ograniczona w R",
to uklad (8.2) posiada rozwiazanie stacjonarne dla dowolnego procesu stacjonarnego
X (1, w) o skoniczonej warto$ci przecietne;j.

Interesujace rezultaty dotyczace stacjonarnoéci rozwiazan stochastycznych réwnan
rézniczkowych znajduja sie réwniez w pracach [53, 9]; jednakze w pracy [9] pojecie sta-
cjonarnoéci jest rozumiane nieco inaczej niz zwykle.
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Peswome

CTOXACTUUYECKAS YCTONUUBOCTH OBYIKEHUS

B paboTe paccMATPHBAIOTCA IPOBIIEMBI CTOXACTHUECKOH YCTONUHBOCTH ABMIKEHHST NUCKPETHBIX Hu-
HAMHYECKHX cHcTeM. B HEH npencTaBsicH 0630p OCHOBHBIX IOHATHH M BayKHEHIUMX DE3YJBTATOB IONY-
UEHHBIX B TEUEHHE IIOCIEINHMX JeT.

PafoTa COmepIUT ONMpelesIeMus YCTOMUMBOCTH II0 BEPOATHOCTH, YCTOMUKXBOCTH B CpPEIHEM, YCTOM-
YUBOCTH TIOYTH HABEPHOE a TaKX<e ONpPeJeeHUsI IHTPONUIHON YCTORUWBOCTH U OJHOA CTATHMCTHYECKON
yeroliuusoctH. Jlanee NPeNCTAaBIICHB! OCHOBHBIC KPHUTEPHM CTOXACTHUECKOM YCTOWUMBOCTH NBUMSECHMS
(B COOTBETCTBYIOLIEM CMBIC)IE) CHCTEM ONMCBIBAEMBIX C YIOMOLIBIO CTOX4CTHUECKMX ypaBHeHuwii Irto
¥ OPYTHX CTOXACTHYECKHUX HENMHEHHBIX CHCTEM. :

PaGora umeeT oA XapaKTep ; PACCYKAEHUSA NPOBONUTCS C TOUKH 3PEHMUSA KAYECTBEHHBIX METONOB
CTOXaCTHYECKMX AupepeHnMansHblX ypaBHeHHH. B cBssn ¢ YeM IpeNCTaBieHHbIE PE3YJIETATHEI MOTYT
ObITb NPUMEHEHEB! JIST CHCTEM PasIHYHOM (husHyecKoi npupoasl (HarpuMep MEXAHHMUECKHMX, BJIEKTPU-
YECKUX H Jp.).

Summary

STOCHASTIC STABILITY OF MOTION

The paper is concerned with the problems of stochastic stability of motion of discrete dynamical
systems, It contains a systematic survey of the fundamental concepts and the most important results which
have been obtained recently.

The definitions of stochastic stability in probability, stability in the mean, almost sure stability, entropy
stability and total statistical stability are presented. Basing on these definitions, the fundamental conditions
for stochastic stability of motion are discussed. The systems described by stochastic Ito equations and
other nonlinear systems are considered. '

The considerations are general. They are presented from the point of view of qualitative methods of
stochastic differential equations, and the presented results may be applied to the systems of various phy-
sical nature (e.g. mechanical, electrical etc.). '
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