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1. Wstep

Material sprezysto/lepkoplastyczny jest modelem materialu, ktéry zachowuje sie
sprezyécie do osiagnigeia statycznej granicy plastycznoéei, po ktorej przekroczeniu po-
jawiaja si¢ w nim efekty reologiczne w postaci sprz¢zonych ze soba efektéw lepkich i plas-
tycznych. Praktyczna przydatno$é badan nad zachowaniem sie tego modelu wynika za-
sadniczo stad, Ze w ramach teorii opisujacej jego wtasnosci mozna ujaé wlasnoéci wrazli-
wych na predko$é odksztalcenia materialdw plastycznych??,

Ogdlne podstawy opisu wlasnoéci materialéw sprezysto/lepkoplastycznych przyniosia
w roku 1932 praca HOHENEMSERA i PRAGERA [3] (patrz rowniez PRAGER [15, 16]). Idea
HOHENEMSERA i PRAGERA zostala rozszerzona dzigki pracom PErRZYNY [6-8], poswigconym
sformutowaniu i analizie réwnan konstytutywnych dla wrazliwych na predko$é odksztal-
cenia materialdw plastycznych. Réwnania konstytutywne, opisujace wlasnosci sprezysto/
lepkoplastycznych gruntéw, zostaly zaproponowane i szczegdtowo przedyskutowane przez
OLSZAKA i PERZYNE w pracy [5]. Wyzej cytowane prace dotycza proceséw izotermicznych
i odksztalcen infinitezymalnych. Uogdlnienia proponowanych w pracy [8] réwnan konsty-
tutywnych, przez uwzglednienie wplywu temperatury, dokonali na drodze czysto feno-
menologicznej najpierw OLSZAK 1 PERZYNA [4], poZniej PERZYNA 1 WIERZBICKI [11].

Sformutowanie i analize réwnan konstytutywnych dla izotropowych materiatéw
sprezysto/lepkoplastycznych w przypadku odksztalcen skonczonych i proceséw izoter-
micznych przyniosta praca [12). Koncepcije te rozszerzono na przypadek proceséw termo-
dynamicznych w pracy [18]. W koncu ogdlne sformulowanie termodynamicznej teorii
materialéw sprezysto/lepkoplastycznych zostalo dokonane w pracy [19] (patrz réwniez
[20]), oraz w oparciu o koncepcje termodynamiki materialéw z parametrami wewnetrz-
nymi w pracy [14].

Gléwnym celem niniejszej pracy jest rozszerzenie, na drodze przejécia granicznego?®
od przedstawionej w [18, 19, 20] torii przy odksztalceniach skoriczonych®, proponowanej

1) Obszerne opracowania zagadnien teorii materialéw sprezysto/lepkoplastycznych zawiera praca
[9] i monografie [10, 13].

2) Przy zalozeniu, ze odksztalcenia i przyrosty temperatury sa male. Pojecie matosci tych wielkoci
zostatlo doktadnie sprecyzowane w p. 3.

3) Zarys tej teorii jest przedstawiony w skrdcie w p. 2.
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w pracach [4—8, 11] infinitezymalnej teorii materialéw sprezysto/lepkoplastycznych
na przypadek proceséw termodynamicznych, a takze uzyskanie i przebadame ograniczen,
jakie wynikaja z drugiego prawa termodynamiki.

2. Termodynamiczny opis wlasno$ci materialéw
sprezysto/lepkoplastycznych przy odksztalceniach skonczonych

Zgodnie z pracami [18, 19, 20], wlasno$ci materialéw sprezysto/lepkoplastycznych,
poddanych procesom termodynamicznym przy odksztalceniach skonczonych, sg w szcze-
gélnym przypadku opisane ukiadem réwnaf konstytutywnych

1) » = P(°E, ) +'9(E),

(2.2) n = —0s°p(°E, ),

(2.3) T= 00z (°E, ),

2.4) " gr = @rCE,'E, 9, Grad9), |

(2.5) E = w(?) < &(F) > N(T,'E,9), N=NT,

gdzie: y jest energia swobodna wlaéciwa (na jednostk¢ masy), 7 — entropia wladciwa,
T— drugim tensorem napr¢Zenia Pioli-Kirchhoffa®, g —.wektorem strumienia przeptywu
ciepla na jednostke powierzchni w konfiguracji poczatkowej, ox jest gestoécia masy w tej
konfiguracji, ¢ > OIjest temperatura bezwzgledna, Grad jest operatorem gradientu wzgle-
dem wspdirzednych X w konfiguracji poczatkowej, za§ kropka oznacza rézniczkowanie
materialne. °E i ‘E s3 tensorami odksztalcenia odpowiednio sprezystego i niesprezystego,
ktére spelniaja postulat addytywnosci

(2.6) E = °E-}'E,

gdzie E jest tensorem odksztalcenia Lagrange’a.

Réwnanie (2.5) postuluje, ze predko§é odksztalcenia niesprezystego w materiale spre-
zysto/lepkoplastycznym jest propocjonalna do funkji @(#), gdzie F jest funkcja statycz-
nego uplastycznienia, okre§lona za posrednictwem statycznego warunku plastycznosci
f=k(%) przez zalezno$¢

_ fdE )

k(x(T, PE, 9))

Wystepujacy w (2.7) tensor PE jest odksztalceniem plastycznym, zdefiniowanym jak
w pracy [2]. Wspélczynnik proporcjonalnoéci w réwnaniu (2.5) jest iloczynem skalarnej
funkcji u(#) > 0, charakteryzujacej wlasnoéci-lepkie materiatu i symetrycznej funkcji
tensorowej N. Wprowadzona w (2.7) funkcja k(%) jest skalarng funkcja parametru » wzmo-
cnienia izotropowego materialu. Parametr ten spelnia réwnanie rézniczkowe

@.7)

(2.8) % = tr {M(T, 7E, 0 E(T, *E, 9, T, #)},

) Tepsor T wyraza si¢ w zaleznofci od tensora naprgzenia Cauchy’ego T wzorem
_ T=yr-trF-uyr,
gdzie F oznacza gradient deformacji, zas J> 0 — jego Jakobian.
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gdzie M jest symetryczna funkcja tensorowa. Zaklada sig, ze funkcje N i M spelniaja
zasade obiektywno$ci materialnej.
Symbol << &(F) > w réwnaniu (2.5) jest zdefiniowany nastepujaco

‘ ' _ dla & <0,
(2.9) <F)> = {@(g«') >0 da #>0.
Z réwnania (2.5) wynika dynamiczny warunek plastycznoéci
ol 5 —1 (tr'Ez)”Z -
(2.10) ST, 'E, 9) = k(«T, E, 19)){14-@ [W(trN2) 1/2]},

dla materialéw sprezysto/lepkoplastycznych, wykazujacych wzmocnienie izotropowe
i anizotropowe. Zalezno$¢ (2.10) opisuje zmiang aktualnej powierzchni plynigcia w procesie
termodynamicznym.

Funkcja wewngtrznej dysypacji w materiale sprezysto/lepkoplastycznym jest okre§lona
przez zwigzek

@11)  o=3CE E ) = ﬁyw\) < O(F) > tu[(T—ex0i N, 'E, ],

zgodnie z ktérym nieréwno$é dysypacji wewngtrznej przybiera forme
(2.12) tr[(T—0r0ig 9N(T, 'E, 9)] = 0.

Tak wiec wlasnosci materiatu sprezysto/lepkoplastycznego w procesie termodynamicz-
nym okre$lone sa przez funkcje °9, 'y, gg, N, O(F) oraz u(¥), przy czym nieréwnosé
(2.12) stanowi podstawowe ograniczenie, jakie przy okreslonych °p, 'y musi spetniad
funkcja N. o

Gdy material wykazuje wzmocnienie tylko izotropowe, pojawiajaca si¢ w (2.7) funkcja
[ nie zalezy od PE. W tym przypadku postuluje sie, Ze rowniez i funkcja N w (2.5) nie za-
lezy od ‘E.

Jak wykazano, w przypadku gdy u(9) - oo dla kazdej wartoéci 9, 'E — PE i uklad
réwnan konstytutywnych (2.1)-(2.5) dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego przechodzi
w sformutowany przez GREENA i NAGHDIEGO [2] uklad réwnan konstytutywnych teorii
plastycznego plynigcia w postaci

(2.13) v = “Y°E, 9) +*p(°E),

(2.14) n = —03*P(°E, ),

(2.15) T = 0p0.;"(°E, 9,

(2 16) qR == &R(BE, l.E‘, '0, Gradﬁ),

2.17) PE— ) < tr(07/T) 001} > N(T, PE, 9),
gdzie

(2.18) A= {tr[(0,kM—0,,NN(T, °E, D)}}~*,

za§ symbol < tf(afff)"]"()g f19 > jest okreSleny jak ponizej

ledy f=u25%0i[ 1>0,

s . [
(2.19)  <[tr(O7fT)+0s/%] > ={ 0 gdy f=u2, #=01i[ ]<0, lub gdy /< =.
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Jak wykazano w pracy [2], mozna bez zmniejszenia ogdblnoéei przyjal, ze 1 > 0.

W procesie plastycznego plyniecia funkcja (2.11) przechodzi w funkcjg dysypacji wew-
netrznej w materiale sprezysto-plastycznym

N 1 & P ~ N ~
6 = 6(E, *E, 1) = 1< @/ D) 10sf) > ul(T—endp PN, 7E, D),
R

z ktorej, ze wzgledu na A > 0 i warunek (2.19), dla przypadku obcigZzania mamy nieréw-
noéé dysypacji wewnetrznej

(2.20) | tr[(£—or0p"PIN(T, E, 9)] = 0.
Ponadto przy A > 0 ze zwigzku (2.18) wynika nieréwno$é
.21) tr[(0,kM —0,,/IN(T, PE, 9)] > 0,

odgrywajaca ograniczajaca role przy formulowaniu réwnan konstytutywnych teorii
plastycznego plynigcia (patrz [2]).

3. Ogéma ihfinitezymalna teoria materialow sprezysto/lepkoplastycznych

- Na wstepie nalezy nadmienié, ze przejécie od teorii lepkoplastycznoséci przy odksztal-
ceniach skonczonych do infinitezymalnej moze prowadzié¢ w rezultacie do kilku réznych
teorii w zaleZzno$ci od tego, jaka wielko$§¢ przyjmie si¢ za miare mato$ci deformacji. Mozli-
wofci te zostaly szczegélowo przedyskutowane w monografii [17]. W niniejszej pracy
przejscie do teorii lepkoplastycznodci przy nieskorficzenie malych deformacjach zostanie
dokonane przy zatoZeniu, ze male sg gradienty przemieszczenia i Ze male sa przyrosty
temperatury, liczone od temperatury w chwili poczatkowej.

Aby sprecyzowac dokladnie pojecie maloSci przyjetych wielkosci zauwazmy, ze w chwili
¢ gradient H(t) wektora przemieszczenia z konfiguracji odniesienia wyraZza si¢ w zaleZnosci
od gradientu deformacji F(¢) przez zwigzek

3.1 H(t) = F(H)—1,

gdzie 1 oznacza tensor fundamentalny. WprowadZzmy wielko$é

6 o= sup [HO), |HQ)|=Vu@EH,
0<t<w

gdzie |H(f)| jest naturalng normg gradientu wektora przemieszczenia w przestrzeni dzie-
wigciowymiarowej. Wielko§¢ § bedziemy w dalszym ciagu przyjmowaé za miare matosci
.deformacji.

Tensor nieskoficzenie matego odksztalcenia E(f), uzywany jako miara odksztalcenia
w klasycznej, infinitezymalnej teorii sprezystoéei, jest zdefiniowany jako

3.3 Bty = - (H+H").

Deformacje odpowiadajaca danemu gradientowi F(t) bedziemy uwazali za nieskonczenie
‘mata w kazdej chwili ¢, jezeli

(3.4). s<l.



UWAGI O INFINITEZYMALNEJ TEORII MATERIALOW 243
Rozwazymy funkcje® ¢(t) zdeterminowana przez H(t). Jezeli istnieje stata MO, nie-
zaleZzna od czasu f, funkcji H(#)1 6 taka, ze
(3.5 |lp| < M%"  dla 0<t< oo,

funkcja @(t) jest wielkoscia rzedu 6", co bedziemy zapisywali przez p = 0(6"). Wynika
stad, Zze okreflony przez (3.4) tensor E(¢) jest wielkoscia rzedu 0(5). Na podstawie powyz-
szego mozna wykazac, iz

(3.6) E = E4+0(5%) = 0(5),

a zatem, gdy zachodzi (3.4), wielkos¢ rzedu 0(4%) jest pomijalnie mata w poréwnaniu
z E i w przypadku nieskonczenie matych deformacji mamy

(3.7) E=E gdy o<1,

Z (2.6) i (3.7) wynika, ze takZe czeSci spreZysta F i niesprezysta 'E infinitezymalnego
odksztalcenia sa réwniez wielkosciami rzedu 0(3).

Oznaczmy temperature w chwili poczatkowej przez 9, natomiast przez A9 przyrost
temperatury, réwny

(3.8) A = D —Dq.

Zauwazimy, Ze temperatura ¥, w chwili poczatkowej jest niezalezna od czasu, funkgji
H(r)i 6. Mozna wigc zatem uwazaé przyrost temperatury za maly, jezeli zachodzi warunek

. Co oznacza, Ze przyjmujemy w dalszym ciagu, iz 4% = 0(4).

Zatoimy, Ze material z zerowymi naprezeniami poczatkowymi jest jednorodny i znaj-
duje si¢ w stanie spoczynku przy stalej temperaturze 9, i entropii 7o. W przypadku, gdy
spetniony jest warunek (3.4) tensory naprezenia Pioli-Kirchhoffa T i Cauchy’ego T sa -
nierozrdznialne, tj.

(3.10) T(t) =T(t) gdy o<1
i dzigki (3.7), r6wnania konstytutywne (2.2) oraz (2.3) przyjmuja postaé
(3.11) : 1= —0sPCE D), T =0r0ez*P(E D).

Rozwijajac prawa strone réwnania .(3.11), w szereg w otoczeniu (0, &), przy warunku
T = 0 w punkcie (0, ?,), a nastepnie ograniczajac si¢ do wyrazéw rze¢du 0(5) mamy

T = pr(°A°E] +-°449),

(3.12) .
TX, = or (‘A% My EN 445 L AD),

gdzie °A jest stalym tensorem czwartego rzgdu o symetrii

(313) cAKLMN=eALKMN:EALKNM=EAKLNM=eAMNKL’

%) @(f) jest tu oznaczeniem ogblnym zaréwno funkcji skalarnej, jak i tensorowej.
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natomiast °4 jest stalym tensorem symetrycznym rzedu drugiego. Réwnanie (3.12) mozna
napisaé w postaci odwréconej®’

. -1
of— L ex (7] +eA9,
(3.14) er
. ~1 :
eEKL — ‘l_eAKLMNTNM_I_eijLAﬁ'
or

Ze wzgledu na stalo§é °A oraz °d, a takze na fakt, ze zaréwno °E jak i 49 sg wielkoéciami
rzedu odpowiednio 0(8) i 0(4), z (3.12) wynika, iz T jest takze wielko$cia rzgdu 0(4).

Jezeli ograniczymy sie do przypadku, w ktérym energia swobodna ¢ jest wielkoScia
rzedu 0(82), wéwczas jak widaé z (3.11) i (3.12), funkcja 9 winna mie¢ postaé

315 y="CE »+9CE)
- % tr (CEA[°E]) + A9 tr (°d °E) + é— A(A9)? + % tr(E'A[E]),

gdzie A jest stalym skalarem, za$§ ‘A jest stalym tensorem czwartego rzedu, jaki spetnia
warunki symetrii (3.13). W tym przypadku réwnanie (3.11); przyjmuje forme

(3.16) n= —tr(°dEy—AAD.

Z (3.15) i (3.16) wynika, ze dla f=0,E=0i9 =9, mamy p = 0i no = (0, %) = 0.
Zatem w tym przypadku 7 oznacza jednoczeénie przyrost entropii. Ponadto ciepto whasciwe
przy statym odksztalceniu sprgzystym, réwne

(3.17) c=90yn = — A% = —Add-tc,,

gdzie ¢, oznacza ciepto wlaciwe przy & = @ jest liniowa funkcjq przyrostu Ad. Otrzy-
mane w ten sposéb réwnania (3.12) i (3.16) sg réwnaniami konstytutywnymi liniowej
teorii termosprezystosci.

Przechodzac do opisu niesprezystego zchowania si¢ materialu sprezysto/lepkoplastycz-
nego przy nieskonczenie malych deformacjach widzimy, e dzigki zaleznoéciom (3.7)
oraz (3.10) réwnanie konstytutywne (2.5) przyjmuje postac

(3.18) E(T,'E, ©) = u(®) < &(F) > N(T,'E,9), N =NT.
‘ —1 -1
6) Staly tensor czwartego rzedu €A posiada te same warunki symetrii co tensor €A. €A jest tensorem
odwrotnym do tensora €A. Rozpatrywany jako macierz 6 X 6 spelnia warunki

—1 ~1 [
eAR My eAN y Ro — eAKp M yle ANy R = 7(5KS5RL+GKRGSL),

gdzie Gkg jest tensorem metrycznym w konfiguracji odniesienia. Natomiast

* -1
eAKL - eAKLMN ‘ANM

jest stalym tensorem symetrycznym drugiego rzedu.
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Przyjmiijy, ze wystgpujaca w (3.18) funkcja N ma postaé quasi-liniowa wzgledem zmien-
nych T,'E i 9. Niech wigc funkcja ta posiada forme

(3.19) N = H1+G(tr T2, tr (,T4E), tr SE?) [T]+

+H(tr pT?, tr(pT 4E), triE?) ['E] +G(90)49,
gdzie: H jest skalarem, funkcje tensorowe czwartego rzedu G i H spelniajg warunki sy-
metrii (3.13), za§ G jest symetrycznym tensorem drugiego rzedu. pT i AE oznaczaja de-
wiatory odpowiednio tensora naprezenia i tensora odksztalcenia niesprezystego. Zalézmy
ponadto, Ze drugi i trzeci wyraz w (3.19) jest jednorodny wzgledem T i E. W szczegdInoSci
“gdy G i H sa tensorami statymi, funkcja N staje sie liniowa. Uwzgledniajac zaleznosci
(3.10), (3.15) oraz (3.19) otrzymujemy z (2.12) nieréwno$¢
tr{(T—og'AUE)HL} +tr {(T— o0& Al EDGIT]} -+ tr{(T— o5’ ATEDH['E]} +
+tr {G(9) (T —0'A'E]}4 >0,
ktéra musi byé spetniona dla kazdego T, 'E i A49. Musi byé wigc spelniona takze i w chwili,
gdy zaczyna si¢ rozwijaé pierwszy proces deformacji niespreZystej, to jest gdy E=0
przy ‘E # 0. Ale przy tych warunkach przyjmuje ona postaé nieréwnosci '
Htr T+t {TG(tr p T*) [T]} +1r {G(P)T}4F = 0,

jaka, ze wzgledu na dowolnoéé 4, moze byé spelniona wtedy, gdy znika tr {G($,)T}49,
tzn, gdy G(¢y) = 0. Oznacza to, ze okre§lona przez (3.19) funkcja N musi mieé postaé
(3.20)  °N(T,'E) = H1+4-G(trpT?, tr (,TAE), tr JE?) [T]+-H(trpT?, tr(pT SE), tr JE?) [E]
i jednoczesnie spetniaé podstawowa nieréwnosé

(3.21) tr {(T—ox 'Al'E])°N(T, 'E)} > 0.

W przypadku nieskonczenie matych deformacji statyczny warunek plastycznoéei zalezy
od zmiennych T, PE oraz A%, z ktérych kazda jest wielkoscia rzedu 0(8). Jezeli zatozymy,
iz statyczna powierzchnia plastyczno$ci jest w przestrzeni naprgZenie—temperatura glad-
ka i zamknigta, wowczas zachowujac czlony rzedu 0(82), mozemy funkcje f przedstawié
w postaci formy kwadratowej

(3.22) f=tr(BT)+tr(CPE)—DA4d+ % tr (TI[T])+ 17 tr (PEK[PE]) +

+ % N(49)2 +tr (TM[PE]) +tr (JT) 49 +tr (K E) A9,

gdzie: tensory symetryczne drugiego rzedu B i C sa wielko$ciami rzedu 0(8), D jest wiel-

koscia skalarna rzedu 0(6), J oraz K sa tensorami czwartego rzedu o warunkach symetrii

(3.13), J i K sa symetrycznymi tensorami drugiego rzedu, za$§ N jest skalarem.
Przyjmijmy w dalszych rozwazaniach, Ze

(3.23) k() = »(T, °E, 9).
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Poniewaz w tym przypadku f = x, parametr % winien by¢ wielkoécia rzgdu 0(8?). Zatem
i pochodna %, ktora jak wida¢ z (2.8) jest teraz réwna

(3.24) % = tr{M(T, °E, 9y E(T, "E, 9, T, §)},

powinna by¢ wiclkoéeig rzedu 0(6%)7.

Zalozmy, ze wystepujaca w (3.24) funkcj¢ M mozemy przyjaé jako liniowa wzglgdem
T,?E i &, tj., e
(3.25) M = P[T]+S[’E]+ PAY,
gdzie P i S sg stalymi tensorami czwartego rzedu o symetrii (3.13), zas P jest symetrycznym
tensorem drugiego rzedu. Z (3.24) widaé, ze przyjmujac M w postaci (3.25), tj. jako wiel-
koéé rzedu 0(5), postulujemy jednoczesnie, iz rzad wielkoéci predkosci odksztalcenia
plastycznego jest réwny 0(3).

Przy przejéciu granicznym do teorii plastycznego plyniecia dla przypadku nieskoficzenie
matych deformacji, okre§lona przez (3.20) funkcja °N(T,'E) przechodzi w funkcje
°N(T, PE), za$ zalezno$¢ (2.21) — w nieréwnosé

tr[(M—0,zf)°N(T, PE)] > 0.
Jak wykazano w pracy {2], nier6wno$¢ powyzsza implikuje warunek
(3.26) P=K
oraz ograniczenie

(3.27) te{[(P —MT") [T]+(S —K) [PE]— CI°N(T, "E)} > 0,

ktére musza spelniaé wystgpujace w (3.20) i (3.25) wielkoéci P, M, S, H, K, G, C'i H.
Zalézmy w koficu, iz wystepujaca w réwnaniu konstytutywnym (3.18) funkcje u(9)
moZemy przyja¢ w postaci liniowej

(3.28) ' w(@) = (Do) +p1(Po)A490 > 0.
Ze wzgledu na (3.23) funkcja statycznego uplastycznienia (2.7) przyjmuje forme

-~ ‘ N
(3.29) 71, o)~ LLED
#(T,PE, 9)

ki

gdzie f(T, 'E, ) jest okreSlona przez (3.22) i dzieki zaleznoéciom (3.20) oraz (3.28), réw-
nanie (3.18) uzyskuje postaé

(3.30) 'E = [u(00) +111(96)40] < B(F) > °N(T, ‘E).

7) Jezeli % jest wielkoscia rzedu 0(0%), to zachodzi | < P°d%.
Oznaczajac przez b < c0 koficowa chwilg procesu, mamy

b b b
|| = | [ #dt| < [ |%|dt < P°8? [ dt=Ts?,
0 0 0

gdzie P = P°. I odwrotnie, aby » bylo wielkocia rzedu 0(6%) powinno byé % wielkoécia rzedu 0(6%).
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Z (3.30) otrzymujemy dynamiczny warunek plastycznosei

(triéz)l/z oRp2\L 12
u(@o) Fa@oyas NI ”

Tak wigc uzyskany na drodze powyzszego przejcia uklad réwnan konstytutywnych,
opisujacy material sprezysto/lepkoplastyczny przy odksztatceniach nieskorficzenie matych,
sktada sig¢ z réwnan (3.12), (3.15), (3.16) i (3.30), przy czym musza.byé spelnione nieréw-
nosci (3.21) i (3.27). Zwiazki te sa stuszne dla przypadku, gdy material wykazuje wzmocnie-
nie zaréwno izotropowe jak i anizotropowe. .

(3.31)  f(T,'E,®) = «(T, *E, 9)

l_l_dj—l\\

4. Przypadek izotropowego wzmocnienia materialu

Gdy materiatl sprezysto/lepkoplastyczny wykazuje wzmocnienie tylko izotropowe,
okre§lona przez (3.22) funkcja f nie zalezy od odksztalcenia plastycznego. Przyjmujac
zatem w (3.22) .

“.0 C=K=0 oraz K=M=0,
otrzymujemy »
(4.2) - f= tr(BT)—DAz?—{—%tr(TJ[T])—-%N(Aﬁ)"—l—tr(JT)Az?.

Jednoczeénie na podstawie (4.1) i (3.26) widzimy, ze w tym przypadku réwnanie (3.25)
przyjmuje postaé

(4.3) M = P[T]+S[E].

Ponadto, jak postulowano w p. 2, i funkcja N w réwnaniu (2.5) nie zalezy teraz od 'E.
Przyjmujemy zatem w zalezno$ci (3.20)

(4.4) H = 0.

Przy dodatkowym zalozeniu, ze G zalezy tylko od tr ,T?, otrzymujemy w rezultacie
(4.5) °N = H1+G(tr,72) [T]

i réwnanie konstytutywne (3.30) przyjmuje postac

(4.6) E = [u(0) +m(90)49] < B(F) > °N(T).

Wprowadzajac do (3.21) w miejsce °N okre$lona przez (4.5) funkcje °N otrzymujemy
nieréwnosé

4.7) Htr T+tr {TG(trp T?) [T]) — gntr {{APE] (H1+G(tr pT2) [T])} = 0,

ktéra musi byé¢ spelniona dla kazdego T i 'E. Musi by¢ zatem spelniona dla —T oraz E
Jezeli wiec zmienimy w (4.7) znak przy T i otrzymana nieréwno$§¢ dodamy do (4.7), to
uzyskamy w rezultacie nieréwnosé '

tr{TG(tr pT?) [T]} —Hogtr(A['E]L) > O,
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jaka moze byé spetniona tylko wtedy, gdy drugi wyraz po jej lewej stronie znika, tzn,
gdy

(4.8) iA=0,

¢o oznacza, e w tym przypadku energia swobodna (3.15) nie moze zaleze¢ od odksztal-
cenia niespreZystego. Biorae pod uwage (4.8), otrzymujemy z (4.7) nieréwno$¢ ograni-
czajaca

(4.9) Htr T+te {TG(tr ,T2) [T]} = 0,

jaka musza spelniaé wystepujace w zaleZﬁnoéci (4.5) wspdtczynniki H i G. Zastepujac jedno-
czednie funkcie °N w (3.27) funkcja °N i uwzgledniajac (4.1) otrzymujemy nieréwno$é
(4.10) tr{(PLT]+SPPE]) (H1+G(trpT?) [T])} > O,

jaka ogranicza wspétczynniki P i S.

5. Warunek plastyczno$ci z niestacjonarna powierzchnig plyniecia

Rozpatrzmy szczegdlny przypadek powyzszej teorii. Mianowicie przyjmijmy w (3.22 -
warunki

5.0 J=K=0
oraz * )
(5.2) N>0, D?<4N.

Z (3.22) i (3.23) wynika, Ze w tym przypadku moZna statycznemu warunkowi plastyczno-
§ci nadaé forme

(5.3) ST, PE) =
gdzie

(5.4) f(T,"E) = tr(BT)+tr(C?E)+ -%_ tr(TJ[T])—|——;—tr (PEK[PE]) --tr (TM[?E])
nie zalezy od temperatury ¢}, natomiast
(5.5 it = (T, PE, 9) + DAY+ N(A49)? > 0.

Zalezno$é (5.3) jest szczegdlnym przypadkiem statycznego warunku plastycznosci z nie-
stacjonarna powierzchnia ptyniecia (patrz [4]), uwzgledniajacym wzmocnienie tak izotro-
powe, jak i anizotropowe. Jednocze$nie ze wzgledu na (3.26) i (5.1), okre§lona przez (3.25)
funkcja M przyjmuje postaé (4.3), za$§ funkcja statycznego uplastycznienia (3.29) — forme

/@)
(T, PE, 9)

Réwnanie konstytutywne (3.30) pozostaje bez zmiany, natomiast dynamiczny warunek
plastycznosei (3.31) uzyskuje postad )

(5.6) F(T,°E, 9) =

(triéz)llz onJ2y—-1/2
OO ETRCAY A ”

przy czym musza by¢ spelnione nieréwnoSci ograniczajace (3.21) i (3.27).

(5.7) f(T,'E) = (T, "E, &) ‘1+ @—1[
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Dla uzyskania przypadku, gdy statyczny warunek plastycznosci (5.3) opisuje wzmocnie-
nie anizotropowe typu kinematycznego, wprowadzamy dalsze zaloZenia, Zze dla « >0

(5.8) C= —oB, K=o, M= —aJ

oraz

5.9) H= -G, S=0.

Dzigki zatozeniom (5.8), okreSlona przez (5.4) funkcja f przyjmuje postaé
(5.10) f(T—a?E) = tr[B(T—a?E)] + —;- tr {(T—aPE)J[T—a?E]},
natomiast, ze wzgledu na (5.9),, funkcja °N [patrz (2.20)] — forme
(5.11) °N(T—a'E) = H1+G(tr pT?, tr(pT 4E), tr 4E?) [T—o'E].
Ponadto zaleznosci (3.26), (5.1) i (5.9) ograniczaja dang przez (3.25) funkcje M do postaci
(5.12) M =P[T].

Jednocze$nie zwiazki (3.21) oraz (3.27) staja sig teraz nieréwnoéciami
(5.13) tr {(T—ox’AE]D°N(T—o'E)) =0

(5.14) tr {(P[T]+oJ[T—aPE]+aB)°N(T—a?E)} > 0.

6. Material izotropowy -

Przedstawiona w poprzednich paragrafach teoria przy deformacjach nieskoriczenie
malych stuszna jest dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego o dowolnej anizotropii
poczatkowej. Rozwazmy w dalszym ciagu material, charakteryzujacy sie izotropia po-
czatkowa. W tym przypadku mamy®

Bgr, = o 0gy,

Jximn = 02 Okr Open 03 (Oxa Orn +OxnOrar),
Pyrmn = £10k0mn+L2(OkmOLy+OxnOim),
"Akemn = 116x00my +12 (O Orn +6xn0in),
Gymy = &:(trpT?, tr(pT LE), trgEZ)CSKL(SMN_i"
+ &,(trpT?, tr(DTJ;E)a trDiEZ) (OxkmOLy+OSknOim)-

Wykorzystujac zalezno$é (6.1), , mozna, jak wynika z (5.5) i (5. 10) nadaé statycznemu
warunkowi plastycznoéci postaé

(6.1)

(6.2) 05 tl‘(DT—O(BE)Z + (—‘-,1[ o, 4 —;— oc3) [’Lr(T——-oc"I:‘)]2 —{-al.tr(T—aFE) = (T, °E, 9,

8) Reprezentacje tensoréw izotropowych (6.1) odpowiadaja prostokatnemu ukiadowi wspélrzednych
kartezjanskich,

4 Mechanika teoretyczna
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za$ dzieki (6.1), funkcji °N [patrz (5.11)] — forme

(6.3) °N(T—o'E) = H1+ (,51 + 3;; 52) Ltr(T—o'E) 4 2&,(, T—o LE).

Ponadto, ze wzgledu na (6.1);, okreslona przez (5.12) funkcja M staje sic réwna

(64) M = ( SR % cz) 1T +285 5T,

a (6.1), sprawia, Ze cze$é niespreZysta energii swobodnej (3.15) jest

(6.5) hy = —%-m (trE)2 -, triE2.

Jednoczes$nie zaleznoéei (6.1), oraz (6.3) nadajg nierdwnodci ograniczajacej (5.13) postaé
(6.6) tr {[T~@R(m 1tr'E+4-29, 'E)] [Hl + (51 + § 52) tl'(T”“iE) +2§2(DT—0H;E)]} =20,

natomiast zwiazki (6.1), ;3,5 przeksztalcajg (5.14) w nieréwno$é

6.7 [((C1 + %Cz) 1trT+20, pT+a [0‘1 1+ (05'2“1' %“3) 1tr(T~a”f)+

+2°‘3(DT*°‘51§)D [HI—I— (cxz—i— —§-oc3) 1tr(T—a?E) 4-2a3(DT~a{;l§')” > 0.

Rozpatrzmy dwa szczegdlne przypadki.
Przypadek A. Gdy

N =

(6.8) oy = 2a l/;.;, Ay = "—(2(12—{——%‘), Oy == -

Dla wyspecyfikowanych przez (6.8) mnoznikéw o, o, 1 o5 warunek (6.2) staje si¢ sta-
tycznym uogdlnionym warunkiem plastyczno§ci Misesa® (patrz [1])

(6.9) f= ]/-;-tr(DT—aSZ?)Z +atr (T—a?E) = |/ w(T, 7E, 9)

1 w tym przypadku mozemy napisaé statyczna funkcje uplastycznienia (5.6) jako

l/ % tr (,T—a E) +atr (T—o'E)

(6.10) F(T,'E,9) = S —1.
V/ (T, °E, )

Niech ponadto funkcja °N [patrz (5.11)] jest réwna

(6.11) °N = fr(T—a'E),

?) Warunek ten nazywany jest réwniez warunkiem plastycznoéci Schleichera-Misesa,
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gdzie f jest lewa strong warunku (6.9) przy podstawionym 'Ew miejsce PE, natomiast fr
oznacza gradient f wzglgdem 7. Dokonujac réZzniczkowania widzimy, ze v tym przypadku

DT— GI;E
1T
2]/—2— tr (,T—ao'E)?

Z (6.3) wynika, ze przyjecie funkcji °N w postaci (6.12) jest réwnowazne wyspecyfikowaniu
mnoznikéw & przez zwiazki

(6.12) °N(T—o'E) = al+

2 1
‘3‘52, §2= T_*—A
4]/7 tr(pT—aiE)?

Tak wigc w tym przypadku réwnanie konstytutywne (3.38) przyjmuje postaé

(6.13) H=a, & =—

l/ ! tr(pT—a gE)* +atr (T—a'E)

. A DL — AP -

@14 B =[u@) tm@an <o| 2 ~1>
V (T, 7E, )
> |al+-

DT—“BI:: )

2 ]/% tr (,T—o 2E)?

za§ dynamiczny warunek plastycznoéci (3.31) — forme

(6.15) I/% tr(pT—a E)? +atr (T—o'E) =

—)pN—‘ - (l:r'.E;'Z)ll2 2, 1 o
=1/ (T, 7, 9) ‘” ¢ [u(ﬁonwomﬁ (3“ '*7) ”

Réwnanie konstytutywne (6.14) wraz z dynamicznym warunkiem plastycznodci (6.15)
stanowia uogodlnienie proponowanego w pracy [5] réwnania konstytutywnego dla sprezysto/
lepkoplastycznego gruntu na przypadek wzmocnienia zaréwno izotropowego jak i kine-
matycznego przy niestacjonarnej powierzchni uplastycznienia, gdzie niestacjonarnosé jest
wywolana dzialaniem zmiennej w czasie temperatury.

Z (6.14) widaé, Ze pierwszy niezmiennik tensora predkosci odksztalcenia niesprezystego
jest rézny od zera i réwny

V% tr(,T—a'E)2 +atr (T—a'E)

tr'E = 3a[u(do) + 1 (90) 48] < P S—
V(T PE, )

~1] >,

z czego wynika, iz odksztalceniom niespreZystym towarzyszy zmiana objetosci (przy a # 0),
nazywana niesprezysta dylatacja gruntu. Zatem a jest stala, ktéra odpowiada za predkoéé
niesprezystej dylatacji gruntu.

4%



252 We. WoiNno

Uwzgledniajac (6.13) w zaleznoSci (6.6) otrzymujemy nieréwnoéé

trpT? - (2erms +a) tr (oT3E) + 20p7a0tr BE? >0
1 o ’
2 I/-? tr(p,T—ayE)?

ktéra musi byé stuszna dla kazdej pary (T, ‘E‘), jaka speinia dynamiczny warunek plastycz-
noéci (6.15). Nie poszukujac pelnego zbioru mnoznikéw #, i 7,, ograniczonych nieréw-
nodcig (6.16), moZzna wykazaé, ze dla szczegllnego ich wyboru, mianowicie

(6.16) atr[T—or(3n:-+-272)'E1+

(6.17) 7, =0 i N2 = E’

nieréwnoéé (6.16) jest spelniona zawsze. Podstawiajac bowiem (6.17) do lewej strony nie-
réwnodci (6.16) otrzymujemy lewa strong dynamicznego warunku plastycznosci (6.15),
a ta, jak wynika z jego strony prawej, jest w czasie procesu deformacji niesprezystej zawsze
dodatnia. Nalezy jednoczeénie zauwazyé, ze wyspecyfikowanie 7, i 1, jak w (6.17) jest
réwnowazne przyjeciu czeSci niesprezystej energii swobodnej (6.5) w postaci

6.18 - = i,
(6.18) 20n

Dla granicznego przypadku, gdy dana przez (3.28) funkcja u(#) — oo, réwnanie kon-
stytutywne (3.30), z funkcja statycznego uplastycznienia w postaci (6.10) i dang przez
(6.10) funkcja °N, przechodzi w réwnanie konstytutywne plastycznego plyniecia w postaci
(6.19) PE = 2 < tr(frT)— (D+NANG > fr(T—a?E),
gdzie wspdlezynnik A spelnia zaleZno$§é

. .

Przyjmujac jak w p.1 4 > 0, oraz spostrzegajac z (6.9), Ze f = —afr, otrzymujemy z za-
leznoéci (6.20) nieréwnosé

6.21) tr [(2 1“ IW+afT)] >0,

n¥t

do ktérej podstawiamy (6.4) oraz (6.12) ze zmienionym wskaznikiem i na p. Po dokonaniu
przeksztalcen uzyskujemy warunek ograniczajacy

1

(6.22) 21/——% 30(4'1 + %Cz) tr T, tI‘D—_T:TVO(tI‘ (bTBE)

V—i' tr(DT—-oc{,’E)2

Przypadek B. Gdy w warunkach (6.8) a = 0, co oznacza nieéci§liwoéé materialu
w obszarze odksztalcenia niesprezystego. Kladac a = 0 w (6.9) otrzymujemy statyczny
warunek plastyczno$ci Hubera-Misesa

(623 1=/ 1 Tty = |/ G B D).

—|—oc(3a2 —{—%) > 0.
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Przyjmujac w (6.14) oraz (6.15) a = 0 otrzymujemy réwnanie konstytutywne w postaci

‘I/f tr (DT_“O(DE)2
= [u(@o) + 1 (80)49] < D

6.24
(624 VT, P, 9)

—1] >

T—aDE

]/— tr (p,T—a fE)>
oraz dynamiczny warunek plastycznosci w formie

1 15N2 v/ T Pl O -1 . @tr ié‘-z)uz
(625) V 5 T —adE)? = |/ (T, 7E, 9) |1+ Lwo) ﬁlwomﬂ]"

Roéwnanie (6.24) stanowi uogdlnienie proponowanego w [11] réwnania konstytutywnego
dla metali na przypadek wzmocnienia zaréwno izotropowego, jak i kinematycznego.
Dla a = 0 nierdwnod¢ (6.16) staje si¢ nieréwnodcia

6.26) tr pT2— (20r N2 +0) tr (pTLE) + 20 naotr LE2 = 0,

ktéra musi byé spetniona dla kazdej pary (7, ‘E), jaka spelnia dynamiczny warunek pla-
stycznodcl (6.25). Nieréwnos¢ (6.26) jest zawsze spelniona przy np.

o
H
20g

(6.27) 7y — dowolne 1 g, =

dla tych bowiem wartoéci jej lewa strona jest réwna tr (pT—a AE)2. W tym przypadku czesé
niesprezysta energii swobodnej jest réwna

1 i 2 ipr2
(6.28) by = = M (tr E) = 2@ trif?,

Przyjmujac a =0 w (6.22) otrzymujemy warunck ograniczajacy

(6,29) 2 tr])T —atr(DTD‘EL +_ - 0.

21/ ]/ —tr (o T—a BE)?

Gdy materiat wykazuje wzmocnienie tylko 1zotropowe; o =0 i wowczas statyczny
warunek plastycznoéei (6.9) przyjmuje postaé

(6.30) ]/%trDT2 Fatr T = ]/,,x(T, PE, D),

réwnanie konstytutywne (6.14) — forme

]/—‘u pT? J-ateT
(6.31) E = [14(D0) +p1 (Do) AD] < D —_— 1>
V/ T, 7 E, )
> [al+ LI
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natomiast dynamiczny warunek plastycznosci (6.15) staje si¢ warunkiem

1 2 gp,«— 1 (trig2)l/2 , 1 —-1;2
(6.32) ]/TtrDT +atrT=]/"x(T, E, ﬂ)\1+® [u(ﬁo)wl(ﬂo)dﬂ(sa +?) ]]

Tym razem, jak wynika z (6.31), predkoé¢ niesprezystej dylatacji gruntu w procesie termo-

dynamicznym jest réwna
]/—erT" dateT
—1

V (T, ?E, 9)

' E = 3a[u(B) +-11(96)A9] < @ >.

W tym przypadku musi zachodzi¢ warunek (4.8), co jak wida¢ z (6.1), pociaga za soba
fakt, ze musi by¢ n, = n, = 0. Zatem warunek (6.16) staje si¢ nieréwnoécia

(6.33) l/—;— trpT? +atrT =0

ktdra, jak wynika z (6.32), jest zawsze spelniona, przy ézym znak rownofci zachodzi
wtedy, gdy T = 0.

Jednoczeénie dla o« = 0 warunek (6.22) przyjmuje postaé

1 I3 2 1
(6.34) '/—M [70(f1+*§—€'2)ﬂ'1'+f2]/—2"thTz] >0,
ktora ogranicza mnozniki {; i {,. Przyjmujac np,
(6.35) L=0 i L=m>0,

gd-zie m dowolna liczba, otrzymujemy po wykorzystaniu warunku (6.30) nieréwnoéé
m >0, jaka jest zawsze spelniona. Kladac o« == 0 w (6.23)-(6.25) otrzymujemy statyczny
warunek plastycznosci '

(6.36) ]/ —trDT2 =1/ x{, E 0)

réwnanie konstytutywne

l/m trDT2
637) 2E = [u(B0) +-p1(B0)49] < &

]/,,%(T E '19') ‘I/__ trDT2
oraz dynamiczny warunek plastycznosci
i, - Qir jE?)12
6.38 —trpT? =1/ (T, PE, &) {1 +P-1 D }
©39 ]/ 277 l/ﬁ l - [/‘(790)+l‘1(19'0)479]l

Réwnanie konstytutywne (6.37), wraz z dynamicznym warunkiem plastycznosci (6.38),
zostalo sformutowane i przedyskutowane w pracy [11].
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Dzieki temu, Ze 7, = 7, = 0, nieréwno$é (6.26) staje si¢ warunkiem
(6.39) trpT? =0,

ktory jest zawsze spelniony, przy czym znak réwnosci zachodzi wtedy, gdy pT = 0. Przy
o = 0 warunek (6.29) przyjmuje posta¢ nieréwnosci

(6.40) £, >0,

zaé mnoznik &; moze byé dowolny.
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Pesmome

3AMEYAHUS K MHOMHUTESUMAJIBHOU TEOPUM YIIPYI'O/BA3KOIIIIACTUUECKUX
MATEPHAJIOB

Jo macroswero BpeMeHH TEOPHH YIPYro/BASKOMIACTHYECKUX MATEPUANOB A GECKOHEUHO MaNbIX
¥ 1 oHeudsIx gedhopManuil passusanucek HezaBucumo. Llenwio macToselt paboThI SABJIAETCH BBLIBOX,
C OJHOBDPEMEHMbIM PACUIMPDEHMEM Ha CHyuyail TepMOJHHAMMUECKHX IPOLECCOB, HH(HMHHUTE3MMANBHOH
TEOPHH HEMOCPENCTBEHHO ITYTEM HPEAENIBHOIO XEPEXOHa OT TEPMOAMHAMMUYECKON TEOpMH [Isi GONBIIMX
nedopmManuil. DTOT NpeAeNbHBbIA TIEPEXOA NPOH3BENEH IPW IPEANONOMKEHHH, YTO TPaXHEHTLI Iepeme-
IUEHHA ¥ NPUPANIEHMA TEMIICPATYPh! ABNAOTCA HeGONLIUMH. IIpy ATHX npemnoNoyKeHuax ObLH Ho-
JIyueHbl ypaBHeHusi ofueil TeopHM COBMECTHO C OTPAHWUEHMSIMM BBITEKAIOWUMMHM M3 BTOPOTO 3aKOHA
TEPMOAMHAMMKM. 3aTeM PacCMOTDEH CIIyUal H3OTPOIHOTO YIPOUYHEHHSI MATEPHAJIOB, YCIOBHS IIACTHU-
HOCTH C HECTAIlMOHAPHOMK M3 32 BIMAHHSA TEMIIEPATYPLI IOBEPXHOCTHIO IVIACTHYECKOTO TEYEHMS M CIIyyai
H30TPOITHOTO MaTeprana.

Summary

NOTES ON THE INFINITESIMAL THEORY OF ELASTIC/VISCOPLASTIC MATERIALS

So far, both the infinitesimal and the finite deformation theories of elastic/viscoplastic materials have
been developed independently. The aim of the paper is to obtain the infinitesimal theory as a limiting case
of the thermodynamical theory at finite strains with the conditions that displacement gradients and tempe-
rature increments are small. As a result, both the generalized constitutive equations and the restrictions that
are imposed on them by the second law of thermodynamics have been obtained. Finally, the particular
cases, such as the isotropic work-hardening, the yield condition with a non-stationary yicld surface and the
isotropic materials, has been discussed.
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