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1.  Wstęp

Materiał   sprę ż ysto/ lepkoplastyczny  jest  modelem  materiał u,  który  zachowuje  się
sprę ż yś cie  do  osią gnię cia  statycznej  granicy  plastycznoś ci,  po  której  przekroczeniu  po-
jawiają   się  w nim efekty  reologiczne w postaci  sprzę ż onych ze sobą   efektów  lepkich i plas-
tycznych.  Praktyczna  przydatność  badań  nad  zachowaniem  się   tego  modelu  wynika  za-
sadniczo  stą d,  że w  ramach teorii  opisują cej  jego  własnoś ci moż na ują ć  własnoś ci  wraż li-
wych  na  prę dkość  odkształ cenia materiał ów  plastycznych".

Ogólne  podstawy  opisu  własnoś ci  materiał ów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych  przyniosła
w  roku  1932  praca  HOHENEMSERA  i  PRAGERA  [3]  (patrz  również  PRAGER  [15, 16]).  Idea
HOHENEMSERA  i  PRAGERA  została rozszerzona  dzię ki  pracom  PERZYNY  [6- 8], poś wię conym
sformuł owaniu  i  analizie  równań  konstytutywnych  dla  wraż liwych  na prę dkość odkształ-
cenia  materiał ów plastycznych.  Równania  konstytutywne,  opisują ce  własnoś ci  sprę ż ysto/
lepkoplastycznych  gruntów,  zostały zaproponowane i  szczegółowo przedyskutowane  przez
OLSZAKA  i  PERZYNĘ  W pracy  [5]. Wyż ej  cytowane prace dotyczą   procesów  izotermicznych
i  odkształ ceń infinitezymalnych.  Uogólnienia proponowanych w pracy  [8] równań konsty-
tutywnych,  przez  uwzglę dnienie  wpływu  temperatury,  dokonali  na  drodze  czysto  feno-
menologicznej najpierw  OLSZAK  i  PERZYNA  [4], póź niej  PERZYNA  i  WIERZBICKI [11].

Sformułowanie  i  analizę   równań  konstytutywnych  dla  izotropowych  materiał ów
sprę ż ysto/ lepkoplastycznych  w  przypadku  odkształ ceń  skoń czonych  i  procesów  izoter-
micznych  przyniosła praca  [12]. Koncepcję   tę   rozszerzono  na przypadek  procesów termo-
dynamicznych  w  pracy  [18].  W  koń cu  ogólne  sformułowanie  termodynamicznej  teorii
materiał ów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych  zostało  dokonane  w  pracy  [19]  (patrz  również
[20]),  oraz  w  oparciu  o  koncepcję   termodynamiki  materiał ów  z  parametrami  wewnę trz-
nymi  w pracy [14].

G ł ównym  celem  niniejszej  pracy  jest  rozszerzenie,  na  drodze  przejś cia  granicznego2'
od  przedstawionej  w  [18, 19, 20]  torii  przy  odkształ ceniach skoń czonych3',  proponowanej

11  Obszerne  opracowania  zagadnień  teorii  materiałów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych  zawiera  praca
[9]  i  monografie  [10,13].

2)  Przy  założ eniu, że odkształcenia i  przyrosty  temperatury są   małe.  Poję cie  małoś ci tych  wielkoś ci
zostało  dokładnie sprecyzowane w p. 3.

31  Zarys tej teorii jest przedstawiony w skrócie w p. 2.
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w  pracach  [A—8,  11]  infinitezymalnej  teorii  materiał ów  sprę ż yste/ lepkoplastycznych
na przypadek procesów termodynamicznych, a także uzyskanie  i przebadanie ograniczeń,
jakie wynikają  z drugiego prawa termodynamiki.

2.  Termodynamiczny  opis  wł asnoś ci materiał ów
sprę ż ysto/ lepkoplastycznych  przy  odkształ ceniach skoń czonych

Zgodnie  z  pracami  [18, 19, 20],  wł asnoś ci  materiał ów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych,
poddanych procesom termodynamicznym przy  odkształ ceniach skoń czonych, są w  szcze-
gólnym  przypadku  opisane  ukł adem równań  konstytutywnych

(2.1)  y- • $ (•   W

(2.2)  ) ?= - «Vy,

(2.3)  f=QRdeE

ey>

(2.4)  qR = qR{°E,

(2.5)  '£ = / < ^ <

gdzie:  y>  jest  energią  swobodną  wł aś ciwą  (na jednostkę  masy),  r\  — entropią  wł aś ciwą,
T —•  drugim tensorem naprę ż enia Pioli- Kirchhoffa4), qR —.wektorem strumienia przepł ywu
ciepła na jednostkę powierzchni w konfiguracji  począ tkowej,  QR jest gę stoś cią  masy w  tej
konfiguracji, § > 0 jest temperaturą bezwzglę dną,  Grad jest operatorem gradientu wzglę-
dem  współ rzę dnych X w  konfiguracji  począ tkowej,  zaś  kropka  oznacza  róż niczkowanie
materialne.  "E i  lE  są tensorami odkształ cenia odpowiednio sprę ż ystego  i  niesprę ż ystego,
które  speł niają  postulat  addytywnoś ci

(2.6)  £='£+%

gdzie  E jest  tensorem  odkształ cenia  Lagrange'a.
Równanie  (2.5) postuluje,  że prę dkość  odkształ cenia niesprę ż ystego  w materiale sprę-

ż ysto/ lepkoplastycznym  jest propocjonalna do funkji   (P(^),  gdzie  3F jest funkcją  statycz-
nego  uplastycznienia,  okreś loną  za poś rednictwem  statycznego  warunku  plastycznoś ci
f=k(n)  przez  zależ ność

(2 7)  3F =   K  '  — 1

Wystę pują cy  w (2.7)  tensor  PE  jest  odkształ ceniem plastycznym,  zdefiniowanym  jak
w pracy  [2]. Współ czynnik proporcjonalnoś ci w równaniu  (2.5) jest  iloczynem  skalarnej
funkcji  / *(#) > 0,  charakteryzują cej  wł asnoś ci  lepkie  materiału i  symetrycznej  funkcji
tensorowej N. Wprowadzona w (2.7) funkcja  k(x) jest skalarną funkcją  parametru K wzmo-
cnienia izotropowego materiał u. Parametr ten speł nia równanie róż niczkowe

(2- 8)  K = tr{WI(f , PE, d)pE(f,  PE, d, f, • &)},

*) Tensor  f  wyraża  się w zależ noś ci  od tensora  naprę ż enia  Cauchy'ego  T wzorem

TsJF-iT(F- 1)T,

gdzie F  oznacza  gradient  deformacji,  zaś  J>  0—jego  Jakobian.
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gdzie  M  jest  symetryczną  funkcją  tensorową.  Zakł ada się,  że  funkcje  N  i  M  speł niają
zasadę  obiektywnoś ci  materialnej.

Symbol <  $(# ") >  w  równaniu  (2.5) jest zdefiniowany  nastę pują co

0  dla  f <  0,
(2.9) >  0  dla  &   >  0.

Z  równania  (2.5) wynika  dynamiczny warunek  plastycznoś ci

(2.10)  Ą f,  %  0) =  k(x(T, >E, *

dla  materiał ów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych,  wykazują cych  wzmocnienie  izotropowe
i anizotropowe. Zależ ność (2.10) opisuje zmianę aktualnej powierzchni pł ynię cia w procesie
termodynamicznym.

Funkcja wewnę trznej dysypacji  w materiale sprę ż yste/ lepkoplastycznym  jest okreś lona
przez zwią zek

(2.11)  a =  &(• *, %  0) =   - ^

zgodnie z którym nierówność dysypacji  wewnę trznej przybiera  formę

(2.12)  tr[(T- eBd i £ 'v0N (#,  '£, *) ] >  0.

Tak więc wł asnoś ci materiału sprę ż ysto/ lepkoplastycznego  w procesie  termodynamicz-
nym  okreś lone  są  przez  funkcje  ef,'ip,qK,N,0(^)  oraz  ^(ff),  przy  czym  nierówność
(2.12)  stanowi  podstawowe  ograniczenie, jakie  przy  okreś lonych  ey>,   lę  musi  speł niać
funkcja  N.

Gdy materiał  wykazuje wzmocnienie tylko  izotropowe, pojawiają ca  się w (2.7)  funkcja
/ n ie  zależy od PE. W tym przypadku postuluje się, że również i funkcja  N w (2.5) nie za-
leży od  lE.

Jak  wykazano,  w  przypadku  gdy  fx{&)   -»  oo dla  każ dej  wartoś ci  #, 'E ->   PE  i ukł ad
równań konstytutywnych  (2.1)- (2.5) dla materiału sprę ż ysto/ lepkoplastycznego przechodzi
w  sformuł owany  przez  GREENA i  NAGHDIEGO  [2] ukł ad równań konstytutywnych  teorii
plastycznego  pł ynię cia w postaci

(2.13)  V  = • ?>(•

(2.14)  ,?=-<

(2.15)  fE

(2 16)  ł lt  =  $«(• £, '£,*, G rad*),

(2.17)  >E =  1 <  tr(df/ T) +d>f0  >  N(f,  'E, &),
gdzie

(2.18)  I   -   {tr[(ó x/cM  -   dPEf)N(ł ,  "E, *)]} -  S

zaś  symbol <  t r(df/ J)+ d9/ ^  > jest  okreś lony  jak  poniż ej

(2.19)  < [ t r ( a ^ + ^ ]  > = {  o  g d y  / =  ^  ,  =  o i  [  ] < 0, lub gdy / < «.
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Jak wykazano w pracy  [2], moż na bez zmniejszenia  ogólnoś ci  przyją ć,  że A > 0.
W  procesie plastycznego  płynię cia funkcja  (2.11) przechodzi w funkcję   dysypacji  wew-

nę trznej  w materiale  sprę ż ysto- plastycznym

a =  a(% "E, ff) =  ~,1<  tv(dffT)+d9f4  > tr[(T- QRdPE'foN(f,  "E,*)],

z której, ze wzglę du  na  A > 0 i warunek  (2.19)x, dla przypadku  obcią ż ania mamy nierów-
ność dysypacji  wewnę trznej

(2.20)  t r [ ( * - e *dw # ) N ( f , "E, 0)] > 0.

Ponadto przy  1 > 0 ze zwią zku  (2.18) wynika  nierówność

(2.21)  ti[(dHkM- dPEf)N(f,  >E, #)] > 0,

odgrywają ca  ograniczają cą   rolę   przy  formułowaniu  równań  konstytutywnych  teorii
plastycznego  płynię cia  (patrz  [2]).

3.  Ogólna  infinitezymalna  teoria  materiałów  sprę ż ysto/ lepkoplastycznych

N a  wstę pie  należy  nadmienić, że przejś cie  od teorii  lepkoplastycznoś ci  przy odkształ-
ceniach  skoń czonych do infinitezymalnej  może prowadzić w rezultacie do kilku  róż nych
teorii w zależ noś ci od tego, jaką  wielkość przyjmie  się  za miarę  małoś ci deformacji. Moż li-
woś ci  te zostały  szczegółowo  przedyskutowane  w  monografii  [17].  W  niniejszej  pracy
przejś cie  do teorii  lepkoplastycznoś ci  przy  nieskoń czenie  małych  deformacjach  zostanie
dokonane  przy  założ eniu, że małe  są   gradienty  przemieszczenia  i że małe  są   przyrosty
temperatury,  liczone od temperatury w chwili  począ tkowej.

Aby  sprecyzować dokładnie poję cie małoś ci przyję tych  wielkoś ci  zauważ my, że w chwili
t  gradient H{t) wektora przemieszczenia z konfiguracji  odniesienia wyraża  się  w zależ noś ci
od gradientu deformacji  F(t)  przez  zwią zek

(3.1)  H(t)eaF(t)- l,

gdzie  1  oznacza  tensor  fundamentalny.  Wprowadź my  wielkość

(3.2)  dm  sup  |flC0|,  \H(t)\^]/u:(HHĄ),
0<(

gdzie  | H(t)  | jest  naturalną  normą   gradientu wektora  przemieszczenia w przestrzeni  dzie-
wię ciowymiarowej.  Wielkość  d bę dziemy w dalszym  cią gu  przyjmować  za miarę  małoś ci
deformacji.

Tensor  nieskoń czenie  małego  odkształcenia E(t),  uż ywany  jako  miara  odkształ cenia
"W klasycznej, infinitezymalnej  teorii sprę ż ystoś ci, jest zdefiniowany  jako

(3- 3)  E(t) =  (

Deformację   odpowiadają cą   danemu gradientowi F(t) bę dziemy  uważ ali  za nieskoń czenie
małą  w każ dej chwili t, jeż eli
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Rozważ ymy  funkcję5)  <p(t)  zdeterminowaną  przez  H(t).  Jeż eli  istnieje  stała  M°, nie-
zależ na od czasu /, funkcji  H(t)  i 6 taka, że

(3.5)  |<p|<M0<5"  dla  0 < t < o o,

funkcja  <p(t)  jest  wielkoś cią  rzę du  ó",  co  bę dziemy  zapisywali  przez  <p =  0(<5").  Wynika
stą d, że okreś lony  przez  (3.4) tensor E(t) jest wielkoś cią  rzę du 0(6). Na podstawie  powyż-
szego  moż na  wykazać,  iż

(3.6)  E  =  E+0(d2)^0(3),

a  zatem,  gdy  zachodzi  (3.4), wielkość  rzę du  O(<52) jest  pomijalnie  mała  w  porównaniu
z £ i w  przypadku  nieskoń czenie mał ych deformacji  mamy

(3.7)  E^E  gdy  < 5< 1.

Z  (2.6)  i  (3.7)  wynika,  że  także  czę ś ci  sprę ż ysta  "E  i  niesprę ż ysta  lE  infinitezymalnego
odkształ cenia  są  również  wielkoś ciami  rzę du 0(<5).

Oznaczmy  temperaturę w  chwili  począ tkowej  przez  # 0 , natomiast przez  A- &  przyrost
temperatury,  równy

(3.8)  zl#  =  # - # „•

Zauważ my,  że  temperatura  # 0  w  chwili  począ tkowej  jest  niezależ na  od  czasu,  funkcji
H(t)  i  <5.  Moż na więc zatem uważ ać przyrost temperatury za mał y, jeż eli zachodzi warunek

(3.9)  | J0 | < 0 O8 ,

co oznacza, że przyjmujemy  w dalszym cią gu,  iż A- &  =  0(6).
Zał óż my,  że  materiał   z  zerowymi  naprę ż eniami począ tkowymi  jest jednorodny  i znaj-

duje  się  w  stanie  spoczynku  przy  stał ej temperaturze $0  i  entropii  ł j0-   W przypadku,  gdy
speł niony  jest  warunek  (3.4)  tensory  naprę ż enia  Pioli- Kirchhoffa  f  i  Cauchy'ego  T  są
nierozróż nialne,  tj.

(3.10)  J( t) =  J( t)  gdy  6<\

i dzię ki  (3.7), równania konstytutywne  (2.2) oraz (2.3) przyjmują  postać

(3.11)  r, =  - < VyO £, 1?),  T =  ^

Rozwijając  prawą  stronę  równania.(3.11)2  w  szereg  w  otoczeniu  (0, & 0), przy  warunku
T  =  0w  punkcie (0, # o) ; a nastę pnie ograniczając  się do wyrazów  rzę du 0(6) mamy

gdzie  EA jest stał ym tensorem czwartego  rzę du o symetrii

(3.13)  °AK

L

M

N  =   °AL

KM

N  =   eA Ł

K

N

M  =  *A K

Ł N

5 )  <p(t)  jest  tu  oznaczeniem  ogólnym  zarówno  funkcji  skalarnej,  jak  i  tensorowej.
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natomiast  eA  jest  stał ym tensorem symetrycznym rzę du drugiego.  Równanie (3.12) moż na
napisać  w postaci  odwróconej6'

(3.14)
=   —  eA[T]- \~eAA&,

QR

Ze wzglę du na stał ość  eA  oraz eA,  a także na fakt, że zarówno  'E  jak  i A§  są  wielkoś ciami
rzę du odpowiednio 0(<S) i 0(6), z (3.12) wynika, iż T jest  także wielkoś cią  rzę du  0(6).

Jeż eli  ograniczymy  się  do  przypadku,  w  którym  energia  swobodna  tp jest  wielkoś cią
rzę du 0(<52), wówczas jak widać z (3.11) i  (3.12), funkcja  y> winna mieć postać

(3.15)  V =  ey>c£, #)

gdzie  A  jest  stał ym skalarem, zaś  'A  jest  stał ym tensorem czwartego  rzę du, jaki  speł nia
warunki  symetrii  (3.13). W  tym przypadku  równanie  (3.11)! przyjmuje  formę

(3.16)  *?=   - tc('A'E)~AAi>.

Z (3.15) i (3.16) wynika,  że dla  eE  =  0, 'E =  0 i §  =   # 0 mamy y  =  0 i  y0  —  rj(O, * 0 )  =  0.
Zatem w tym przypadku r\  oznacza jednocześ nie przyrost entropii. Ponadto ciepło wł aś ciwe
przy  stał ym odkształ ceniu sprę ż ystym,  równe

(3.17)  c«^«iy- - A# - - A4*+ c0,

gdzie c0 oznacza ciepło wł aś ciwe przy # ==   # 0 ; jest  liniową  funkcją  przyrostu  Ad:  Otrzy-
mane  w  ten  sposób  równania  (3.12) i  (3.16)  są  równaniami  konstytutywnymi  liniowej
teorii termosprę ż ystoś ci.

Przechodząc  do opisu niesprę ż ystego  ż enowania się materiału sprę ż ysto/ lepkoplastycz-
nego  przy  nieskoń czenie  mał ych  deformacjach  widzimy,  że  dzię ki  zależ noś ciom  (3.7)
oraz (3.10) równanie konstytutywne (2.5) przyjmuje  postać

(3.18)  lE(T,  lE, 0) =   jj,(§) <  <t>(F)   >  N(T,  łE,d),  N =   NT.

- i  - i
s '  Stały  tensor  czwartego  rzę du  CA  posiada  te  same  warunki  symetrii  co  tensor  eA.  eA  jest  tensorem

odwrotnym  do tensora  eA.  Rozpatrywany  jako macierz  6x6  speł nia  warunki

eAKLMNeANMRs  _  cAKLMN- eANMRs  „

gdzie  GKR jest  tensorem  metrycznym  w  konfiguracji  odniesienia.  Natomiast

jest  stał ym  tensorem  symetrycznym  drugiego  rzę du.
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Przyjmijmy,  że wystę pują ca  w  (3.18) funkcja  N ma postać quasi- liniową wzglę dem zmien-
nych  T, lE  i #. Niech więc  funkcja  ta posiada  formę

(3.19)  N =   H l + G ( t rD 72,  tr (DT£E),  t

+ H ( t r D r 2 ,  tx(DTiE),  tr£

gdzie:  H jest  skalarem,  funkcje  tensorowe  czwartego  rzę du  G i H  speł niają warunki  sy-
metrii  (3.13), zaś  G  jest  symetrycznym  tensorem drugiego  rzę du.  DT  i  ^E  oznaczają  de-
wiatory odpowiednio tensora naprę ż enia i  tensora  odkształ cenia niesprę ż ystego.  Zał óż my
ponadto, że drugi  i trzeci wyraz w  (3.19) jest jednorodny wzglę dem  T i E. W szczególnoś ci
gdy  G  i  H  są  tensorami stał ymi, funkcja  N  staje  się  liniową.  Uwzglę dniając  zależ noś ci
(3.10),  (3.15) oraz  (3.19) otrzymujemy  z  (2.12) nierówność

+tr{G($ 0)(T- QR

iA[iE])}Ati

która musi być speł niona dla każ dego  T, fEi  Aft.  Musi być więc speł niona także i w chwili,

gdy  zaczyna  się  rozwijać  pierwszy  proces  deformacji  niesprę ż ystej,  to  jest  gdy  lE  = 0

przy  'E ^  0.  Ale  przy  tych warunkach przyjmuje  ona postać nierównoś ci

0 ,

jaka, ze wzglę du na dowolność A&, może być  speł niona wtedy,  gdy  znika  tr
tzn.  gdy  <7(#o) =  0.  Oznacza to, że okreś lona przez  (3.19)  funkcja  N musi  mieć postać

(3.20)  °N(T,  lE)  -   H l+ G ( t r f l T
2,  t r ( D J ^ ), t r ^ 2 )  [T]  + H ( t rD J2,  tr(DT£E),  tr

i jednocześ nie speł niać podstawową nierówność

(3.21)  tr {(T- QR  'A[lE])°N(T,  ' i) }  >  0.

W przypadku nieskoń czenie mał ych  deformacji  statyczny warunek plastycznoś ci zależy
od zmiennych T, PE  oraz A&, z których każ da jest wielkoś cią  rzę du 0(<5). Jeż eli zał oż ymy,
iż  statyczna powierzchnia plastycznoś ci  jest  w przestrzeni naprę ż enie—temperatura  gł ad-
ka  i zamknię ta,  wówczas zachowując  czł ony  rzę du  0(<52), moż emy funkcję  /   przedstawić
w  postaci  formy  kwadratowej

(3.22)  / =   tc(BT)+tr(C'E)- DA#+Y  tr(TJ[T])+y tr("EK[>'E])  +

gdzie:  tensory  symetryczne  drugiego  rzę du B  i  C  są  wielkoś ciami  rzę du 0(5), D jest wiel-
koś cią  skalarną  rzę du 0(6),  3  oraz K są  tensorami czwartego  rzę du o warunkach symetrii
(3.13), / i  Ksą  symetrycznymi  tensorami drugiego  rzę du, zaś N jest  skalarem.

Przyjmijmy  w  dalszych  rozważ aniach, że

(3.23)  k(x) =  H(T,'E,&).
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Ponieważ w tym przypadku / =   «, parametr n winien być wielkoś cią  rzę du 0(<52). Zatem
i  pochodna «,  która jak widać  z  (2.8) jest  teraz  równa

(3.24)  H -   tr {M(T, "E, 6yŚ (T,  "J?, 0, T, »)},

powinna  być  wielkoś cią  rzę du 0(<52)7).
Zał óż my, że wystę pują cą  w (3.24)  funkcję  M  moż emy przyjąć  jako  liniową  wzglę dem

T, "E i  #,  tj., że

(3.25)  M- *V[T]+ Bp6\+ PA0,

gdzie P i S są stał ymi tensorami czwartego  rzę du o symetrii  (3.13), zaś P jest  symetrycznym
tensorem  drugiego  rzę du. Ż (3.24) widać, że przyjmując  M w postaci  (3.25), tj. jako  wiel-
kość  rzę du  0(<5), postulujemy  jednocześ nie,  iż  rząd  wielkoś ci  prę dkoś ci  odkształ cenia
plastycznego jest  równy 0((5).

Przy przejś ciu granicznym do teorii plastycznego pł ynię cia dla przypadku nieskoń czenie
mał ych  deformacji,  okreś lona  przez  (3.20)  funkcja  °N(T,  lE)  przechodzi  w  funkcję
°N(T, PE),  zaś zależ ność  (2.21)  — w nierówność

tT[(M- dpEf)
QN(T,"E)]>0.

Jak wykazano w pracy  [2], nierówność powyż sza  implikuje  warunek

(3.26)  P =  K

oraz ograniczenie

(3.27)  tr {[( P -   M r ) [T]+ (S  -   K) ["£] -   C] °N(T, PE)} > 0,

które muszą  speł niać wystę pują ce  w (3.20) i  (3.25) wielkoś ci  P, M, S, H, K, G, C i H.
Zał óż my  w koń cu,  iż wystę pują cą  w  równaniu  konstytutywnym  (3.18)  funkcję

moż emy  przyjąć  w postaci  liniowej

(3.28) AA = p(0o) + r f o ) / l #  > 0.

Ze wzglę du  na  (3.23) funkcja  statycznego uplastycznienia  (2.7) przyjmuje  formę

(3.29)  &(T,   lE, 0) =

gdzie/ (J,  lE, • &) jest okreś lona przez  (3.22) i dzię ki  zależ noś ciom  (3.20)  oraz  (3.28),  rów-
nanie  (3.18)  uzyskuje  postać

(3.30)  lE = \ j0o)  +/ t1^0)A&\  <  &(&)   >  °N(T, lE).

7)  Jeż eli  x  jest  wielkoś cią  rzę du  0(<52),  to  zachodzi  \k\ <  P°<52.

Oznaczając  przez  b  <  co  koń cową  chwilę  procesu,  mamy

b  b  b

\x\=  I J «dt| <  f  \K\dt<Ą°82  j  dt = P<52,
o o  o

gdzie  P =  P°b.  I  odwrotnie,  aby  x  było  wielkoś cią   rzę du  0(<52)  powinno  być «  wielkoś cią   rzę du O((32)t
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Z  (3.30)  otrzymujemy  dynamiczny  warunek  plastycznoś ci

(3.31)  f(T, lE, 4) =  «(T, "Jf, (tr°N 2)~112

Tak  więc  uzyskany  na drodze powyż szego  przejś cia  ukł ad  równań  konstytutywnych,
opisują cy  materiał   sprę ży sto/ lepkoplastyczny  przy  odkształ ceniach nieskoń czenie mał ych,
skł ada  się z równań  (3.12),  (3.15),  (3.16) i  (3.30), przy  czym muszą  być  speł nione nierów-
noś ci  (3.21) i  (3.27). Zwią zki  te są sł uszne dla przypadku, gdy materiał  wykazuje wzmocnie-
nie zarówno izotropowe jak  i anizotropowe.

4.  Przypadek  izotropowego  wzmocnienia  materiału

Gdy  materiał   sprę ż ysto/ lepkoplastyczny  wykazuje  wzmocnienie  tylko  izotropowe,
okreś lona  przez  (3.22)  funkcja  /   nie  zależy  od odkształ cenia  plastycznego.  Przyjmując
zatem w (3.22)

(4.1)  C = K=0  oraz  K = M = 0,

otrzymujemy

(4.2)  f=tr(BT)- DA&+- ^- tr(TJ[T])- ~N(A$)2+tr(JT)A&.

Jednocześ nie na podstawie  (4.1)  i  (3.26)  widzimy,  że w tym  przypadku  równanie  (3.25)
przyjmuje  postać  •

(4.3)  M =  P [T ]+ S[p£ ] .

Ponadto, jak postulowano w p. 2, i funkcja  N w równaniu  (2.5) nie zależy  teraz  od  lE.
Przyjmujemy  zatem w zależ noś ci  (3.20)

(4.4)  H = 0.

Przy dodatkowym zał oż eniu, że G zależ y  tylko od t rD T 2, otrzymujemy w rezultacie

(4.5)  °N

i  równanie  konstytutywne  (3.30)  przyjmuje  postać

(4.6)  lE =  [u(#o) +

Wprowadzając  do (3.21)  w miejsce  °N okreś loną  przez  (4.5)  funkcję  °N  otrzymujemy
nierówność

(4.7)  H tr J+ tr{TG(trj>T2)  [T]} - fetr{łA['£]   (H l + G ( t rD J2)  [T]) } > 0,

która  musi być  speł niona,dla każ dego  T i  lE.  Musi być zatem speł niona dla  — T  oraz lE
Jeż eli więc zmienimy w  (4.7)  znak  przy  T i  otrzymaną  nierówność  dodamy do (4.7),  to
uzyskamy  w  rezultacie  nierówność

tr{TG (tr DT 2) [T]}- H eRt r(
iA[ i ,E]l)  > 0,
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jaka  może  być  speł niona tylko  wtedy,  gdy  drugi  wyraz  po  jej  lewej  stronie  znika,  tzn.

gdy
(4.8)  'A  =  0,

co  oznacza, że w  tym przypadku  energia  swobodna  (3.15)  nie może zależ eć  od odkształ-
cenia  niesprę ż ystego.  Biorąc  pod  uwagę  (4.8),  otrzymujemy  z  (4.7)  nierówność  ograni-
czają cą

(4.9)  H t r r + t r {J G ( t rD r 2 )  [T]}  >  0,

jaką muszą  speł niać wystę pują ce  w zależ noś ci  (4.5) współ czynniki H i G. Zastę pując jedno-
cześ nie  funkcję  °N  w  (3.27)  funkcją  °N  i  uwzglę dniając  (4.1)  otrzymujemy  nierówność

(4.10)  t r( (P [rH - S["£ ]) (H l + G ( t rB r 2) [ r ] ) }  >  0,

jaka  ogranicza  współ czynniki  P  i  S.

5.  Warunek  plastycznoś ci  z  niestacjonarną  powierzchnią  pł ynię cia

Rozpatrzmy  szczególny  przypadek  powyż szej  teorii.  Mianowicie  przyjmijmy  w  (3.22
warunki

(5.1)  J  =  K=0

oraz

(5.2)  N >  0,  D 2 <  4«N.

Z  (3.22) i  (3.23) wynika,  że w tym przypadku  moż na statycznemu warunkowi  plastyczno-
ś ci  nadać  formę

(5.3)  f{T,  *£ ) =  „«,

gdzie

(5.4)  f(T, >Ś ) = tr(JBJ)+ tr(C"i)+ i- tr(rJ[J]) + y  tre£K["i])+ tr(rM[pi] )

nie  zależy  od  temperatury  • &,  natomiast

(5.5)  nx  =   K(T,  pE,  • &)+DA&+~N(A&)2  >  0.

Zależ ność  (5.3) jest  szczególnym  przypadkiem  statycznego  warunku  plastycznoś ci  z nie-
stacjonarną  powierzchnią  pł ynię cia  (patrz  [4]), uwzglę dniają cym  wzmocnienie  tak  izotro-
powe, jak  i anizotropowe. Jednocześ nie ze wzglę du  na  (3.26) i  (5.1), okreś lona przez  (3.25)
funkcja  M  przyjmuje  postać  (4.3), zaś funkcja  statycznego  uplastycznienia  (3.29) —  formę

f(T,  pE)
(5.6)  &(T, "E, &)  =  —  „   - 1.

Równanie  konstytutywne  (3.30)  pozostaje  bez  zmiany,  natomiast  dynamiczny  warunek
plastycznoś ci  (3.31)  uzyskuje  postać

(5 . 7 ,

przy  czym  muszą  być  speł nione nierównoś ci  ograniczają ce  (3.21)  i  (3.27).
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Dla uzyskania przypadku, gdy statyczny warunek plastycznoś ci (5.3) opisuje wzmocnie-
nie  anizotropowe  typu  kinematycznego,  wprowadzamy  dalsze  założ enia, że dla a S* 0

(5.8)  C=- uB,  K = a2J,  M = - «J

oraz

(5.9)  H = - G,  S = 0.

Dzię ki założ eniom (5.8), okreś lona  przez  (5.4) funkcja /  przyjmuje  postać

(5.10)  f(T- oc"E)  =  tr[B(T- apE)] + y  tr{(T- ctpE)J[T- upE]},

natomiast, ze wzglę du  na  (5.9)l5  funkcja  °N  [patrz  (2.20)] — formę

(5.11)  0N ( T - a ' i) =  H l+ G ( t rD r 2 ,  t r ( D T ^ ) ,  tr^E2)  [T- alE\.

Ponadto zależ noś ci (3.26), (5.1) i (5.9) ograniczają   daną  przez (3.25) funkcję   M  do postaci

(5.12)  M = P [r j.

Jednocześ nie  zwią zki  (3.21)  oraz  (3.27)  stają   się  teraz nierównoś ciami

(5.13)  trdT- Qz'AmyNiT- a'E)} > 0,

(5.14)  tT{(P[T]+a3[T- «pE\+aB)oN(T- apE)}  > 0.

6. Materiał  izotropowy

Przedstawiona  w poprzednich  paragrafach  teoria  przy  deformacjach  nieskoń czenie
małych  słuszna jest  dla materiału  sprę ż ysto/ lepkoplastycznego  o dowolnej  anizotropii
począ tkowej.  Rozważ my w dalszym  cią gu  materiał,  charakteryzują cy  się  izotropią  po-
czą tkową.  W tym  przypadku  marny8'

(6.1)

(trDT
2,  tr(DTr>E), tr^E2)  (^KM^LN+^KN^LM)-

Wykorzystując  zależ ność  (6.1)lj 2  moż na, jak  wynika z (5.5) i  (5.10), nadać statycznemu
warunkowi  plastycznoś ci  postać

(6.2)

"I   Reprezentacje  tensorów  izotropowych  (6.1)  odpowiadają   prostoką tnemu  układowi współrzę dnych
kartezjań skich.  .  .

4-  Mechanika  teoretyczna
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zaś  dzię ki  (6.1)4  funkcji  °N  [patrz  (5.11)] — formę

(6.3)

Ponadto,  ze wzglę du  na (6. ł )3,  okreś lona  przez  (5.12)  funkcja  M staje  się równa

(6.4)  M <=>  [£< + —•

a  (6.1)+  sprawia,  że czę ść  niesprę ż ysta  energii  swobodnej  (3.15)  jest

(6.5)  'y> = — rj x ( t r 'E)2 +rj 2  tv  lEz.

Jednocześ nie  zależ noś ci  (6.1)+  oraz  (6.3)  nadają  nierównoś ci  ograniczają cej  (5.13)  postać

(6.6)

natomiast  zwią zki  (6.1)l i 2 i 3 , 5  przekształ cają  (5.14)  w  nierówność

(6.7)

+2a3(,,r- o|B)lj [m+ L + yCcJ ltr(r- a'£)+ 2a3(Dr- a|£)J  > 0.

Rozpatrzmy  dwa szczególne  przypadki.
P r z y p a d ek  A.  Gdy

(6.8)  ax =  la ]/ „«,  ce2 =   - 12a2  +  -

D la  wyspecyfikowanych  przez  (6.8) mnoż ników  ccj, oc2  i  <x3 warunek  (6.2) staje  się  sta-

tycznym  uogólnionym  warunkiem  plastycznoś ci  M isesa9'  (patrz [1])

(6.9)  / =  | / l - t r (D r - a ^ )2  +atx(T- a>E) =  - |/n«(r,  "E, &)

i  w tym  przypadku  moż emy  napisać  statyczną  funkcję  uplastycznienia  (5.6) jako

1/  - ytrCr- ajjE)  + atr(J- a!£)
> i^  )̂ =  l__±  1.

/
(6.10)

Niech  ponadto  funkcja  °A/  [patrz  (5.11)]  jest  równa

(6.11)  0N = / r( r - a '£ ),

9>  Warunek  ten  nazywany  jest  również  warunkiem  plastycznoś ci  Schleichera- Misesa.
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gdzie/ jest  lewą   stroną  warunku  (6.9) przy podstawionym  lE w miejsce  "E, natomiast  fT

oznacza gradient / wzglę dem  T. Dokonując róż niczkowania widzimy, że w tym przypadku

(6.12)  °N (T-  a %  -   cl +

Z (6.3) wynika, że przyję cie  funkcji  °N w postaci (6.12) jest równoważ ne wyspecyfikowaniu
mnoż ników  f  przez  zwią zki

(6.13)

Tak  wię c w tym  przypadku  równanie konstytutywne  (3.38) przyjmuje  postać

l/ ~tr( DT- aiE)2  +atr(T- aiE)
(2.14)  lE =  [«(#„) +/ x1(- &0)^] < # | ——  j = =   1

\ / ax(T,  FE,  • &)
f

zaś  dynamiczny warunek  plastycznoś ci  (3.31) — formę

(6.15)
.  __

1/  —tr (DT—a DE)2  +atr(T~ałE)  =

-   ł/ ,»(r, 'i, *

Równanie konstytutywne  (6.14) wraz z dynamicznym warunkiem plastycznoś ci  (6.15)
stanowią  uogólnienie proponowanego w pracy [5] równania konstytutywnego dla sprę ż ysto/
lepkoplastycznego  gruntu na przypadek  wzmocnienia zarówno  izotropowego jak i kine-
matycznego przy  niestacjonarnej powierzchni uplastycznienia, gdzie niestacjonarność jest
wywołana  działaniem zmiennej w  czasie temperatury.

Z  (6.14) widać, że pierwszy niezmiennik tensora prę dkoś ci odkształcenia niesprę ż ystego
jest  róż ny  od zera  i  równy

- \ / ~ti(DT- atE)2+atv(T- aiE)

trlE = 3fl[/*(0) +ł *@)M]  < $  } L ^

z czego wynika, iż odkształceniom niesprę ż ystym towarzyszy zmiana obję toś ci  (przy a ̂   0),
nazywana  niesprę ż ystą   dylatacją   gruntu. Zatem a jest stał ą, która odpowiada za prę dkość
niesprę ż ystej  dylatacji  gruntu.

4*
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Uwzglę dniając  (6.13)  w zależ noś ci  (6.6) otrzymujemy  nierówność

(6.16)  atr[T—QR(3rii+2ri 2)
iŚ ]-

która musi być sł uszna dla każ dej pary  (T, '£ ), jaka  speł nia dynamiczny warunek  plastycz-
noś ci  (6.15).  Nie poszukując  peł nego zbioru  mnoż ników  rji   i  rj2,  ograniczonych  nierów-
noś cią  (6.16), moż na  wykazać,  że dla szczególnego  ich wyboru,  mianowicie

(6.17)  9h = 0  i  r,2 =  ^~,

nierówność  (6.16) jest  speł niona zawsze.  Podstawiając  bowiem  (6.17) do lewej  strony nie-
równoś ci  (6.16)  otrzymujemy  lewą  stronę  dynamicznego  warunku  plastycznoś ci  (6.15),
a ta, jak wynika  z jego strony prawej, jest w czasie procesu deformacji  niesprę ż ystej  zawsze
dodatnia.  Należy  jednocześ nie  zauważ yć,  że wyspecyfikowanie  r)x i  v\2 jak w (6.17)  jest
równoważ ne  przyję ciu  czę ś ci  niesprę ż ystej  energii  swobodnej  (6.5) w  postaci

(6.18)  ty.  «  t r ' 5a.

Dla  granicznego  przypadku,  gdy dana  przez  (3.28)  funkcja  fi(- d)  -> oo, równanie  kon-
stytutywne  (3.30),  z  funkcją  statycznego  uplastycznienia  w  postaci  (6.10)  i  daną  przez
(6.10) funkcją  °N,  przechodzi w równanie konstytutywne  plastycznego  pł ynię cia w postaci

(6.19)  "E =  X <  tr(fTT)~(DĄ - NAd'y&  >fT(T~apE),

gdzie  współ czynnik  A speł nia  zależ ność

Przyjmując  jak w p.l  A >  0, oraz  spostrzegając  z  (6.9), ż e/ĝ  =   —a/ r.  otrzymujemy  z za-
leż noś ci  (6.20)  nierówność

(6.21)

do której podstawiamy  (6.4) oraz  (6.12) ze zmienionym wskaź nikiem  /  n&p. Po dokonaniu
przekształ ceń  uzyskujemy  warunek  ograniczają cy

L 2  + n > 0<

P r z y p a d ek  B.  Gdy w warunkach  (6.8) a =  0, co oznacza nieś ciś liwość  materiału
w  obszarze  odkształ cenia  niesprę ż ystego.  Kł adąc  a =  0 w  (6.9) otrzymujemy  statyczny
warunek  plastycznoś ci  Hubera- Misesa

m  y1
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Przyjmując  w (6.14)  oraz  (6.15) a = 0 otrzymujemy  równanie  konstytutywne  w postaci

(6.24)
y  ] /  nH{T, "H, 9)

.  nT- a£E

oraz  dynamiczny  warunek  plastycznoś ci  w  formie

(6.25,  y- L«w- «iB)>

Równanie  (6.24)  stanowi  uogólnienie proponowanego w [11]  równania  konstytutywnego
dla  metali  na przypadek  wzmocnienia  zarówno  izotropowego,  jak i  kinematycznego.

D la  a = 0 nierówność  (6.16)  staje  się nierównoś cią

(6.26)  tvDT
2- {2QRr, 2+a)tT{DTiE)- V2QRri 2atxiE2  > 0,

która  musi  być  speł niona  dla  każ dej  pary  (T,  iE), jaka  speł nia  dynamiczny warunek pla-
stycznoś ci  (6.25).  N ierówność  (6.26)  jest  zawsze  speł niona  przy  np.

(6.27)  rj t  -   dowolne  i  rj2 =   - £—,

dla tych bowiem wartoś ci  jej  lewa strona jest równa tr (DT—(XDE)2.  W tym przypadku czę ść
niesprę ż ysta  energii  swobodnej  jest  równa

(6.28)  V = \  ni (tr'i)2 + ~  tr'£2.

Przyjmując  a — 0 w  (6.22)  otrzymujemy  warunek  ograniczają cy

(6.29)  ff  t r p r ^ « t r ( c T O  { *
2V7  / 4  2

Gdy  materiał   wykazuje  wzmocnienie  tylko  izotropowe,  a =  0  i  wówczas  statyczny
warunek  plastycznoś ci  (6.9)  przyjmuje  postać

(6.30)  "[ / - yt r «j 2 + attT.~  y'nn{T, "E, 0),

równanie  konstytutywne  (6.14) —  formę

(6.31)
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natomiast  dynamiczny  warunek  plastycznoś ci  (6.15)  staje  się  warunkiem

(6.32)  ^ j

Tym razem, jak  wynika z  (6.31), prę dkość niesprę ż ystej  dylatacji  gruntu w procesie  termo-

dynamicznym  jest  równa

ti'E  =
j/ y tr»Tz  +atrT

>(2\   '2?, 0)

W  tym  przypadku  musi  zachodzić warunek  (4.8), co  jak  widać  z  (6.1)4 pocią ga  za  sobą
fakt,  że  musi  być  rj1  =  ??2 =  0.  Zatem  warunek  (6.16)  staje  się  nierównoś cią

(6.33)
i

która,  jak  wynika  z  (6.32),  jest  zawsze  speł niona,  przy  czym  znak  równoś ci  zachodzi
wtedy,  gdy  T =  0.

Jednocześ nie  dla  a =  0  warunek  (6.22)  przyjmuje  postać

(6.34)  ^

która  ogranicza  mnoż niki  Ci  i  £2-  Przyjmując  np.

(6.35)  C1  =  0  i  C2 =  w > 0 ,

gdzie  m  dowolna  liczba,  otrzymujemy  po  wykorzystaniu  warunku  (6.30)  nierówność
m  >  0, jaka  jest  zawsze  speł niona.  Kł adąc  a  =  0 w  (6.23)- (6.25)  otrzymujemy  statyczny
warunek  plastycznoś ci

(6.36)

równanie  konstytutywne

(6.37)  iE  =

oraz  dynamiczny  warunek  plastycznoś ci

21/4-

Równanie  konstytutywne  (6.37),  wraz  z  dynamicznym  warunkiem  plastycznoś ci  (6.38),
zostało  sformuł owane  i  przedyskutowane  w  pracy  [11].
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Dzię ki  temu,  że  r\ 1  =   r\ z  =  0,  nierówność  (6.26)  staje  się   warunkiem

(6.39)  ttDT
2  >  0,

który  jest  zawsze  spełniony,  przy  czym  znak  równoś ci  zachodzi  wtedy,  gdy  DT  =  0.  Przy

a  =  0  warunek  (6.29)  przyjmuje  postać  nierównoś ci

(6.40)  C2  >  0,

zaś  mnoż nik  Ci  może  być  dowolny.
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P  e 3  IO  M e

3AME^AH H f l  K H H OH H H TE3H M AJIBH 0H TEOPHH

MATEPHAJIOB

JXo  HacTOHruero  BpeMeHH  TeopHH ynpyro/ BH3KonjiacnrqecKHx  MaTepnanoB

KoneqHbix fledpopMaiiHH pa3BHBajmcB  He3aBHCHM0. UejiBio  HacToameń  pa6oTbi  HBJMeTCH

c  oflHOBpeiweirHbiM   pacniHpeHHeM  Ha  cjiynaft  TepMOAHHaMHiecKHx  npoi^eccoBj  HHcbHHHTe3HMajiBHoii

TeopHH  Henocpe,n;cTBeHHO  nyTeM   npeflejiBHoro  nepexofla  OT  TepMOflHHaMHiecKOH  TeopHH  flira  6ojiBraHx

H.  3TOT  npeflenBHwii  nepexo«  npoH3BefleH  npH  npeflnoJio>KeHHH3  VLVO  rpaflneHTŁi  nepeMe-

H  npnpameHHH  TeMnepaiypti  HBJIHHJTCH  HeSojiBiuHMH.  FIpH  STHX  npeflnojioweHHHX  6wjni  n o-

ypaBHeHHH  oSmeił   TeopHH  coBiwecTHO  c  orpamraeHHJiMH  BbneKaiomHMH  H3 BToporo  3ai<0Ha

H.  3aTeiw  paconoTpeH  cnyqatt  H30TponHoro  ynpo^HeHHJi  iwaTepnanoBj  ycnoBHn

HOCTH c HecTaqnoHapHOH H3 3a BJTHHHHSI TeMnepaTypLi  noBepxHOCTBio  njiacTH^ecKoro  le^enH Ji H

H30TponHoro

S u m m a ry

NOTES  ON THE INFINITESIMAL  THEORY  OF ELASTIC/VISCOPLASTIC  MATERIAL S

So far,  both  the infinitesimal  and the finite  deformation  theories  of  elastic/ viscoplastic  materials  have

been developed  independently. The aim of  the paper  is to obtain the infinitesimal  theory as a limiting case

of  the thermodynamical theory at finite strains with  the conditions that displacement gradients and tempe-

rature increments are small. As a result, both the generalized constitutive equations and the restrictions that

are  imposed  on them by  the second  law  of  thermodynamics have  been  obtained.  Finally,  the particular

cases, such as the isotropic work- hardening, the yield condition with a non- stationary yield surface  and the

isotropic  materials,  has  been  discussed.
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