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1. Wstep

«Dla proceséw zwigzanych z pojawieniem si¢ odksztalcein plastycznych przestaje obowiazywaé jedno-
znaczno$¢ zaleznosei, wigzacych odksztalcenia z naprgzeniami... Wynika stad wniosek, ze w zagadnieniach
teorii plastycznosci podaé nalezy nie tylko koncowy stan obcigZenia (co byto wystarczajace dla rozwiazy-
wania zagadnien teorii ciat sprezystych liniowych oraz nieliniowych), lecz réwniez catq uprzednia ,,historig”
rozpatrywanego procesu (jego ,,droge’), poczawszy od pierwotnego stanu beznaprezeniowego 1 bezod-
ksztalceniowego... Nalezy jeszcze wyjasnié, czy konieczno$é znajomoscei ,,historii”... nie ogranicza zbytnio
naszych rozwazan i mozliwosci ich praktycznych zastosowan. Innymi stowy, nalezy wyjasni¢, czy otrzymane
rozwiazanie, znalezione przy pewnej ustalonej przez nas kolejnosci { sposobie wzrostu obciazen... bedzie
istotnie ta nitka, za ktéra musimy zdaza¢ do celu, jesli konstrukeja lub element konstrukcyjny poddane beda
w rzeczywistych warunkach pracy pewnym kolejnym nastgpstwom obciazen lub sposobowi ich narastania,
ktére réinia sie od tych, jakie wzieliSmy za podstawe naszych obliczen.

Na pytanic to nie mozna daé dzi§ jeszcze w pelni pozytywnej odpowicdzi. chnak duzy krok naprz6d
stanowig twierdzenia o ,,dostosowywaniu si¢” konstrukcji czyli ich ,,adaptacji”... Zrezygnujemy w zwiazku
z tym z zaloZenia przyjetego uprzednio, a dotyczacego kolejno§ci nastepstw obciazefi; bedziemy teraz
uwazali, ze dana konstrukcja poddana jest dzialaniu takich obcigzen, iz z kazdego z nich znamy tylko
najmniejsza i najwieksza mozliwga jego warto$é; przyjmujemy przy tym, ze kazde z tych obcigzeh moze si¢
zmienia¢ dowolnie i niezaleznie od drugich...»Y)

Z twierdzen o plastycznym zniszczeniu wynika,. ze obcigZenie graniczne jest niezaleZne
od poprzedniej historii obciazania konstrukcji. Mozna wigc méwié o zabezpieczeniu kon-
strukcji przed zniszczeniem plastycznym w' dowolnym programie obciaZania, jeZeli na
kazdym etapie programu mnozanik obcu;zen ma warto$é mniejszg od odpowiedniej wartosci
granicznej.

Istnieje tez inne kryterium dla konstrukcji, bedace réwniez inwariantem wzgledem
historii obciazania. Jest nim ograniczono§¢ calkowitej pracy odksztalcen plastycznych,
jaka moze by¢ rozproszona w konstrukcji przy nieograniczonym powtarzaniu dowolnego
cyklu obcigzania. Sa podstawy, zeby sie spodziewaé, Ze spelnienie tego kryterium zapewnia
w praktyce dostateczne ograniczenie trwalych odksztalcen konstrukcii.

Z punktu widzenia tego kryterium zabezpieczenie konstrukcji przed zniszczeniem pla-
stycznym w opdlnym przypadku-nie wystarcza (ograniczono$é calkowitej pracy odksztal-

Y Cytaty zaczerpnigto z [1], z rozdzialu napisanego przez W. Olszaka.
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cen plastycznych mozna wowczas udowodnié tylko dla skonczonych programéw obcigza-
pia). W przypadku powtarzajacych sig, dostatecznie ztozonych cykléw obcigzen, catkowita
praca odksztalcen plastycznych roénie nieograniczenie. Typ zniszczenia konstrukcji, jaki
wéwezas wystepuje, jest nazywany ogoélnie zniszczeniem w wyniku cyklicznych odksztat-
cen plastycznych. Rozréznia si¢ wtedy dwa rodzaje zniszczenia. Pozostawiajac na boku
strone fizyczna zjawiska moZna stwierdzi¢, ze gdy obcigzanie ma charakter przemienny
_powstaje zjawisko przemienne]j plastycznoéci (alternating plasticity), co moze doprowa-
dzi¢ do peknig¢ po niewielkiej liczbie cykli.

Niech ekstremalne wartoSci obcigzen dadza sie opisaé przez podanie jednego para-
metru po. Gdy po przekracza pewna krytyczng warto$ (po)y,, wowczas konstrukcja nie
przystosuje si¢ 1 podczas kazdego cyklu obcigzania powstaja przyrosty obrotéw w plastycz-
nych przegubach, Ustala si¢ stan stacjonarny, w ktorym przyrosty obrotéw w kazdym prze-
gubie sg takie same w kazdym cykhu. Proces ten prowadzi do nadmiernych odksztalcen
plastycznych; méwimy, Ze konstrukcja ulegla przyrostowemu zniszczeniu (incremental
collapse).

2. Podstawowe hipotezy i definicje

Rozpatruje si¢ konstrukcje pregtowe poddane gtéwnie zginaniu, dla ktérych wplyw
innych sit wewnetrznych (oprécz momentu zginajacego) na proces uplastycznienie moze
by¢ pominigty. Potrzebna teoria w zasadzie istnieje (monografia NeaLa [2]), jakkolwiek
jest ona obarczona powaznymi niedostatkami natury formalnej, ktére autor staral sig
w niniejszej pracy usunaé.? Istotna réznica jest wprowadzenie tu innej matematycznej
definicji przystosowania si¢ konstrukcji w zbiorze obcigzen, co umozliwito przeprowadzenie
poprawnego wywodu warunkéw wystarczajacych przystosowania sig (Twierdzenie 1).
Przy przyjeciu tej definicji wywdd warunkdéw koniecznych nie jest trywialny i zostat row-
niez podany w niniejszej pracy (Twierdzenie 2).

Podstawowa hipoteza teorii dotyczy, jak wiadomo, charakteru zalezno$ci miedzy mo-
mentem zginajacym a krzywizna dla ustalonego przekroju belki- (hipoteza o przegubach
plastycznych). Dla belki znajdujacej si¢ poczatkowo w stanie naturalnym (bez naprezen
i odksztalcen) postulowana zalezno§¢ przedstawiona jest na rys. 1 (OAB), przy zatozeniu
zgodnodci konwencji znakéw dla momentu i krzywizny. Postuluje sig, ze gdy moment
zginajacy M wzrasta 1 dazy do warto§ci momentu granicznego, krzywizna » w rozpatry-
wanym przekroju ro§nie nieograniczenie; odpowiada to przejéciu w stan plastyczny calego
przekroju belki. Jezeli pret znajdujacy si¢ poczatkowo w stanie naturalnym obcigzany jest
ujemnym momentem zginajacym, postulowana zalezno§¢ miedzy momentem i krzywizna
w ustalonym przekroju belki jest analogiczna (OCD).

Matematycznie, przyjeta hipoteza oznacza, Ze moment zginajacy w kazdym przekroju
preta spelnia podwdjna nierdwnosé

(21) _Mgr é M é Mgr
%) Na niescistosci istniejacej teorii adaptacji dla oérodka ciaglego zwrocit uwage J. Rychlewski w refe-

racie: O podstawowych twierdzeniach teorii przysfosowywania sie cial sprezysto-plasiycznych, wygloszonym
na konferencji naukowej ZMOC IPPT PAN, Bielsko-Biala 1967.
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oraz ze przyrosty krzywizny sa zawsze tego samego znaku co przyrosty momentu zginaja-
cego

M
dx

Osiagniecie momentu granicznego odpowiada nieograniczonej krzywiznie, a wigc w prze-
kroju obcigzonym momentem granicznym moga powsta¢ skonczone przyrosty kata ugiecia
na nieskoniczenie matym odcinku belki. Moga wigec wystapi¢ wzgledne obroty 6 obu czebci
belki wokél przekroju obcigzonego momentem granicznym, przy czym

(2.3) M0 = 0.

Postulowana zalezno$§é M-—x mozna wyprowadzi¢ przy przyjeciu materialu sprezysto-ide-
alnie plastycznego i szeregu zalozen przyjmowanych zazwyczaj w teorii belek [3].

Obecno$¢ naprezen wlasnych w przekroju belki w stanie poczatkowym wplywa na za-
lezno§é moment zginajacy-krzywizna. W ogélnym przypadku funkcja ta nie jest okres$lona
jednoznacznie i moze byé np. taka, jak OA'B’, OC'D’ na rys. 1. Podstawowe wlasnoéci
(2.1) — (2.3) pozostaja jednak zawsze zachowane.

(2.2) > 0.

2Ms

Rys. 1

Przy odcigzaniu belki obciaZonej poza granicg sprezystosci zalezno$é migdzy momentem
zginajacym i krzywizna jest inna, niz przy obciazaniu. Jezeli belka, znajdujaca si¢ poczatko-
wo w stanie naturalnym, jest obcigzona momentem zginajacym wigkszym od momentu M,
(wywotujacego uplastycznienie skrajnych widkien) i nastgpnie moment maleje, to obowia-
zuje sprezysta zalezno§é miedzy zmianami krzywizny i momentu zginajacego tak dlugo,
dopdki nie nastapi powtérne uplastycznienie, po czym — gdy moment zginajacy dazy do
— M,, — krzywizna maleje nieograniczenie (rys. 1, BEF). Przy odcigZaniu od ujemnego

_momentu zginajacego obowiazuje analogiczne prawo (DGH). Postuluje sig, Ze zakres
sprezystej pracy belki jest niezalezny od historii obciazania i réwny 2M; (podwojonemu
zakresowi sprezystemu dla belki obciazanej od stanu naturalnego).
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Dla belki o przekroju z dwiema osiami symetrii, znajdujacej si¢ poczatkowo w stanie
naturalnym, moZna uzasadnié hipoteze o odcigzaniu w oparciu o zalozenia wspomniane
wyzej [3]. '

Dla belek o przekroju z jedna tylko osia symetrii, hipoteza o sprezystym odcigZaniu
nie jest stuszna w calym zakresie mozliwych momentéw zginajacych. Mozna to wykazaé

M
Mgr o———

XY

- —~T_Mgr

“Rys. 2

rozwazajac belke, dla ktérej o$ dzielaca pole przekroju poprzecznego na potowy nie pokry-
wa sie z osia przechodzaca przez §rodek ciezkosci przekroju. Odciazajac belke od stanu,
w ktérym obszar plyniecia przekroczyt srodek cigzkosci przekroju zauwazymy, ze gdyby
miato miejsce sprezyste odciaZanie, to po jednej stronie osi §rodkéw cigzkosdcei naprezenia

-y
IR ===y N1 —— §____
cigzk o= V1~ - -
F——
— M
Y —
. .. Gpl
Obcigzanie Odcigzante .Naprezenia wtasne"”
Rys. 3

zmniejszatyby si¢ poniZej granicy plastycznosci, natomiast po drugiej stronie naprezenia
musiatyby wzrastaé powyzej granicy plastycznosel (w czeéei przekroju migdzy osig §rodkéw
cigZkodei 1 osia dzielaca przekrdj na polowy), co jest niemozliwe dla materialu idealnie
plastycznego. '
Przy spelnieniu hipotezy plaskich przekrojéw, nie mozna znalezé takiego przyrostu
naprezen, ktdéry dawatby zerowa sile osiowa oraz nie powodowat przekroczenia granicy
plastycznoéci w zadnym punkcie przekroju belki. W przypadku odcigZania stan odksztat-
cen belki z jedna osia symetrii nie zawsze wigc moze byé opisany przez podanie krzywizny.
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W dazeniu do maksymalnego uproszczenia przyjmuje si¢ dalej tak zwang idealna za-
lezno§é miedzy momentem zginajacym i krzywizna (rys. 2). Postuluje sie zachowanie
sprezyste az do chwili catkowitego uplastycznienia przekroju, kiedy przekrdj nie moze
przenosi¢ momentu wigkszego od granicznego, a krzywizna jest rowna odpowiedniej
krzywiznie sprezystej, badz nieskonczona. Zalezno$¢ taka jest spetniona dla hipotetycznego
idealnego przekroju —— dzwigara dwupasowego. Zaklada si¢ réwniez w tym przypadku
stuszno$é hipotezy o sprezystym odcigZaniu.

Podamy definicje szeregu poje¢ uzywanych dalej.

Definicja 1. Zniszczeniem plastycznym nazywamy stan, w ktérym moga powstaé
niezerowe przyrosty ugie¢ w konstrukeji przy zerowych przyrostach obcigzen zewngtrznych
(przy réwnoczesnym spelnieniu warunkéw réwnowagi z obciaZeniami zewnetrznymi).
Odpowiednie ob¢iazenia nazywamy obciazeniami granicznymi, a stan réwnowagi — row-
nowaga graniczna [4].

Mozna udowodnié [2], ze wszystkie mozZliwe polozenia réwnowagi granicznej konstrukcji
réznia si¢ o przemieszczenia mechanizmu, zwanego mechanizmem zniszczenia plastycznego.

Definicja 2. Statycznie dopuszczalny rozklad momentéw jest to taki rozklad
momentéw zginajacych w konstrukeji, Ze:

1°. Funkcja M(x) okreSlona jest z réwnania

d2
dff = Q(x)
z dokladnoécia do wielkoéci hiperstatycznych;

2°, Momenty nigdzie nie przekraczaja momentu granicznego co do wartosci bezwzgled-
nej. '

Definicja 3. Bezpieczny statycznie mozliwy rozkiad momentéw okre§lamy jak
wyzej, wymagajac ponadto, aby momenty zginajace byly wszedzie mniejsze od momentu
granicznego co do bezwzglednej wartosci.

Definicja 4. Zbidr obcigzen ograniczony. Niech bgdzie dany nieskonczenie-pa~
rametrowy zbiér obciazen £, ktéry jest podzbiorem przestrzeni liniowej unormowanej
(przestrzen funkeyjna). Mowimy, e zbidr ten jest ograniczony, jeZeli norma kazdego ele-

mentu pef2 spetnia nieréwno$é
\/ A\ Izl £ .

N>0 peQ

Definicja 5 Momenty zginajace wlasne. Momentem sprezystym # () W prze-
kroju x preta nazywamy moment zginajacy obliczony dla dowolnego danego obcigZenia
przy zatoZeniu, Ze cata konstrukcja znajduje sie w zakresie sprezystym (materiat jest idealnie
liniowo sprezysty). MEETMEY sa ekstremalnymi' wartodciami funkcjonalu  #(x)
w zbiorze £2. JeZeli oznaczyé przez M, rzeczywisty moment zginajacy jaki powstanie
w przekroju x na dowolnym etapie programu obcigZania, to moment wilasny rgy W tym
przekroju jest zdefiniowany nastepujaco

@4 ) = My — My
Tak okre$lony moment r(,, moze byé rézny od momenty; jaki pozostanie w konstrukcp

PO usunigeiu obciazen zewnetrznych, ze wzgledu na mozliwo$é powstawania nowych od-
ksztalcen plastycznych podczas odciaZania.
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Definicja 6. Mowimy, 2e konstrukcja przystosowala sig, jezeli dla dowolnego
nieskoriczonego programu obciazania calkowita praca plastyczna dysypowana w kon-
strukcji jest ograniczona, tzn.

o0

\/ /\ [ [wdxor<n.

N>0 pnNe2 0 L

Przyjete catkowe kryterium przystosowania si¢ nie zabezpiecza przed lokalnym (wy-
stepujacym na zbiorze miary zero) zmeczeniem plastycznym. Jest ono réwnowazne kry-
teritum lokalnemu, o ile wystepujace funkcje sa wystarczajaco regularne wzgledem wspot-
rzednych, a obszar ciala ograniczony.

3. Teoria dla idealnego profilu

Twierdzenie 1. Jezeli istnieje taki szczegdlny rozklad momentéw wiasnych
p(x), do ktérego mozna dodad ekstremalne momenty zginajace (w ograniczonym zbiorze £2)
nie osiagajac (z danym wspdtczynnikiem zapasu m > 1) w zadnym przekroju momentu
granicznego, to konstrukcja przystosuje si¢ w kazdym programie obcigzania p(t) € £2.

Daleko precyzyjniej mozna wypowiedzie¢ to twierdzenie uzywajac zapisu logicznego:

- My
m

0(x) + P n
- W 6t§v———f—dx.
 Ma® p@) of PO =T ) 2E
m

eeER m>1 ' X Q(x) _I_J”Ex;l)n

\%

Dowéd. Rozpatrzymy dowolny program obcigZzania. Wprowadzimy wielko§¢ e
okre$long przez réwnanie

[ r—p)?
=) T3 9%

gdzie r oznacza rzeczywisty moment wlasny w przekroju x na dowolnym etapie programu
obciazania (dla okre§lonego t). Calkowanie rozciaga si¢ na wszystkie prety konstrukeji.
Z definicji wynika, Ze e jest nieujemne; jest to miara réznicy miedzy rzeczywistym i hipo-
tetycznym rozkladem momentéw wilasnych.

Zaktadamy, ze podczas nieskonczenie malego przedzialu czasu 6t powstang takie
zmiany przyktadanych obciazen, Ze rzeczywisty moment zginajacy w dowolnym przekro-
Ju x zmieni si¢ 0 6M(x). Niech 8.#(x) i dr(x) beda odpowiednio przyrostami momentéw
sprezystych 1 wlasnych.

W tym samym czasie przyrosty obrotéw plastycznych przegubdw wynosza 86, (k =
=1,...,n).

Przyrost e wynosi

| or
de = f (r—o)—==dx.
P EJ
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Napiszemy réwnanie prac przygotowanych dla samozréwnowazonego rozkladu mo-
mentéw wlasnych (r—p). Zauwazymy, ze rzeczywiste przyrosty krzywizny 6M[EJ musza
spelniaé warunki geometrycznej zgodno$ci z rzeczywistymi przyrostami obrotéw w prze-

L . o4
gubach plastycznych 60,. Co wigcej, przyrostom krzywizny i (ktore mialyby miejsce,

gdyby cata konstrukcja zachowywala si¢ w sposdb czysto sprezysty) powinny odpowiadaé
zerowe przyrosty obrotéw w plastycznych przegubach. Stad wynika, ze przyrosty krzywizny

O M-
E] ~  EJ
musza byé zgodne z rzeczywistymi przyrostami 66, obrotéw w plastycznych przegubach.
Z zasady prac przygotowanych wynika

dr Q
[e—02 art D (-0, =0;
k

L

tutaj sumowanie obejmuje wszystkie przekroje k, w ktorych wystepuja obroty w plastycz-
nych przegubach w rozpatrywanym, nieskoficzenie malym przedziale czasu ¢. Otrzymujemy
wiec :

() de = — Z (r—01) 60,

Rozpatrzymy teraz przekrdj k taki, Ze
re—0, < 0.

Biorac pod uwage nieréwno$é¢, tkwiaca w zaloZeniu twierdzenia, otrzymamy

PP < My
lecz z definicji momentu wlasnego wynika, Ze

rk_l_‘/ll,:mx — MII‘IH]X’
gdzie M jest rzeczywistym maksymalnym momentem zginajacym, jaki mogtby powstaé
w przekroju k, gdyby moment wilasny byl réwny r,. Tak wigc

Mlxcnux < Mgr.k-

Wynik ten wskazuje, ze obroty w przegubie plastycznym w tym przekroju moga wysta-
pi¢ tylko w kierunku ujemnym 6,0 < 0, poniewaz 86, moglyby by¢ tylko wtedy dodat-
nie, gdyby M, = M, ,.

Stad wynika, ze
(re—01)00, > 0.
W podobny sposéb mozZna pokazaé, Ze gdy ri—ex >0, to 60, musi by¢ dodatnie, tak
Ze réwniez w tym przypadku
(ri—01)90, > 0.
W konkluzji stwierdzamy, Ze
(re—0)00, = 0.
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Znak réwnosci dotyczy przekrojéw, w ktorych na danym etapie obcigzania r, = g,. Z za-
leznosci (a) otrzymujemy wiec de << 0. Jezeli w nieskodczenie malym przedziale czasu 6¢
nie ma obrotéw w plastycznych przegubach, to oczywiscie wtedy de = Q.

Pokazali§my wiec, Ze e maleje, gdy wystepuja obroty w przegubach plastycznych i pozo-
staje stale, gdy zachowanie jest czysto sprezyste. Poniewaz e jest oczywiscie nieujemne,
wiec moze albo osiagnaé zero, albo pewna warto§¢ dodatnia.®

Mozna pokazaé, ze calkowita praca odksztalcen plastycznych jest ograniczona dia do-
wolnego nieskofczonego programu. Biorac pod uwage poprzednie rozwazania mamy

‘fﬁe| )e(oo)—e(0)|<e(0)<f2‘E‘—7dx

Stad

—2-E7dx fZ(’k 0:)00, = j Zirk le I(SG"

Wykorzystano tutaj fakt, Ze (r,—g,)d0; > 0.
Wybierzmy taki przekrdj k, w ktérym

06, < 0.

Wtedy w tym przekroju

txtlly = —Mg i,
a poniewaz z zaloZenia

_ My < oMy S M,

m m

wigc
" m—1
Ire—ek| = | —Myr p— My — 01| = | — My~ (0x+M0)| Z \ Mgy o +—2— My _TMgr,k
Podobnie w przekroju, w ktérym 66, > 0 mamy
retlly = My x
oraz
. M, m—1
|re—0k] = [ Moy, o —Mp— 01| = | Myr x— (0x+M1) | 2 ‘Mgr.k_ - ;;1"‘" = —m'—Mgr,r‘

Otrzymujemy wigc, Ze
—1 m—1 [
szJ I(Z ”“0") = m"fWP‘S"
0

%) Z faktu tego (po upewnieniu sig, ze ¢ = const tylko wtedy, gdy brak jest przyrostéw obrotéw w prze-
gubach plastycznych) NeAL [2] wyciaga zbyt daleko idacy wniosek, Ze powstanie rozklad momentéw wias-
nych, umozliwiajacy przenoszenie dalszych zmian ograniczonych obciazed w sposéb czysto sprezysty
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Ostatnia catka po prawej stronie jest catkowita praca plastyczna rozproszona w konstrukeji
dla belki o idealnym przekroju mamy bowiem

W, = ZMar.k'|0k|-
k

Uwzgledniono przy tym, Ze w kazdym przegubie plastycznym praca ta jest nieujemna,
co wynika z podstawowej hipotezy. W konkluzji dowodu otrzymali$my wiec, ze dla kazdego
nieskonczonego programu obciazania i wspélezynnika zapasu ze wzgledu na przystoso-
wanie m > 1 calkowita praca plastyczna jest ograniczona

o
f W ot S — 1 SEF dx,

co koficzy dowdd Twierdzenia 1.

Warunki podane w twierdzeniu s3 warunkami wystarczajacymi dla przystosowania sie
konstrukcji z pretéw o przekroju idealnym.

Twierdzenie 2. Jezeli konstrukcja si¢ przystosowala, to 1stmeje taki szczegdlny
rozkltad momentéw wiasnych o(x) (niezalezny od czasu), ze wszystkie mozliwe zmiany
obcigzend, wewnatrz danych ograniczer, sa przenoszone bez naruszenia warunku uplas-

tycznienia.
v a(x) +MEY < M, (%) }
I s = N A s = ho)

N>0 p(Hef2 0 eeR x x) =

Istnienie hipotetycznego rozkladu momentéw wiasnych o(x) takiego, ze dla kazdego x
o(xX) + MG = My (x),
Q(X) —I_‘//l?;cj)u ; _Mgr(x)a

jest wigc warunkiem koniecznym dla przystosowania si¢ konstrukcii.

Dowdd. Niech nie istnieje taki rozkitad momentéw wlasnych o(x), ktéry spelniatby
warunki podane w tezie. Rozwazmy cykliczny program obcigZania, przy czym realizacja
kazdego cyklu trwa skonczony odcinek czasu Az (czas odgrywa tutaj jedynie rolg para-
metru, charakteryzujacego kolejno$¢ przykiadania obciazen).

W kazdym z przekrojow k, w ktorych wystepuja przyrosty obrotéw w przegubach
plastycznych na réznych etapach tego samego cyklu, muszg by¢ spetnione warunki

rk—}—./f{k:Mq,_k gdy 60k>0,
retoly=—M,, gdy 060, <0.

Niech catkowite przyrosty (za jeden cykl obciazania) momentdw, krzywizn i katéw
obrotu beda réwne
At At At

AM = [ oM;  du= [ on; Ab= [ 00,
0 0 0

Napiszmy réwnanie prac przygotowanych dla przyrostéw 4M(x), ktére spelniajg warunki

5 Mechanika teoretyczna
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réwnowagi z zerowymi przyrostami obcigzen zewngtrznych (obciaZzenia zewngtrzne na
poczatku i na koncu kazdego cyklu sa takie same)

[ AM Avax+ D] AM, 46, =0
L k

lub uwzgledniajac, ze A4 = 0 mamy

(4r)? 1 _
() I dx+ Zkl Ar A6, = 0.

Wskazujemy cykliczny program obciazania taki, ze po kazdym cyklu sumaryczne
przyrosty A9, obrotéw w przegubach plastycznych spetniaja warunek

D Ar40,=0.
k

Program taki nazywaé bedziemy zlozonym programem obciqzania.®

Na podstawie (b) mamy wtedy Ar = 0 (przy or # 0), a wiec na poczatku i na koricu
kazdego cyklu rozklad momentéw wlasnych w konstrukeji jest identyczny, proces jest wigc
calkowicie powtarzalny. Oczywiscie konstrukcja nie przystosuje sie, gdyz przy powta-
rzaniu cykli obcigzania praca plastyczna rosnie nieograniczenie. Gdy zachodzi teza twier-

dzenia, wowczas mozna pokazaé¢ (podobnie jak w dowodzie twierdzenia 1), ze 60, — 0,
1] 0

a wiec réwniez 46, — 0, co konczy dowdd.
t]o

Definicja 7. Zbiér {46,}, k =1, ..., n, przyrostow obrotéw w przegubach plas-
tycznych po jednym cyklu, dla ktérego speilniony jest warunek

2.5) D' Ar 46, =0,
' k

nazywamy — mechanizmem zniszczenia przyrosiowego — (mechanism of incremental col-
lapse).

Zauwazmy, ze gdyby takie obroty wystapily réwnoczesnie, to konstrukcja istotnie
przeksztalcitaby si¢ w mechanizm. Wynika stad praktyczny sposéb budowania takich me-
chanizméw dla danej konstrukeji.

Niech dany bedzie dowolny zbidr obciazern (skonczony, przeliczalny lub nieprzeli-
czalny), ograniczony w taki sposob, Ze ograniczenia normy dane sg przez podanie wartoéci
jednego parametru p, > 0. Niech ponadto ekstremalne momenty sprezyste dla ustalo-
nego przekroju (4™, #™") beda liniowymi funkcjami p,

Definicja 8. Obciazeniem krytycznym (po)., ze wzgledu na przystosowywanie sig

(Po)kr
m

w zbiorze obcigZen {2 nazywamy taka warto§é parametru po, Ze gdy p, < ,tokon-

strukcja przystosuje sie¢ w kazdym programie obciazania, ktdrego elementy naleza do 2
4) Przyjmujemy taki cykl obciazania, ze po pewnej liczbie powtérzen ustala sig stan stacjonarny, w kt6-

rym gdyby przyrosty obrotdow w plastycznych przegubach wystapily rOwnoczeénie, to konstrukcja prze-
ksztalcilaby si¢ w mechanizm. Przyklad takiego programu dla ramy podaje Neal [2].
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i gdy po > (Po)ir» to moZna znalez¢ taki program obcigZzania, ktérego elementy naleza do
0, ze konstrukcja nie przytosuje si¢ (m > 1 jest wspdiczynnikiem zapasu).

Twierdzenie 3 (twierdzenie statyczne o przystosowywaniu sig). Jezeli istnieje
taki szczegdlny rozklad momentéw wlasnych o(x), do ktérego mozna dodaé ekstremalne
momenty spreZyste, odpowiadajace wartoéci p, bez naruszenia warunku uplastycznienia,
to warto§é po < (Po)r 1 odwrotnie.

‘wﬂm%ngmw -
e@er | x . l0(X) +Po-/—”?}i)" z M,

Po £ (P0)r

Dowéd. Zakladamy, Ze sa spelnione zaloZenia twierdzenia, jezeli istnieje taki roz-
ktad o(x) momentéw wlasnych w konstrukcji, dla ktérego spetnione sa nieréwnosci podane
w zalozeniach. Dzielac obie strony tych nieréwnosci przez wspotczynnik zapasu m > 1
otrzymujemy
My (x)

b

209 4 2o 7y <
m m

M, (%)

°0) 4 20 iy 2 —
m m

m

Dla warto$ci parametru p,/m istnieje wigc taki rozklad g(x)/m momentéw wlasnych w kon-

strukcji, ze spetnione sa warunki wystarczajace przystosowania si¢ (Twierdzenie 1),
a wiec z definicji 8 wynika, Ze py = (Po)ir-

Udowodnimy teraz, ze gdy po = (po)r» t0 spelnione sg zaloZenia twierdzenia. Zato-
Zenia te sg warunkami koniecznymi przystosowania sie konstrukcji w zbiorze obciaZen
(Twierdzenie 2), jesli wigc nie sg spetnione, to po > (Po)ir-

Definicja 9. Moéwimy, Ze warto$¢ py odpowiada danemu mechanizmowi zniszcze-
nia przyrostowego (okre§lonemu przez zbiér przyrostéw obrotéw {6,}), gdy istnieje taki
rozklad momentéw wiasnych r(x), ze:

1°, W kazdym przekroju &, w ktérym zdarzaja si¢ obroty w danym mechanizmie,
spetniony jest jeden z dwéch warunkow:

Py Do MY = (M), dla 6,>0,
re DM = *(Mar)k dla 6,<0.

2°. Réwnoczeénie z réwnania prac przygotowanych dla danego mechanizmu musi
wynikaé réwnosé

Z 0, =0.
k

Zauwazmy, ze obydwa warunki okre$laja jednoznacznie warto§¢ p, — wystarczy dla kaz-
dego k okredlié r, z warunku 1 i podstawié¢ do warunku 2.

5‘
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Twierdzenie 4 (twierdzenie kinematyczne o przystosowywaniu sig). Warto§é
Do, odpowiadajaca dowolnemu zalozonemu mechanizmowi przyrostowego zniszczenia,
jest wicksza lub réwna obciaZeniu krytycznemu (po)s,-

\/Zr;ﬁk:o A

(O)g=1sen Do K

retpo == M,,, dla 6, >0

— = Po 2 (Po)kr-
P podlED = — My, dla B, <0 0T

Dowdd tego twierdzenia zostal podany przez NEALA [2].

Definicja 10. Rozwigzaniem zupelnym problemu przystosowywania si¢ nazywamy
okreslenie (po)y, dla danej konstrukeji i danego ograniczonego zbioru obcigzen.

4. Przypadki szczeg6lne

Zajmijmy sie teraz waznymi przypadkami szczegblnymi podanej teorii.
1. Niech o(x) = 0; jest to oczywicie jeder z mozliwych rozktadéw momentéw wiasnych,
Warunki wystarczajace przystosowania mozna woéwczas zapisaé w postaci

max 1
-//[(x) _S_ ;1‘ Mgr (x)

m>1  x .//lal)z 2 —lMg,(X)
m

Dla konstrukcji z pretéw o przekroju idealnym odpowiada to osiggnieciu tzw. no$nosci
sprezystej. Analiza konstrukeji oparta o model ciala sprezystego, sprowadza si¢ wiec do
zapewnienia warunkOw wystarczajacych przystosowania. Otrzymane w ten sposéb osza-
cowanie {(po)i, 0d doltu jest na ogot bardzo malo ostre.

II. Rozpatrzymy program obcigZenia tego rodzaju, Ze dowolny element p(x) e @2
mnozymy przez liczbe A, zaleZna od czasu ¢ (tworzymy jednowymiarowa podprzestrzen
unormowanej przestrzeni liniowej). Jest rzecza oczywista, ze' w takim przypadku mecha-
nizm zniszczenia przyrostowego staje sie mechanizmem zniszczenia plastycznego. Jezeli
bowiem w takim programie zdarza si¢ przyrosty obrotéw w plastycznych przegubach A6,
spelniajace warunek

ZAI'kAGk = 0,

- .
to przyrosty te zachodza réwnoczesnie (na jednym i tym samym etapie programu obcig-
Zania). W omawianym przypadku (po) = (po);r» @ Wigc konstrukcja przystosuje sig
przy takich programach obcigzania®, gdy tylko p, < (_p%.

III. Mozna postawi¢ pytanie o wyznaczanie (p,),, w dowolnym ograniczonym zbiorze
obcigzen Q, gdzie przez (po),, W zbiorze obcigzen bedziemy rozumieé minimalng wartosé

*) Mozna je nazwaé prostymi programami obciqiania.
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(po),r dla wszystkich elementow zbioru Q. Z twierdzen o zniszczeniu plastycznym [3, 4]
wynika, ze jezeli istnieje taki szczegdlny rozklad momentéw whasnych p(x), ze na kazdym
etapie dowolnego programu ze zbioru £ nie jest naruszony warunek plastycznosci, to
Do = (Po)gr W zbiorze Q.

Poszukiwanym rozwigzaniem (pg),. W zbiorze obciazen £ jest najwicksza warto§é
parametru po, dla ktdrej istnieja jeszeze takie dwa szczeg6lne rozklady o(x) i 0,(x) mo-
mentéw wlasnych w konstrukeji, ze dla kazdego x spelnione sg nieréwnosci

A

Ql(x) 'i__p0‘%x(1;cu)x = Mgr(x)’

C —
© 02(%) +po B = — M, (%),

poniewaz dla ustalonego x ekstremalne w zbiorze  momenty sprezyste LS i AR
na pewno nie powstajg na tym samym etapie programu obcigZenia.

Mozna uwazaé, ze zagadnienie okre§lenia (po),. W zbiorze £ jest szczegélnym przypad-
kiem problemu przystosowywania si¢, gdy ograniczy¢ si¢ tylko do programéw prostych
(z ktérych kazdy utworzony jest w ten sposéb, Ze ustalong funkcje p(x) € & mnozymy
przez liczbe zalezng od czasu). Podane warunki (c) sa stabsze niz warunki przystosowania
sie w ogélnym przypadku, wiec (Dol £ (Po)sr-

5. Ogolne twierdzenie o przystosowywaniu si¢ belek

Do tego miejsca zakladaliSmy konsekwentnie, ze obowiazuje tzw. idealna zaleZno$é
mijedzy momentem zginajacym i krzywizng belki (rys. 2). Dla profili rzeczywistych zakta-~
damy bardziej ogélna zaleino§¢ moment-krzywizna (rys. 1). Dla profili tych pewne plas-
tyczne plynigcie moze sig zdarzy¢ w skrajnych wiéknach belki, bez calkowitego uplaétycz—
nienia przekroju. Jakkolwieck nie wplywa to na przyrostowe zniszczenie konstrukeji, to
jednak moze doprowadzi¢ do peknie¢ wskutek przemiennej plastyczno$ci. Warunki
przystosowania si¢ konstrukeji z pretéw o idealnym przekroju nie wystarczaja dla przekro-
jow rzeczywistych. Ponizej podamy warunki wystarczajace do przystosowania sig belki
o takim przekroju, ostrzejsze niz dla profilu idealnego. PoniewaZz nie potrafimy réwno-
czeénie podaé odpowiednich nowych warunkéw koniecznych przystosowania sig, to teoria
traci swoj charakter, w ktdérym warunki konieczne i wystarczajace wzajemnie si¢ uzupel-
nialy. Nie mozna wigc dla przekrojéw rzeczywistych podaé rozwiazania zupelnego problemu
przystosowywania si¢, mozna jedynie oszacowaé od géry i od dotu warto§¢ (pog.-

Twierdzenie 5. Dla przystosowania sie belki o dowolnym przekroju® w ograni-
czonym zbiorze obcigZen 2, oprocz warunkéw podanych w Twierdzeniu 1, wystarczy
spelienie dla kazdego x dodatkowego warunku

2M 4, ()
a(x)

gdzie o > 1 jest wspdlczynnikiem zaleznym od ksztaltu przekroju, m > 1 jest wspdiczyn-
nikiem zapasu,

(5.1) MM — MY S

) Zakladamy, ze dla belki stuszna jest hipoteza o przegubach plastycznych, warunki obcigzenia musza
by¢ wicc takie, aby wystgpowalo plaskie zginanie.
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Wspdltezynnik o zdefiniowany jest nastgpujaco:

M,
af M,
v
R VAN 72

gdzie M* oznacza moment zginajacy, ktéremu (przy obciazaniu od stanu naturalnego)
odpowiada taki rozklad naprezefi w przekroju belki, ze granica strefy uplastycznienia osiaga
wlaénie Srodek cigzkoéci przekroju.

1°. Dla przekroju idealnego mamy M* = M, = M, istad « = 1. Dodatkowy warunek
(5.1) ma wéwezas postaé

A — M) S 2Mr (5).

Warunek ten jest nieistotny, gdyz jak tatwo sprawdzié, jest tozsamo$ciowo spelniony,
gdy tylko sa spetnione zalozenia Twierdzenia 1.

2°. Dla przekroju rzeczywistego o dwdch osiach symetrii mamy M* = M, > M,
i stad « = M,,/M,. Dodatkowy warunek m ({3 —MES) =2 M jest znany (2, 3],
ale przy m = 1.

Dowdd Twierdzenia 5. Dowdd przeprowadzimy dla jednowymiarowego
stanu napreZen, przy zatoZeniu materiatu sprezysto-idealnie plastycznego. Caltkowite
odksztalcenia przedstawimy w postaci sumy odksztatcen sprezystych i plastycznych

' 17 o ",
e=¢&4¢& = f—|—6 ;
wtedy
. g .,
g = Vi +e.

Jezeli o 1 € sa rzeczywistymi napreZzeniami i odksztalceniami na danym etapie programu

obcigZania, to odpowiedni stan naprezeni wlasnych jest okre§lony jako
a" = o0—0°,
gdzie ¢ jest odpowiednim naprezeniem dla materiatu idealnie liniowo-sprezystego.

W pierwszej czesci dowodu wykaZzemy, Ze jezeli mozna znaleZé taki ustalony rozklad
" naprezefl wlasnych w belce, ze w kazdym punkcie belki bedzie spetniona nieréwnoéé
(przy m > 1)

@ — <o 2

m m
dla wszystkich a°, ktére moga by¢ osiagnigte przy danych warunkach obciazania, to
belka przystosuje sig, czyli przy dowolnym nieskonczonym programie obcigZania calkowita

praca plastyczna bedzie ograniczona.
R ozpatrujemy energi¢ sprezysta odksztatcenia dla naprezen wilasnych (o"—¢")

(e) T = lef (6" —3")2dV.
v

Pokazemy, ze & = const, gdy nie zachodzi plastyczne ptyniecie i maleje, gdy predkosé
odksztalcen plastycznych jest rézna od zera.
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Rézniczkujac (e) wzgledem czasu ¢ otrzymujemy
. &
F = f~— a”—G")dV.
| & =)

Uwzgledniajac, ze

N R
ETE R e
a’—E’=a~(E’—|—o”),
otrzymujemy
® F = [{G=8) o=@ +09]—&"[o— G +a)aV.
14

Nalezy podkreslic, ze ¢ jest rzeczywistym odksztalceniem, a & jest odksztalceniem, jakie

mogloby istnie¢ w tej samej konstrukcji, lecz wykonanej z materiatu idealnie liniowo-

sprezystego. '
Oba pola odksztatcen sa wigc zwigzane z pewnymi polami przemieszczef u i ue,

ou ou

—_ e

de’ ox’

stad ich réznica jest réwnieZ zwiazana z pewnym polem przemieszczeh

E—g° = 9 w—uc).

ox

Catka z pierwszego skladnika sumy w nawiasie klamrowym (f) jest réwna pracy sit zew-
netrznych, bedacych w réwnowadze z [o—(¢"+0°)], wykonanej na pochodnej czasowej
pola przemieszczenr (u—u®). Poniewaz oba pola naprezen: o i (0”46 sa w réwnowadze
z takimi samymi obciaZeniami zewngtrznymi, wiec

[ &) [o—@ +o%))av = 0;

V
stad

F = — f[a—-(&’—l—a")]é"dV.
v

Jezeli & > 0 to o = o,;. Korzystajac z zatozenia (d), ze
| 7" +-0° < oy,
otrzymujemy
[o— (6" +09)]&" > 0.
Analogicznie, gdy & < 0, to a = —a, < 0"+ i réwniez w tym przypadku mamy
[o—(a"+a9)]&" > 0.
Ostatniag mozliwoscia jest & = 0. W kazdym przypadku mamy wigc

[o— (@ +09]&" 20,
skad zawsze

F £0.
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& maleje, gdy tylko zachodzi plastyczne plynigcie. Poniewaz & jest oczywiscie nieujemne,
wiec moze albo osiagnaé zero, albo pewna warto$¢ dodatnig™.
Pokazemy, Ze calkowita praca odksztalcen plastycznych jest ograniczona dla dowolnego
nieskoficzonego programu obciaZzenia. Uwzgledniajac, Ze F < 0, mamy
o]

fgf"‘ét

0

= |#(00)—F(0)| £ F(0) < V fE)J av

lub

(@) av =z f f[a——(E’—}-&ﬂ]é”dVét.
2EJ Q7

W ostatnim kroku uwzgledniono, Ze zawsze
[o—(o"+a%)&" = 0.
RozwaZmy najpierw przypadek, gdy & > 0. Wtedy

o=ga, oraz [0—(0"+a%)]>0.
Uwzgledniajac zalozenia (d), otrzymujemy

_ 1 m—1
G—(?T"—}—Ge) =0'p1'—‘(0'r+ﬂ'e) g_dp,——n;-(rp,= m Gpl'
W przypadku, gdy ¢’ < 0 mamy
6= —0oy oraz [o—(d"+0%] < 0.
Uwzgledniajac zalozenia (d) otrzymujemy
_ 1 m—1
0—(0"+0%) = —ap—(a"+0°) = —"o’pl+ﬁo‘(ﬂ= O

Otrzymujemy wiec ostatecznie, Ze w kazdym przypadku

((_’r)Z f f 137 m—1 3 I
av = [o—(0"+a9))e"aVit =—— opt dVor.
2ET o v m 0 1 4

Ostatnia catka po prawej stronie jest catkowita praca plastyczna dysypowana w dowolnym,
nieskoficzonym programie obciaZania.

W konkluzji otrzymujemy wiec, ze gdy sa spetnione zaloZenia (d), to calkowita praca
plastyczna dysypowana w dowolnym, nieskoniczonym programie obcigZania, jest ogra-
niczona

o)

" m (o")?
- < —_— _—
W f f”"’a vors v | pr
0 1 4 1 4

co konczy pierwsza czg§¢ dowodu twierdzenia.

") HobaE [3] na tym korczy pierwsza cze$é dowodu stwierdzajac, ze w dowolnym programie obciazania
nastapi skonczone plastyczne plyni€gcie.
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W drugiej czeSci dowodu pokazemy, Ze jezeli s3 spelnione zalozenia twierdzenia, to dla
kazdego przekroju istnieje rozklad naprezed wilasnych o" zapewniajacy przystosowanie
sie, a wiec spetniajacy warunki (d).

Dowdd przeprowadzimy dla belki o przekroju z jedna tylko plaszczyzna symetrii, bedaca
plaszczyzna zginania® (dla przekroju o dwdch plaszezyznach symetrii dowdd zostal
podany przez HoDGE'A [3], dla takich przekrojow wystarczy przyjac o = M,,/M,). W przy-
padku przekroju o jednej osi symetrii, hipoteza o sprezystym odcigzaniu obowiazuje, jak
wiadomo, jedynie w pewnym ograniczonym zakresie. Rozpatrujac cykl obciazania od stanu
naturalnego stwierdziliémy (na wstepie niniejszej pracy), ze sprezyste odcigzanie zachodzi
jedynie od takich stanéw napreZen, w ktdérych strefa uplastycznienia nie przekroczyla
jeszcze osi §rodkéw cigzkosci przekrojéw. Gdy przekrdj jest odciazany od momentéw co-
do bezwzglednej warto$ci wigkszych, wywolujacych uplastycznienie w punktach przekroju
lezacych miedzy osia srodkéw cigzkodci a osig dzielaca przekrdj poprzeczny na potowy,
to w punktach tych moze nastapi¢ wtorne plastyczne plyniecie przy odciazaniu (rys. 3).
Z tego powodu istnialo nawet przekonanie, Ze problemu przystosowywania si¢ belek
o przekroju z jedng osig symetrii wogéle nie moZna formulowaé¢ w momentach lecz nalezy
wprost rozpatrywaé rozklady naprezen [2].

Okazuje si¢, Ze réwniez w tym przypadku mozna podaé pewne warunki wystarczajace
dla przystosowania sig, wyrazone w momentach zginajacych. Zakladamy, ze kazdy prze-
kré6j belki zostal obciazony do najwigkszego co do bezwzglednej wartosci momentu zgi-
najacego, pomnozonego przez wspolczynnik zapasu m > 1 i nastepnie odciazony do hipo-
tetycznego momentu wilasnego g, zapewniajacego przystosowanie sig¢, a wigc takiego, Ze

o+mM" 2 M,
o+ma™™ =2 —M,,.

(8

Zakladamy, Ze belka znajdowala si¢ poczatkowo w stanie naturalnym, moZna wigc
. na kazdym etapie aktywnego procesu podac jednoznaczny rozklad naprezen. Dla ustalenia
uwagi rozpatrzymy przekrdj, w ktérym najwickszym co do bezwzglednej wartoSci mo-
mentem jest 4™ . Oznaczymy przez M* moment, ktédremu (przy obcigzaniu od stanu.
naturainego) odpowiada taki rozklad naprezen w przekroju belki, ze granica strefy uplas-
tycznienia osiagnela wlasnie o$ Srodkéw ciezkobci.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy

“mol e § M)k,

obowiazuje wigc jeszcze hipoteza o sprezystym odciazaniu. Po odcigZeniu do momentu.
¢ mozna wigc jednoznacznie wskazaé rozklad G naprezen wlasnych w przekroju taki,
Ze przekrdj moze by¢ ponownie obciazony do momentu m.#™* w sposéb sprezysty.
Natomiast przy obcigzaniu do momentu m.#™" réwniez nie bedzie odksztalcenn plastycz-
nych, gdy tylko maksymalny zakres zmian momentéw zginajacych nie przekroczy 2Mj,
ze wspélczynnikiem zapasu m. Wystarczy wigc w zatoeniu twierdzenia (5.1) przyjaé
w tym przypadku o = M, [M,.

) Dowbd jest réwniez sluszny w ogélniejszym przypadku przekroju bez plaszezyzn symetrii, gdy za-
chodzi plaskie zginanie.
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Przejdziemy teraz do przypadku, gdy m.#™= > M*. Wprowadzimy oznaczenie Ar =
= mM"™> — M*.

Przyjmiemy, Ze przed obciazaniem istnieje w rozpatrywanym przekroju moment wlasny
ro = — Ar, ktéremu odpowiada rozkiad naprezen wiasnych ¢ zmieniajacych sie liniowo
na wysokoS$ci belki

0o = — ﬂ z
0 — J .

Gdy od takiego stanu bedziemy obciazaé przekréj do momentu m.#™**, to sumaryczny
moment zginajacy w przekroju bedzie rowny M*. Po sprezystym odciazeniu do momentu
wlasnego g, spelniajacego warunki (g), jest okre§lony jednoznacznie pewien rozklad
napreZent ¢" odpowiadajacy temu momentowi wlasnemu.

Przekrdj moze by¢ obciazony ponownie momentem m.#™ w spos6b sprezysty, po-
niewaz odciaZanie od tego samego momentu zginajacego do p bylo sprezyste, a wige powta-
rzalne. Natomiast przy obciazaniu momentem przeciwnego znaku przekrdj pozostanie
w zakresie sprezystym, gdy bedzie spelniony warunek (rys. 4)

ml//[mnx_m‘//lmin é 2M3_Armax,

przy czym oczywiscie Ar™™ = M, —M*.
Po przeksztalceniach otrzymujemy zaltoZenie (5.1), przy czym

M,
i,
o = M M* .
— gr —_—
=, T

Wspélezynnik ten jest wige zalgzny od ksztaltu przekroju belki.

AM

Myr
[
T
)|
o =
5
o
/ o
VA4
~
‘/

Rys. 4
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Otrzymali$émy wiec wniosek, ze gdy sa spetnione zatozenia twierdzenia, to mozna wska-
et 4

- o . _
zaé takie pole naprezen wlasnych w konstrukeji 6" = W kazdym punkcie bedzie
spetniona nieréwno$¢

g ~ c
___pléc"_i_cﬂeé_p’
m m

dla wszystkich a¢, ktére moga by¢ osiagnigte przy danych warunkach obcigZania, co kon-
czy dowéd twierdzenia.
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Peamome
TEOPUSA IIPHICIIOCOBJISEMOCTU FAJIOK

B paGore paccMaTpuBaIOTCA CICPH(HEBbIE KOHCTPYKI[HY, HOXBeprayrnle maruby. Cumraercs, 4ro
MJACTHYECKOE COCTOAHME B CEYCHMHM MOCTUTAeTCA IO JCHCTBHEM HArnGalolmero MoMeHTa (BIHAHMEM
JpYTMX BHYTPeHHMX ycuimil IpexeGperaem). Ilpeamnonaraercst cripaBefJIMBOI IHIOTE3A MUIACTHUECKHX

mapuupos. B ocHOBY mepBO# uacTd paGoThI 3aNIOYKEHA HACANLHAT 3aBHCHMOCTb H3rHOaloILMil MOMEHT-
KPHBH3HA.

OcHOBHOE OTJIMUHE JaHHOH PaboTsl OT CYLIECTBYIOWCH TEOPHMM IPHCIOCODIAeMOCTH HAIOK 3aKIIO-
YaeTCH B OPYTOM MATEMATHUCCKOM ONPeIeNIEHHH IIACTHUECKOrO IPHCHIOCOBIICHH I KOHCTPYKIMI BO MHO-
YKECTBE HArPy30K. DTO HAJI0 BO3MOIKHOCTE NPOBECTH NPABHIILHOE NOKA3ATENECTRO IOCTATOUNBIX YCIOBMK
npucnocodnsemocty. JlorkasaaTensCcTBO HEOOXONMMBIX YCIOBHIT HE SIBISIETCS TPHBHANLHLIM M TaKKe CO-
aepycurcs B pabore.

BromuTca onpenenesdne KPHTHUECKON GHATCPYSKMY) ¢ TOYKH 3PEHAS NIPHCIOCOOIAEMOCTH B OrpaHH-
YEHHOM MHOYKECTBC HArpy30K M NPHBOJATCSA TAK HA3LIBAEMblE CTATHYCCKHE U KHHEMATHUECKHE TeopeMbl
0 MpHCTIOCOOIEMOCTH. B OCHORY TEOpHM BXO/IAT: OOLIYHBIH YNPYTHH aHANH3 KOHCTPYKLMH M METOX
npefelbHbIX Harpy3soK.

B paGore mpencraBieHB! NOCTATOUYHBIE yCIOBHS ITPHCIIOCODIAEMOCTH BaJIOK C ITPOH3BOJBHLIM IO~
TEPEYHEIM CEYEHHEM BLIPDAXKEHHBIE KAK (DYHKIMH OT M3rHGAIOIIMX MOMEHTORB.

Summary

SHAKE-DOWN THEORY OF BEAMS

The beam structures considered in the paper are subject mainly to bending moments, the influence of
other stresses on the plastic yielding of the cross-section being neglected. The plastic hinges hypothesis is
assumed to hold, and the first part of the paper is based upon the ideal moment-curvature relation.

The main difference between the presented approach and the earlier theories consists in the introduc-
tion of a different definition of plastic shake-down of structures in the set of loadings, what made it possible
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to derive the sufficient conditions of shake-down, With the new definition, the derivation of the necessary
condition becomes non-trivial; the corresponding proof is given in the paper.

The definition of critical loadings with respect to the shake-down phenomenon in a bounded set of
loadings is also introduced, and the so-called statical and kinematical shakedown theorems are given.
Particular cases of the presented theory are the conventional, elastic structural analysis and the limit ana-
lysis.

The sufficient conditions of shake-down for beams of arbitrary cross-section expressed in terms of
bending moments have been given.
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