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1.  Wstęp

«Dla procesów  zwią zanych  z pojawieniem  się  odkształceń plastycznych  przestaje  obowią zywać  jedno-
znaczność zależ noś ci, wią ż ą cych  odkształcenia z naprę ż eniami... Wynika  stąd wniosek, że w zagadnieniach
teorii  plastycznoś ci podać należy nie tylko  koń cowy  stan obcią ż enia  (co było wystarczają ce  dla rozwią zy-
wania zagadnień teorii ciał  sprę ż ystych  liniowych oraz nieliniowych), lecz również całą  uprzednią  „historię "
rozpatrywanego  procesu  (jego  „drogę "), począ wszy  od pierwotnego  stanu  beznaprę ż eniowego  i  bezod-
kształceniowego... Należy jeszcze wyjaś nić, czy konieczność znajomoś ci  „historii"... nie ogranicza zbytnio
naszych rozważ ań i moż liwoś ci ich praktycznych zastosowań. Innymi słowy, należy wyjaś nić, czy otrzymane
rozwią zanie,  znalezione przy  pewnej  ustalonej  przez nas kolejnoś ci  i sposobie  wzrostu obcią ż eń ... bę dzie
istotnie tą  nitką , za którą  musimy zdą ż ać do celu, jeś li konstrukcja lub element konstrukcyjny  poddane bę dą
w rzeczywistych  warunkach pracy pewnym kolejnym  nastę pstwom obcią ż eń lub sposobowi  ich narastania,
które  róż nią   się  od  tych, jakie  wzię liś my  za  podstawę   naszych  obliczeń.

N a  pytanie to nie moż na dać dziś jeszcze w pełni pozytywnej  odpowiedzi. Jednak duży krok naprzód
stanowią   twierdzenia o „dostosowywania  się " konstrukcji czyli  ich „adaptacji".,. Zrezygnujemy  w zwią zku
z  tym z  założ enia przyję tego  uprzednio, a  dotyczą cego  kolejnoś ci  nastę pstw  obcią ż eń;  bę dziemy  teraz
uważ ali,  że dana konstrukcja  poddana jest  działaniu takich  obcią ż eń, iż z każ dego  z nich znamy  tylko
najmniejszą   i najwię kszą   moż liwą   jego wartoś ć; przyjmujemy  przy  tym, że każ de z tych obcią ż eń może się
zmieniać  dowolnie  i  niezależ nie  od  drugich...w1'

Z  twierdzeń  o plastycznym  zniszczeniu  wynika,-  że  obcią ż enie  graniczne jest  niezależ ne

od  poprzedniej  historii  obcią ż ania  konstrukcji.  Moż na wię c mówić  o zabezpieczeniu kon-

strukcji  przed  zniszczeniem  plastycznym  w  dowolnym  programie  obcią ż ania,  jeż eli  na

każ dym etapie programu mnoż nik obcią ż eń ma wartość mniejszą   od odpowiedniej  wartoś ci

granicznej.

Istnieje  też  inne  kryterium  dla  konstrukcji,  bę dą ce  również  inwariantem  wzglę dem

historii  obcią ż ania.  Jest  nim  ograniczoność  cał kowitej  pracy  odkształ ceń  plastycznych,

jaka  może być  rozproszona w  konstrukcji  przy  nieograniczonym powtarzaniu  dowolnego

cyklu obcią ż ania.  Są  podstawy,  ż eby się  spodziewać, że spełnienie tego kryterium zapewnia

w  praktyce  dostateczne  ograniczenie  trwał ych  odkształ ceń  konstrukcji.

Z  punktu widzenia  tego  kryterium  zabezpieczenie  konstrukcji  przed  zniszczeniem  pla-

stycznym  w  ogólnym  przypadku  nie wystarcza  (ograniczoność całkowitej  pracy odkształ-

11  Cytaty  zaczerpnię to  z  [1], z  rozdziału napisanego  przez  W. Olszaka.
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ceń plastycznych  moż na wówczas udowodnić tylko  dla  skoń czonych programów  obcią ż a-
nia). W przypadku powtarzają cych  się , dostatecznie zł oż onych cyklów obcią ż eń, cał kowita
praca odkształ ceń plastycznych  roś nie  nieograniczenie.  Typ  zniszczenia  konstrukcji,  jaki
wówczas wystę puje,  jest  nazywany  ogólnie  zniszczeniem  w  wyniku  cyklicznych  odkształ-
ceń plastycznych.  Rozróż nia się  wtedy  dwa  rodzaje  zniszczenia.  Pozostawiając  na  boku
stronę   fizyczną   zjawiska  moż na  stwierdzić,  że  gdy  obcią ż anie  ma  charakter  przemienny
powstaje  zjawisko  przemiennej  plastycznoś ci  (alternating plasticity),  co  może  doprowa-
dzić  do  pę knięć  po  niewielkiej  liczbie  cykli.

N iech  ekstremalne  wartoś ci  obcią ż eń  dadzą   się   opisać  przez  podanie  jednego  para-
metru  p0.  Gdy po  przekracza  pewną   krytyczną   wartość  (po)kI,  wówczas  konstrukcja  nie
przystosuje  się   i podczas każ dego  cyklu obcią ż ania powstają   przyrosty  obrotów w  plastycz-
nych przegubach. Ustala się  stan stacjonarny, w którym przyrosty  obrotów w każ dym prze-
gubie  są   takie  same w  każ dym  cyklu.  Proces  ten prowadzi  do  nadmiernych odkształ ceń
plastycznych;  mówimy,  że  konstrukcja  uległa  przyrostowemu  zniszczeniu  (incremental
collapse).

1.  Podstawowe  hipotezy  i  definicje

Rozpatruje  się   konstrukcje  prę towe  poddane  głównie  zginaniu,  dla  których  wpływ
innych  sił  wewnę trznych  (oprócz momentu zginają cego)  na  proces  uplastycznienie  może
być  pominię ty. Potrzebna  teoria  w  zasadzie  istnieje  (monografia  NEALA  [2]), jakkolwiek
jest  ona  obarczona  poważ nymi  niedostatkami  natury  formalnej,  które  autor  starał   się
w  niniejszej  pracy  usuną ć .2)  Istotną   róż nicą   jest  wprowadzenie  tu  innej  matematycznej
definicji  przystosowania  się  konstrukcji  w zbiorze obcią ż eń, co umoż liwiło przeprowadzenie
poprawnego  wywodu  warunków  wystarczają cych  przystosowania  się   (Twierdzenie  1).
Przy przyję ciu  tej  definicji  wywód  warunków  koniecznych  nie jest  trywialny  i  został   rów-
nież  podany  w  niniejszej  pracy  (Twierdzenie  2).

Podstawowa  hipoteza  teorii dotyczy,  jak  wiadomo,  charakteru zależ noś ci  mię dzy  mo-
mentem  zginają cym  a  krzywizną   dla  ustalonego  przekroju  belki  (hipoteza  o  przegubach
plastycznych).  D la  belki  znajdują cej  się   począ tkowo  w  stanie  naturalnym  (bez naprę ż eń
i  odkształceń) postulowana  zależ ność przedstawiona jest  na  rys.  1  (OAB),  przy zał oż eniu
zgodnoś ci  konwencji  znaków  dla  momentu  i  krzywizny.  Postuluje  się ,  że  gdy  moment
zginają cy  M  wzrasta  i  dą ży  do wartoś ci  momentu granicznego,  krzywizna  «  w  rozpatry-
wanym przekroju  roś nie nieograniczenie; odpowiada  to przejś ciu  w  stan plastyczny  całego
przekroju  belki.  Jeż eli prę t znajdują cy  się  począ tkowo  w  stanie naturalnym obcią ż any  jest
ujemnym  momentem zginają cym,  postulowana  zależ ność  mię dzy  momentem i  krzywizną
w  ustalonym  przekroju  belki  jest  analogiczna  (OCD).

Matematycznie, przyję ta  hipoteza oznacza, że  moment zginają cy  w  każ dym  przekroju
prę ta  spełnia podwójną   nierówność

(2- 1)  - MgrŚ Mś Mgr

2> Na nieś cisłoś ci istnieją cej  teorii adaptacji dla oś rodka cią głego zwrócił  uwagę  J. Rychlewski  w  refe-
racie:  O podstawowych  twierdzeniach  teorii przystosowywania się   ciał sprę ż ysto- plastycznych,  wygłoszonym
na konferencji  naukowej  ZMÓC  IPPT PAN,  Bielsko- Biała  1967.
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oraz że przyrosty  krzywizny  są   zawsze tego  samego  znaku  co przyrosty  momentu zginają-

cego

dM  „
(2.2)

CIK

Osią gnię cie  momentu granicznego  odpowiada  nieograniczonej  krzywiź nie,  a  wię c  w prze-
kroju  obcią ż onym  momentem granicznym mogą   powstać  skoń czone przyrosty  ką ta  ugię cia
na nieskoń czenie mał ym odcinku belki.  Mogą   wię c wystą pić  wzglę dne  obroty 0 obu czę ś ci
belki  wokół   przekroju  obcią ż onego  momentem  granicznym,  przy  czym

(2.3)  Mód  ^  0.

Postulowaną   zależ ność  M- x  moż na  wyprowadzić  przy  przyję ciu  materiału sprę ż ysto- ide-
alnie plastycznego  i  szeregu  zał oż eń przyjmowanych  zazwyczaj  w  teorii belek [3].

Obecność naprę ż eń wł asnych w  przekroju  belki  w  stanie począ tkowym  wpływa  na  za-
leż ność moment  zginają cy- krzywizna.  W  ogólnym  przypadku  funkcja  ta nie jest  okreś lona
jednoznacznie  i  może  być  np.  taka,  jak  OA'B',  OC'D'  na  rys.  1. Podstawowe  własnoś ci
(2.1) —  (2.3)  pozostają   jednak  zawsze  zachowane.

Rys.  1

Przy odcią ż aniu belki  obcią ż onej poza granicą   sprę ż ystoś ci  zależ ność mię dzy momentem
zginają cym  i krzywizną   jest inna, niż przy obcią ż aniu. Jeż eli belka, znajdują ca  się  począ tko-
wo w  stanie naturalnym, jest obcią ż ona momentem zginają cym  wię kszym  od momentu Ms

(wywołują cego  uplastycznienie  skrajnych  włókien) i nastę pnie moment maleje,  to obowią-
zuje  sprę ż ysta  zależ ność mię dzy zmianami  krzywizny  i  momentu zginają cego  tak  długo,
dopóki  nie nastą pi  powtórne  uplastycznienie, po  czym —  gdy  moment zginają cy  dą ży  do
—  Mgr  —  krzywizna  maleje  nieograniczenie  (rys.  1,  BEF).  Przy  odcią ż aniu  od  ujemnego
momentu  zginają cego  obowią zuje  analogiczne  prawo  (DGH).  Postuluje  się ,  że  zakres
sprę ż ystej  pracy  belki  jest  niezależ ny  od  historii  obcią ż ania  i  równy  2MS  (podwojonemu
zakresowi  sprę ż ystemu  dla  belki  obcią ż anej  od  stanu naturalnego).
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Dla  belki  o przekroju  z  dwiema  osiami  symetrii,  znajdują cej  się   począ tkowo  w  stanie

naturalnym, moż na uzasadnić  hipotezę   o  odcią ż aniu  w  oparciu  o  założ enia wspomniane

wyż ej  [3].
D la  belek  o  przekroju  z jedną   tylko  osią   symetrii,  hipoteza  o  sprę ż ystym  odcią ż aniu

nie jest  słuszna w  całym zakresie  moż liwych  momentów zginają cych.  Moż na to  wykazać

V

•   Rys.  2

rozważ ając  belkę, dla której  oś dzielą ca pole przekroju  poprzecznego na poł owy nie pokry-
wa  się   z  osią   przechodzą cą   przez  ś rodek  cię ż koś ci  przekrojii.  Odcią ż ając  belkę   od. stanu,
w  którym  obszar  płynię cia przekroczył   ś rodek  cię ż koś ci  przekroju  zauważ ymy,  że  gdyby
miało miejsce  sprę ż yste  odcią ż anie, to po jednej  stronie  osi  ś rodków  cię ż koś ci naprę ż enia

Obcią ż anie

zmniejszałyby  się   poniż ej  granicy  plastycznoś ci,  natomiast  po  drugiej  stronie naprę ż enia
musiał yby wzrastać powyż ej granicy plastycznoś ci  (w czę ś ci przekroju mię dzy osią   ś rodków
cię ż koś ci  i  osią   dzielą cą   przekrój  na  połowy),  co jest  niemoż liwe  dla  materiału  idealnie
plastycznego.

Przy  spełnieniu  hipotezy  pł askich  przekrojów,  nie  moż na  znaleźć  takiego  przyrostu
naprę ż eń,  który  dawałby  zerową   sił ę  osiową   oraz  nie  powodował   przekroczenia  granicy
plastycznoś ci  w ż adnym punkcie przekroju  belki.  W  przypadku  odcią ż ania  stan odkształ-
ceń belki z jedną   osią   symetrii nie zawsze wię c może być  opisany przez podanie krzywizny.
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W  dą ż eniu  do  maksymalnego  uproszczenia przyjmuje  się   dalej  tak  zwaną   idealną   za-
leż ność  mię dzy  momentem  zginają cym  i  krzywizną   (rys.  2).  Postuluje  się   zachowanie
sprę ż yste  aż  do  chwili  całkowitego  uplastycznienia  przekroju,  kiedy  przekrój  nie  może
przenosić  momentu  wię kszego  od  granicznego,  a  krzywizna  jest  równa  odpowiedniej
krzywiź nie  sprę ż ystej,  bą dź nieskoń czona. Zależ ność taka jest spełniona dla hipotetycznego
idealnego  przekroju —  dź wigara  dwupasowego.  Zakł ada  się   również  w  tym  przypadku
słuszność  hipotezy  o  sprę ż ystym  odcią ż aniu.

Podamy  definicje  szeregu  poję ć  uż ywanych  dalej.
D e f i n i c j a  1.  Zniszczeniem  plastycznym  nazywamy  stan, w którym mogą   powstać

niezerowe przyrosty ugięć w konstrukcji  przy zerowych przyrostach obcią ż eń zewnę trznych
(przy  równoczesnym  spełnieniu  warunków  równowagi  z  obcią ż eniami  zewnę trznymi).
Odpowiednie  obcią ż enia nazywamy  obcią ż eniami  granicznymi, a  stan równowagi —  rów-
nowagą   graniczną   [4].

Moż na udowodnić [2], że wszystkie moż liwe położ enia równowagi granicznej  konstrukcji
róż nią  się  o przemieszczenia mechanizmu, zwanego mechanizmem zniszczenia plastycznego.

D e f i n i c j a  2.  Statycznie  dopuszczalny  rozkład  momentów  jest  to  taki  rozkład
momentów  zginają cych  w  konstrukcji,  ż e:

1°.  Funkcja  M(x)  okreś lona  jest  z  równania

d2M
~dx  ̂ ~  q W

z  dokładnoś cią   do  wielkoś ci  hiperstatycznych;
2°.  Momenty nigdzie nie przekraczają   momentu granicznego co do wartoś ci  bezwzglę d-

nej.
D e f i n i c j a  3.  Bezpieczny  statycznie  moż liwy  rozkład  momentów  okreś lamy  jak

wyż ej,  wymagając  ponadto,  aby  momenty zginają ce  były  wszę dzie  mniejsze  od momentu
granicznego  co  do  bezwzglę dnej  wartoś ci.

D e f i n i c j a  4.  Zbiór  obcią ż eń  ograniczony. Niech  bę dzie  dany  nieskoń czenie- pa-
rametrowy  zbiór  obcią ż eń  Q,  który  jest  podzbiorem  przestrzeni  liniowej  unormowanej
(przestrzeń  funkcyjna).  Mówimy,  że zbiór  ten jest  ograniczony, jeż eli  norma każ dego ele-
mentu  peQ  spełnia  nierówność

V  A M  =  N-
D e f i n i c j a  5.  Momenty  zginają ce własne.  Momentem sprę ż ystym  Jt x̂)  w  prze-

kroju  x  prę ta  nazywamy  moment zginają cy  obliczony  dla  dowolnego  danego  obcią ż enia
przy założ eniu, że cała konstrukcja znajduje  się  w zakresie sprę ż ystym  (materiał  jest idealnie
liniowo  sprę ż ysty).  JPffi  i  Jl^  są   ekstremalnymi  wartoś ciami  funkcjonału  Jl(x)
w  zbiorze  Q.  Jeż eli  oznaczyć  przez  M(x)  rzeczywisty  moment zginają cy  jaki  powstanie
w  przekroju  x  na  dowolnym  etapie programu  obcią ż ania,  to  moment własny rM  w  tym
przekroju  jest  zdefiniowany  nastę pują co
(2- 4)  r(x)  =   Mlx)- J(M.

Tak  okreś lony  moment r^  może być  róż ny  od momentu; jaki  pozostanie  w  konstrukcji
po  usunię ciu  obcią ż eń  zewnę trznych,  ze wzglę du  na moż liwość  powstawania  nowych  od-
kształ ceń  plastycznych  podczas  odcią ż ania.
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D e f i n i c j a  6.  Mówimy,  że  konstrukcja  przystosował a  się ,  jeż eli  dla  dowolnego
nieskoń czonego  programu  obcią ż ania  cał kowita  praca  plastyczna  dysypowana  w  kon-
strukcji  jest  ograniczona,  tzn.

N>0  PJ)EQ  0  L

J  fwpdxdt  ^ TV".

Przyję te  cał kowe  kryterium  przystosowania  się  nie  zabezpiecza  przed  lokalnym  (wy-
stę pują cym  na  zbiorze  miary  zero)  zmę czeniem  plastycznym.  Jest  ono  równoważ ne  kry-
terium  lokalnemu, o  ile  wystę pują ce  funkcje  są  wystarczają co  regularne  wzglę dem  współ-
rzę dnych,  a  obszar  ciała  ograniczony.

3.  Teoria  dla  idealnego  profilu

T w i e r d z e n ie  1.  Jeż eli  istnieje  taki  szczególny  rozkł ad  momentów  wł asnych
Q(X),  do którego moż na dodać ekstremalne momenty zginają ce  (w ograniczonym zbiorze  Q)
nie  osią gając  (z  danym  współ czynnikiem  zapasu  m  >  1)  w  ż adnym  przekroju  momentu
granicznego,  to  konstrukcja  przystosuje  się  w  każ dym  programie  obcią ż ania  p(t)  e  Q.

Daleko  precyzyjniej  moż na  wypowiedzieć  to  twierdzenie  uż ywając  zapisu  logicznego:

.  .  Mgr(x)
Q(X) - \ - Jiy£? g  —- —-

m

^  Mgr{x)m >l

m
P(O«Ao"   m~ l  L

D o w ó d.  Rozpatrzymy  dowolny  program  obcią ż ania.  Wprowadzimy  wielkość  e

okreś loną  przez  równanie

- J-
gdzie  r oznacza rzeczywisty moment wł asny w przekroju  x  na dowolnym  etapie programu
obcią ż ania  (dla  okreś lonego  t).  Cał kowanie  rozcią ga  się  na  wszystkie  prę ty  konstrukcji.
Z  definicji  wynika, że e jest nieujemne; jest to miara róż nicy  mię dzy  rzeczywistym  i  hipo-
tetycznym  rozkł adem momentów  wł asnych.

Zakł adamy,  że  podczas  nieskoń czenie  mał ego  przedziału  czasu  dt  powstaną  takie
zmiany przykł adanych obcią ż eń,  że  rzeczywisty  moment zginają cy  w  dowolnym  przekro-
ju  x  zmieni  się  o  dM(x).  N iech bJi{x)  i  dr(x)  bę dą  odpowiednio przyrostami momentów
sprę ż ystych  i  wł asnych.

W  tym  samym  czasie  przyrosty  obrotów  plastycznych  przegubów  wynoszą  ddk  (k  =

Przyrost  e  wynosi

óe =:  I   (r—Q)——dx.

L
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Napiszemy  równanie  prac  przygotowanych  dla  samozrównoważ onego  rozkładu  mo-
mentów własnych (/• —g).  Zauważ ymy,  że  rzeczywiste  przyrosty  krzywizny  dMjEJ  muszą
spełniać  warunki  geometrycznej  zgodnoś ci z rzeczywistymi  przyrostami  obrotów  w prze-

gubach  plastycznych  60k.  Co  wię cej,  przyrostom  krzywizny  —-   (które miałyby  miejsce,

gdyby  cała konstrukcja  zachowywała  się  w sposób  czysto  sprę ż ysty)  powinny odpowiadać
zerowe przyrosty obrotów w plastycznych przegubach. Stąd wynika, że przyrosty  krzywizny

~EJ  ~EJ

muszą   być  zgodne z rzeczywistymi  przyrostami  ddk  obrotów w plastycznych przegubach.
Z  zasady  prac  przygotowanych  wynika

d + ]   ik~Qk)d6k = 0;

tutaj  sumowanie  obejmuje  wszystkie przekroje  k, w  których wystę pują   obroty w plastycz-
nych przegubach w rozpatrywanym, nieskoń czenie małym przedziale czasu dł . Otrzymujemy
wię c

(a)  Se=- ^(rk~Qk)ddk.
k

Rozpatrzymy  teraz  przekrój  k taki,  że

rk~Qk < 0.

Biorą c  pod  uwagę   nierównoś ć,  tkwią cą   w założ eniu  twierdzenia,  otrzymamy

<   Mgr,k

lecz z definicji  momentu  własnego  wynika, że

gdzie  Mfax  jest  rzeczywistym  maksymalnym  momentem zginają cym,  jaki  mógłby powstać

w  przekroju  k,  gdyby  moment  własny  był   równy  rk.  Tak  wię c

k  ^  lvlgr,k*

Wynik  ten wskazuje,  że obroty w przegubie plastycznym w tym przekroju  mogą  wystą-
pić  tylko  w kierunku  ujemnym  ókd < 0, ponieważ  ddk mogłyby  być  tylko  wtedy  dodat-
nie,  gdyby  Mk  =   Mgr>k.
Stąd  wynika, że

(rk- Qk)d8k  > 0.

W  podobny  sposób  moż na  pokazać,  że  gdy  rk—Qk > 0,  to  66k  musi  być  dodatnie, tak
że  również w tym  przypadku

(rk- ek)d6k>0.
W  konkluzji  stwierdzamy, że

(rk- Qk)d0k  k 0.
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Znak  równoś ci  dotyczy  przekrojów,  w których na  danym etapie  obcią ż ania  rk  =   gt.  Z za-
leż noś ci  (a)  otrzymujemy  wię c  de <  0. Jeż eli  w  nieskoń czenie  mał ym przedziale  czasu 6t

nie  ma  obrotów  w  plastycznych  przegubach,  to  oczywiś cie  wtedy  de =   0.

Pokazaliś my wię c,  że e maleje,  gdy wystę pują   obroty w przegubach plastycznych  i pozo-
staje  stał e,  gdy  zachowanie  jest  czysto  sprę ż yste.  Ponieważ  e  jest  oczywiś cie  nieujemne,
wię c  może  albo  osią gnąć  zero,  albo  pewną   wartość  dodatnią .3'

Moż na  pokazać, że cał kowita praca  odkształ ceń plastycznych  jest  ograniczona  dla do-
wolnego  nieskoń czonego  programu.  Biorą c  pod  uwagę   poprzednie  rozważ ania  mamy

Stąd

OJ

o  i/  2
0 Ar

Wykorzystano  tutaj  fakt,  że  (rk—Qk)dQk  >  0.
Wybierzmy  taki  przekrój  k,  w  którym

Wtedy  w  tym  przekroju

a  ponieważ  z założ enia

m m
wię c

Vk~Qk\  =

Podobnie  w  przekroju,  w  którym  ddk  >  0  mamy

I*,  —L / m,  — A/ f  .  ,1 k\  "'''k  1Y ĝr,k

oraz

Otrzymujemy  wię c,  że

m

m- \

m
• Mgr.

gr.k.

m
- MgPir,

3)  Z faktu  tego (po upewnieniu się , że e =  const tylko wtedy, gdy brak jest przyrostów obrotów w prze-
gubach plastycznych)  NEAL [2] wycią ga  zbyt  daleko idą cy wniosek, że powstanie rozkład momentów włas-
nych,  umoż liwiają cy  przenoszenie  dalszych  zmian  ograniczonych  obcią ż eń  w  sposób  czysto  sprę ż ysty
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Ostatnia  cał ka po prawej  stronie jest cał kowitą  pracą  plastyczną   rozproszoną  w konstrukcji
dla  belki  o  idealnym  przekroju  mamy  bowiem

Uwzglę dniono  przy  tym, że w  każ dym  przegubie  plastycznym  praca  ta jest  nieujemna,
co wynika z podstawowej  hipotezy. W konkluzji  dowodu otrzymaliś my wię c, że dla każ dego
nieskoń czonego  programu  obcią ż ania  i  współ czynnika  zapasu  ze wzglę du  na przystoso-
wanie  m >  1 cał kowita  praca  plastyczna  jest  ograniczona

m—l  J  2EJ
o  L

co  koń czy  dowód  Twierdzenia  1.

Warunki  podane w  twierdzeniu  są  warunkami  wystarczają cymi  dla przystosowania się
konstrukcji  z  prę tów  o  przekroju  idealnym.

T w i e r d z e n ie  2.  Jeż eli  konstrukcja  się  przystosował a,  to istnieje  taki  szczególny
rozkł ad  momentów  wł asnych  Q(X)  (niezależ ny  od  czasu),  że wszystkie  moż liwe  zmiany
obcią ż eń,  wewną trz  danych  ograniczeń,  są   przenoszone  bez naruszenia  warunku  uplas-
tycznienia.

>
\   /   A  r  •   \   /

N>omeao  ess

Istnienie  hipotetycznego  rozkł adu  momentów  własnych  Q(X) takiego,  że dla każ dego  x

jest  wię c  warunkiem  koniecznym  dla przystosowania  się   konstrukcji.

D o w ó d.  N iech nie istnieje  taki  rozkł ad momentów własnych  Q(X),  który spełniałby
warunki  podane w tezie.  Rozważ my  cykliczny  program  obcią ż ania,  przy  czym  realizacja
każ dego  cyklu  trwa  skoń czony  odcinek  czasu  A t  (czas  odgrywa  tutaj  jedynie  rolę  para-
metru,  charakteryzują cego  kolejność  przykł adania  obcią ż eń ).

W  każ dym  z  przekrojów  k,  w  których  wystę pują   przyrosty  obrotów  w  przegubach
plastycznych  na  róż nych  etapach  tego  samego  cyklu,  muszą   być spełnione warunki

=   MgrA  gdy  50* > 0,

=- Mffik  gdy  Mk<0.

Niech  cał kowite  przyrosty  (za jeden  cykl  obcią ż ania)  momentów,  krzywizn  i  ką tów
obrotu  bę dą   równe

At  At  At

AM=   j  ÓM;  AH=   J  dx;  Adk  =  /   Mk.
0 0 0

Napiszmy  równanie prac przygotowanych  dla przyrostów  AM(x),  które spełniają   warunki

5  Mechanika  teoretyczna
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równowagi  z  zerowymi  przyrostami  obcią ż eń  zewnę trznych  (obcią ż enia  zewnę trzne na

począ tku  i  na koń cu  każ dego  cyklu  są   takie  same)

JAMAxdx+  ^AMkA6k  = 0
L  k

lub  uwzglę dniają c,  że AJt  =  0  mamy

(b)

Wskazujemy  cykliczny  program  obcią ż ania  taki,  że po  każ dym  cyklu  sumaryczne
przyrosty  ABk obrotów w przegubach plastycznych  spełniają   warunek

.  ]?ArkA6k=0,
k

Program  taki nazywać  bę dziemy  złoż onym, programem  obcią ż ania.^

N a  podstawie  (b) mamy wtedy A r =  0  (przy  dr #  0), a wię c na począ tku i na  koń cu
każ dego  cyklu rozkład momentów własnych w konstrukcji  jest  identyczny, proces jest  wię c
całkowicie  powtarzalny.  Oczywiś cie  konstrukcja  nie przystosuje  się , gdyż  przy  powta-
rzaniu cykli  obcią ż ania praca plastyczna  roś nie nieograniczenie. Gdy zachodzi  teza  twier-
dzenia,  wówczas  moż na pokazać  (podobnie jak w  dowodzie  twierdzenia  1), że  dOk - * 0,

f/co

a  wię c  również  Adk - + 0, co koń czy  dowód.
*/co

D e f i n i c j a  7.  Zbiór  {A6k},   k =  1, ..., n, przyrostów  obrotów  w przegubach  plas-
tycznych po jednym  cyklu, dla którego  spełniony jest  warunek

(2.5)

nazywamy — mechanizmem  zniszczenia przyrostowego —  {mechanism of  incremental  col-
lapse).

Zauważ my,  że gdyby  takie  obroty  wystą piły  równocześ nie,  to  konstrukcja  istotnie
przekształ cił aby się  w mechanizm. Wynika  stąd  praktyczny  sposób  budowania  takich me-
chanizmów dla danej  konstrukcji.

N iech  dany  bę dzie  dowolny  zbiór  obcią ż eń  (skoń czony,  przeliczalny  lub  nieprzeli-
czalny), ograniczony w taki  sposób, że ograniczenia normy dane są  przez podanie wartoś ci
jednego parametru p0  > 0.  Niech  ponadto  ekstremalne  momenty  sprę ż yste  dla  ustalo-
nego  przekroju  ( ^ m a x,  „ # m i n ) bę dą   liniowymi  funkcjami  p0

D e f i n i c j a  8. Obcią ż eniem  krytycznym  (po)kr  ze wzglę du  na przystosowywanie  się

w  zbiorze  obcią ż eń  Q  nazywamy  taką   wartość  parametru p0,  że gdy p0  g  , to kon-

strukcja  przystosuje  się  w każ dym  programie  obcią ż ania,  którego  elementy  należą   do Q

*) Przyjmujemy  taki cykl obcią ż ania, że po pewnej  liczbie powtórzeń ustala się  stan stacjonarny, w któ-
rym  gdyby  przyrosty  obrotów w plastycznych  przegubach  wystą piły  równocześ nie, to konstrukcja  prze-
kształciłaby się  w mechanizm.  Przykład  takiego  programu  dla ramy  podaje  Neal  [2].
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>  (Po)kr>  to moż na znaleźć  taki  program  obcią ż ania, którego  elementy należą   do
Q,  że konstrukcja  nie przytosuje  się   (m >  1 jest współczynnikiem zapasu).

T w i e r d z e n ie  3  (twierdzenie  statyczne  o  przystosowywaniu  się ).  Jeż eli  istnieje

taki  szczególny  rozkł ad momentów własnych  Q(X),  do  którego  moż na dodać ekstremalne

momenty  sprę ż yste,  odpowiadają ce  wartoś ci p0  bez  naruszenia  warunku  uplastycznienia,

to  wartość  p0  g  (po)kr  i  odwrotnie.

^wn  Ł  ~Mgr(.

D o w ó d.  Zakł adamy, że  są   spełnione zał oż enia twierdzenia,  jeż eli  istnieje  taki  roz-
kł ad Q{X) momentów własnych w konstrukcji,  dla którego  spełnione są  nierównoś ci podane
w  założ eniach. Dzielą c  obie  strony  tych  nierównoś ci  przez  współczynnik  zapasu  m  >  1
otrzymujemy

+ ( )m  m  ~  m

m  m  m

Dla wartoś ci parametru po/ m  istnieje wię c taki rozkł ad Q(x)/ m momentów własnych w kon-

strukcji,  że  spełnione  są   warunki  wystarczają ce  przystosowania  się   (Twierdzenie  1),

a  wię c  z  definicji  8 wynika,  że p0  ^  (/>o)*r •

Udowodnimy  teraz,  że  gdy  p0  =   (j)0)kr> to spełnione są   założ enia  twierdzenia.  Zał o-
ż enia  te  są   warunkami  koniecznymi  przystosowania  się   konstrukcji  w  zbiorze  obcią ż eń
(Twierdzenie  2), jeś li  wię c  nie  są   speł nione, to p0  >  (po)kr •

D e f i n i c j a  9.  Mówimy,  że wartoś ć p0  odpowiada danemu mechanizmowi zniszcze-

nia przyrostowego  (okreś lonemu  przez  zbiór  przyrostów  obrotów  {Ok}),  gdy  istnieje  taki
rozkł ad  momentów  wł asnych  r(x),  ż e:

1°.  W  każ dym  przekroju  k,  w  którym  zdarzają   się   obroty  w  danym  mechanizmie,

spełniony jest jeden z dwóch  warunków:

-   (Mgr)k  dla  6k  >  0,

rk +po^fln  =  -   (Mgr)k  dla  0k <  0.

2°.  Równocześ nie  z  równania  prac  przygotowanych  dla  danego  mechanizmu  musi
wynikać  równość

Zauważ my,  że obydwa  warunki  okreś lają   jednoznacznie wartość p0  — wystarczy  dla  każ-
dego  k  okreś lić  rk  z warunku  1 i podstawić  do warunku  2.
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T w i e r d z e n ie  4  (twierdzenie  kinematyczne  o  przystosowywaniu  się ).  Wartość

p0,  odpowiadają ca  dowolnemu  zał oż onemu  mechanizmowi  przyrostowego  zniszczenia,

jest  wię ksza  lub równa  obcią ż eniu  krytycznemu  (po)*i- -

Dowód  tego  twierdzenia  został  podany przez  NEALA [2],

D e f i n i c j a  10.  Rozwią zaniem zupełnym problemu przystosowywania  się  nazywamy

okreś lenie  (po)kr dla danej konstrukcji  i danego  ograniczonego  zbioru  obcią ż eń.

4.  Przypadki  szczególne

Zajmijmy  się  teraz waż nymi  przypadkami  szczególnymi  podanej  teorii.
I .  Niech Q(X) = 0; jest to oczywiś cie jeden z moż liwych  rozkł adów momentów wł asnych.

Warunki  wystarczają ce  przystosowania  moż na wówczas  zapisać  w  postaci

«• >!

m

Dla  konstrukcji  z prę tów  o przekroju  idealnym  odpowiada  to osią gnię ciu  tzw. noś noś ci
sprę ż ystej.  Analiza  konstrukcji  oparta o model  ciała  sprę ż ystego,  sprowadza  się  wię c do
zapewnienia  warunków  wystarczają cych  przystosowania.  Otrzymane w  ten sposób  osza-
cowanie  (j>o)kr od dołu jest na ogół  bardzo  mało  ostre.

I I .  Rozpatrzymy  program  obcią ż enia  tego  rodzaju,  że  dowolny  element  p(pć ) e Q
mnoż ymy  przez  liczbę   X, zależ ną   od  czasu  t  (tworzymy  jednowymiarową   podprzestrzeń
unormowanej  przestrzeni  liniowej).  Jest  rzeczą   oczywistą,  ż e' w  takim  przypadku  mecha-
nizm  zniszczenia  przyrostowego  staje  się   mechanizmem  zniszczenia  plastycznego.  Jeż eli
bowiem  w takim programie  zdarzą   się  przyrosty  obrotów w plastycznych  przegubach AQk

spełniają ce  warunek

^rkAdk  =  0,

to  przyrosty  te zachodzą   równocześ nie  (na jednym  i tym samym  etapie programu  obcią-

ż ania).  W  omawianym  przypadku  (po)kr  =   (po)gr>   a  wię c  konstrukcja  przystosuje  się

przy  takich programach obcią ż ania55, gdy tylko p0  <;  -•

I I I .  Moż na postawić  pytanie o wyznaczanie  (po)gr  w  dowolnym  ograniczonym  zbiorze
obcią ż eń  Q, gdzie przez  (po)gr  w zbiorze  obcią ż eń  bę dziemy  rozumieć minimalną   wartość

s '  Moż na  je  nazwać  prostymi  programami  obcią ż ania.
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g  d la  wszystkich  elementów  zbioru  Q.  Z  twierdzeń  o  zniszczeniu  plastycznym  [3, 4J

wynika,  że jeż eli  istnieje  taki  szczególny  rozkł ad momentów wł asnych  Q(X),  że na każ dym

etapie  dowolnego  programu  ze  zbioru  Q  nie  jest  naruszony  warunek  plastycznoś ci,  to

Po  £  (Po)Br w  zbiorze  Q,
Poszukiwanym  rozwią zaniem  (j>o)gr  w  zbiorze  obcią ż eń  Q  jest  najwię ksza  wartość

parametru p0,  dla  której  istnieją  jeszcze  takie  dwa  szczególne  rozkł ady  gx(x)  i  Q2(X) mo-
mentów wł asnych w konstrukcji, że dla każ dego  x  speł nione są nierównoś ci

ś  Mgr(x),
(c)

ponieważ  dla  ustalonego  x  ekstremalne  w  zbiorze  Q  momenty  sprę ż yste  Ji™*  i  JKffi

na pewno nie powstają  na tym  samym  etapie programu  obcią ż enia.
Moż na uważ ać, że zagadnienie  okreś lenia  (po)gr  w zbiorze  Q jest szczególnym  przypad-

kiem  problemu  przystosowywania  się,  gdy  ograniczyć  się  tylko  do  programów  prostych
(z  których  każ dy  utworzony  jest  w  ten  sposób,  że  ustaloną  funkcję  p(x)  e Q  mnoż ymy
przez  liczbę zależ ną  od  czasu). Podane warunki  (c) są  sł absze niż warunki  przystosowania
się  w  ogólnym  przypadku,  więc  (po)kr  g (jpo)gr-

5.  Ogólne  twierdzenie o  przystosowywaniu  się  belek

D o  tego  miejsca  zakł adaliś my  konsekwentnie,  że  obowią zuje  tzw.  idealna  zależ ność
mię dzy  momentem zginają cym  i  krzywizną  belki  (rys.  2). D la profili  rzeczywistych  zakł a-
damy  bardziej  ogólną  zależ ność  moment- krzywizna  (rys.  1). D la profili  tych  pewne  plas-
tyczne pł ynię cie może  się  zdarzyć  w .skrajnych  wł óknach belki,  bez  cał kowitego  uplastycz-
nienia  przekroju.  Jakkolwiek  nie  wpł ywa  to  na  przyrostowe  zniszczenie  konstrukcji,  to
jednak  może  doprowadzić  do  pę knięć  wskutek  przemiennej  plastycznoś ci.  Warunki
przystosowania  się konstrukcji  z prę tów o idealnym przekroju  nie wystarczają  dla przekro-
jów  rzeczywistych.  Poniż ej  podamy  warunki  wystarczają ce  do  przystosowania  się  belki
o  takim  przekroju,  ostrzejsze  niż  dla  profilu  idealnego.  Ponieważ  nie  potrafimy  równo-
cześ nie podać odpowiednich nowych  warunków  koniecznych przystosowania  się,  to  teoria
traci  swój  charakter, w  którym  warunki  konieczne  i wystarczają ce  wzajemnie  się  uzupeł-
niał y. N ie moż na więc dla przekrojów  rzeczywistych  podać rozwią zania zupeł nego problemu
przystosowywania  się, moż na jedynie  oszacować  od góry  i od dołu wartość  (po)kr •

T w i e r d z e n ie  5.  D la przystosowania  się  belki  o  dowolnym przekroju6)  w ograni-
czonym  zbiorze  obcią ż eń  Q,  oprócz  warunków  podanych  w  Twierdzeniu  1,  wystarczy
speł nienie  dla  każ dego  x  dodatkowego  warunku

OM  (Y\

gdzie  a  >  1 jest  współ czynnikiem zależ nym  od kształ tu przekroju,  m  >  1 jest współ czyn-
nikiem zapasu.

6>  Zakł adamy, że dla belki sł uszna jest hipoteza o przegubach plastycznych, warunki obcią ż enia muszą
być  więc  takie,  aby  wystę powało  pł askie zginanie.
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Współczynnik  a  zdefiniowany  jest  nastę pują co:

MI
d f  Ms

a  — _Mar  ,  M*

Ms  +   Ms

gdzie  M*  oznacza  moment  zginają cy,  któremu  (przy  obcią ż aniu  od  stanu  naturalnego)
odpowiada taki rozkł ad naprę ż eń w przekroju  belki, że granica strefy  uplastycznienia  osią ga
właś nie  ś rodek  cię ż koś ci  przekroju.

1°.  D la przekroju  idealnego mamy M*   =   Ms  =   Mgt  i stąd  a  =  1.  Dodatkowy warunek
(5.1) ma wówczas  postać

Warunek  ten jest  nieistotny, gdyż jak  ł atwo  sprawdzić,  jest  toż samoś ciowo  spełniony,
gdy  tylko  są   spełnione założ enia Twierdzenia  1.

2°.  D la  przekroju  rzeczywistego  o  dwóch  osiach  symetrii  mamy  M*   =   Mgr  >  Ms

i  stąd  a =  M3r/ Ms.  Dodatkowy  warunek  miJl^—Ji^f)  =  2 Ms  jest  znany  [2,3],
ale przy  m  — 1.

D o w ó d  T w i e r d z e n ia  5.  Dowód  przeprowadzimy  dla  jednowymiarowego
stanu  naprę ż eń,  przy  założ eniu  materiału  sprę ż ysto- idealnie  plastycznego.  Cał kowite
odkształ cenia przedstawimy  w postaci  sumy  odkształ ceń sprę ż ystych  i  plastycznych

wtedy

Jeż eli er i  e są   rzeczywistymi  naprę ż eniami i odkształ ceniami na danym etapie programu
obcią ż ania, to odpowiedni stan naprę ż eń własnych jest okreś lony  jako

ar  =  a—a",

gdzie  ae  jest  odpowiednim naprę ż eniem dla  materiału idealnie  liniowo- sprę ż ystego.
W  pierwszej  czę ś ci  dowodu  wykaż emy,  że jeż eli  moż na  znaleźć  taki  ustalony  rozkł ad

ff r  naprę ż eń  własnych  w  belce,  że  w  każ dym  punkcie  belki  bę dzie  spełniona nierówność
(przy m >  1)

(d)  ^  ^
m  '  '  m

dla  wszystkich  aa,  które  mogą   być  osią gnię te  przy  danych  warunkach  obcią ż ania,  to
belka przystosuje  się , czyli przy  dowolnym nieskoń czonym programie obcią ż ania cał kowita
praca  plastyczna  bę dzie  ograniczona.

Rozpatrujemy  energię   sprę ż ystą   odkształ cenia  dla  naprę ż eń  własnych  (or—W)

(e)  • *•

Pokaż emy,  że  SF =   const,  gdy  nie  zachodzi  plastyczne  pł ynię cie  i  maleje,  gdy  prę dkość
odkształ ceń plastycznych jest  róż na od  zera.
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Róż niczkując  (e) wzglę dem  czasu  t  otrzymujemy

Uwzglę dniają c, że

E  ~  E  ~E~~3~  ~e  '

or- ~ar =  a- (ar+aE),

otrzymujemy

(f)  Ś F=  f  {(k- k°)[a- (ar  +a°)]- k"[<x- (a'+a°)]}dV.
v

Należy podkreś lić, że e jest  rzeczywistym  odkształceniem, a  ec jest  odkształceniem,  jakie
mogłoby  istnieć  w  tej  samej  konstrukcji,  lecz  wykonanej  z  materiału  idealnie  liniowo-
sprę ż ystego.

Oba pola odkształ ceń są  wię c zwią zane z pewnymi polami przemieszczeń u i ue,

__  du  e _  due

E~Je~'  e  ~~dx~'

stąd ich róż nica jest również zwią zana z pewnym polem przemieszczeń

e—se  =  ——  (u—u").
ox

Całka z pierwszego  skł adnika sumy w nawiasie  klamrowym  (f) jest  równa pracy  sił  zew-
nę trznych,  bę dą cych w  równowadze  z  [a—(ar~{- aE)],   wykonanej  na pochodnej  czasowej
pola  przemieszczeń  (u—ue).  Ponieważ oba pola  naprę ż eń: er i  (ar- \ - aE) są  w równowadze
z takimi samymi  obcią ż eniami zewnę trznymi, wię c

v
stąd

f
v

Jeż eli e" > 0 to a =  api. Korzystając  z założ enia (d), że

otrzymujemy
[ tf- < ?+ < !• )]e"  >0.

Analogicznie, gdy s"  < 0, to er =  —crp, <  crr+(Te i również w tym przypadku mamy

[a- (ar+ae)]k"  > 0.

Ostatnią   moż liwoś cią   jest s"  = 0. W każ dym  przypadku  mamy wię c

[*- (?+*• )]«" a o,
skąd  zawsze

&  < 0.



272  L.  KONIECZNY

J5" maleje, gdy  tylko zachodzi plastyczne pł ynię cie. Ponieważ #" jest oczywiś cie nieujemne,
więc może albo osią gnąć  zero, albo pewną  wartość  dodatnią7'.

Pokaż emy, że cał kowita praca odkształ ceń plastycznych jest ograniczona dla  dowolnego
nieskoń czonego  programu  obcią ż enia.  Uwzglę dniają c,  że  &   ^  0,  mamy

lub

V  0  V

W  ostatnim kroku  uwzglę dniono, że zawsze

[a- (ar+ae)]k" £ 0,

Rozważ my  najpierw  przypadek,  gdy  s"  >  0.  Wtedy

a =   apl  oraz  [or— (ar+ae)]  >  0.

Uwzglę dniając  zał oż enia  (d),  otrzymujemy

a- (Br+a°)=cpl- (dr  + ae)  ^  apl-   —apl  =  ^

W  przypadku,  gdy  e"  <  0 mamy

a——api  oraz  [a—(ar+ae)]  <  0.

Uwzglę dniając  zał oż enia (d)  otrzymujemy

a- (ar+ae)  =  - (Tp i- ^+ ff6)  S  - ctpl  +  —  opX=

Otrzymujemy  więc  ostatecznie, że w  każ dym  przypadku

/  l ^  j J
0  V  OK

Ostatnia cał ka po prawej  stronie jest cał kowitą pracą plastyczną  dysypowaną  w  dowolnym,
nieskoń czonym  programie  obcią ż ania.

W  konkluzji  otrzymujemy  wię c,  że  gdy  są  speł nione zał oż enia  (d), to  cał kowita praca
plastyczna  dysypowaną  w  dowolnym,  nieskoń czonym  programie  obcią ż ania,  jest  ogra-
niczona

O  V  V

co  koń czy  pierwszą  czę ść  dowodu  twierdzenia.
7>  HODOE [3] na tym koń czy pierwszą  czę ść dowodu stwierdzają c,  że w dowolnym programie  obcią ż ania

nastą pi  skoń czone  plastyczne pł ynię cie.
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W  drugiej  czę ś ci dowodu pokaż emy, że jeż eli  są   spełnione założ enia twierdzenia, to dla
każ dego  przekroju  istnieje  rozkł ad  naprę ż eń  własnych  ar  zapewniają cy  przystosowanie
się ,  a  wię c  spełniają cy  warunki  (d).

Dowód przeprowadzimy dla belki o przekroju z jedną   tylko płaszczyzną  symetrii, bę dą cą
płaszczyzną   zginania8'  (dla  przekroju  o  dwóch  płaszczyznach  symetrii  dowód  został
podany przez H OD G E'A  [3], dla takich przekrojów  wystarczy  przyją ć  a — MgrjM^.  W przy-
padku  przekroju  o jednej  osi  symetrii, hipoteza o  sprę ż ystym  odcią ż aniu obowią zuje,  jak
wiadomo, jedynie w pewnym ograniczonym zakresie. Rozpatrując cykl obcią ż ania od stanu
naturalnego  stwierdziliś my  (na wstę pie  niniejszej  pracy), że  sprę ż yste  odcią ż anie zachodzi
jedynie  od  takich  stanów  naprę ż eń,  w  których  strefa  uplastycznienia  nie przekroczyła
jeszcze  osi  ś rodków  cię ż koś ci  przekrojów.  G dy przekrój  jest  odcią ż any  od momentów co
do  bezwzglę dnej  wartoś ci  wię kszych,  wywołują cych  uplastycznienie w punktach przekroju
leż ą cych  mię dzy  osią   ś rodków  cię ż koś ci  a  osią   dzielą cą   przekrój  poprzeczny na połowy,
to  w  punktach  tych  może  nastą pić  wtórne  plastyczne  płynię cie przy  odcią ż aniu  (rys. 3).
Z  tego  powodu  istniało  nawet  przekonanie,  że  problemu  przystosowywania  się   belek
o przekroju  zjedna  osią   symetrii wogóle  nie moż na formułować w momentach  lecz należy
wprost  rozpatrywać  rozkł ady naprę ż eń [2],

Okazuje  się ,  że  również w  tym  przypadku  moż na podać pewne warunki  wystarczają ce
dla  przystosowania  się , wyraż one  w  momentach zginają cych.  Zakł adamy, że każ dy prze-
krój  belki  został   obcią ż ony  do  najwię kszego  co  do  bezwzglę dnej  wartoś ci  momentu zgi-
nają cego,  pomnoż onego przez współ czynnik zapasu  m  >  1 i nastę pnie odcią ż ony do hipo-
tetycznego  momentu wł asnego  Q, zapewniają cego  przystosowanie  się ,  a  wię c  takiego, że

Zakł adamy,  że  belka  znajdowała  się   począ tkowo  w  stanie  naturalnym, moż na  wię c
na każ dym etapie aktywnego  procesu podać jednoznaczny  rozkł ad naprę ż eń. D la ustalenia
uwagi  rozpatrzymy  przekrój,  w  którym  najwię kszym  co  do  bezwzglę dnej  wartoś ci  mo-
mentem jest  Jź ™* .  Oznaczymy  przez  M*   moment, któremu  (przy  obcią ż aniu  od  stanu
naturalnego) odpowiada taki rozkł ad naprę ż eń w  przekroju  belki,  że  granica  strefy  uplas-
tycznienia osią gnę ła właś nie oś  ś rodków  cię ż koś ci.

Rozpatrzymy  najpierw  przypadek,  gdy

obowią zuje  wię c  jeszcze  hipoteza  o  sprę ż ystym  odcią ż aniu.  Po  odcią ż eniu  do momentu
Q  moż na  wię c  jednoznacznie  wskazać  rozkł ad  ar  naprę ż eń  własnych  w  przekroju  taki,,
że  przekrój  może  być  ponownie  obcią ż ony  do  momentu  m ^ r m ax  w  sposób  sprę ż ysty.
N atomiast przy obcią ż aniu do momentu mJćmin  również nie  bę dzie  odkształ ceń  plastycz-
nych,  gdy  tylko  maksymalny  zakres  zmian  momentów zginają cych  nie przekroczy  2MS,
ze  współ czynnikiem  zapasu  m.  Wystarczy  wię c  w  założ eniu  twierdzenia  (5.1)  przyją ć
w  tym  przypadku  a =   MgrjM s.

8>  Dowód jest  również słuszny w  ogólniejszym  przypadku przekroju  bez płaszczyzn symetrii, gdy za-
chodzi  płaskie zginanie.
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Przejdziemy  teraz do przypadku,  gdy  mji™- **  >  M*.  Wprowadzimy  oznaczenie  Ar  =

=» m.JfmaK  —  M*.

Przyjmiemy,  że przed obcią ż aniem istnieje  w rozpatrywanym  przekroju  moment własny
rQ  =   —  Ar,  któremu odpowiada  rozkł ad naprę ż eń własnych ar

0 zmieniają cych  się   liniowo
na wysokoś ci  belki

Ar

Gdy od takiego  stanu bę dziemy  obcią ż ać przekrój  do momentu mM™*,  to  sumaryczny
moment zginają cy  w  przekroju  bę dzie  równy  M*.  Po sprę ż ystym  odcią ż eniu  do momentu
własnego  Q,  spełniają cego  warunki  (g),  jest  okreś lony  jednoznacznie  pewien  rozkł ad
naprę ż eń  ar  odpowiadają cy  temu  momentowi własnemu.

Przekrój  może  być  obcią ż ony  ponownie  momentem mJźmm  w  sposób  sprę ż ysty,  po-
nieważ odcią ż anie od tego samego momentu zginają cego  do  Q było sprę ż yste, a wię c powta-
rzalne.  Natomiast  przy  obcią ż aniu  momentem  przeciwnego  znaku  przekrój  pozostanie
w zakresie  sprę ż ystym,  gdy  bę dzie  spełniony warunek  (rys. 4)

przy  czym  oczywiś cie  Armm  =  Mgr—M*.

Po  przekształ ceniach otrzymujemy  założ enie  (5.1),  przy  czym

Mgt

a =
Af,

M  M*
__

Ms  ^  Ms

Współczynnik ten jest wię c zajejmy  od kształ tu przekroju  belki.

AM i

To—Ar

Rys.  4
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Otrzymaliś my wię c wniosek,  że gdy  są   spełnione założ enia twierdzenia, to moż na wska-

ć  takie pole naprę żę

speł niona nierówność

zać  takie pole naprę ż eń własnych w  konstrukcji  dr  ~  — ,  że  w  każ dym  punkcie  bę dzie

m  m

dla  wszystkich  ae, które mogą   być  osią gnię te  przy  danych  warunkach  obcią ż ania,  co  koń-

czy  dowód  twierdzenia.
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P  e 3 io M e

TEOPH fl  LTPHCn'OCOEJIHEMOCTH  BAJIOK

B  paSoTe  paccMarpHBatorca  CTepnaieBMe  HOHCTpyHUHH, no^H epruyrwe  H3ni6y.  CiiHTaeTCH,  mo

nnacTiraecKoe  cocTOHHHe B ceqeHHH flocTHraeTCH nofl  fleftcTBHeM  H3rn6aiomero  MoiweHTa  (BBHHHHeiw

apyrnx  BuyTpeiiHHX  ycHUHM   npeHe6peraeM) •  TIpeHnoJiaraeTCfi  cnpaBeflnHBOH  rHnoTe3a  njiacTiwecKHX

mapHHpoB.  B ocHOBy  nepBoii  MacTH pa6oTBi  3ajio>i<eHa  HfleantHaH  3aBHCHM0CTb n3rH6aioiqHH:  MOMeHT-
KpHBH3Ha.

OcHOBHoe  OTJiHMHe flai- iiiott pa6oTw  OT cymecTByiouteii  TeopnH  npHcnoco6ji!ieMOCTH  6ajioi<  3ai<Jiio-

^aeTcn  B  flpyroM  MaieMaTHiecKOM  onpesejiennH  njiacTH^iecKoro  npHcnoco6jieHnn  KOHCTpyioimi  BO  MHO-

>KeciBe Harpy3oi<.  3 TO  flano  BO3MO>KHOCTŁ npoBecm  npaBHJitnoe flOKa3aTeni>cTBo flocTaTo^nbix ycjioBHii

)CTH.  Jl|0Ka3aTen5CTB0  Heo6xOflHMbIX  yCJIOBHH He HBJlfieTCH  TpHBHajIbHbIM  H TSKWe CO-

B  paSoTe.

onpefleneHHe  KpaTH^iecKOił   «narpy3KH»  c  TO^JKH  3peni«i  npHcnocoSirHeMOCTH B  orpaHH-

. MHO>i<ecTBe Harpy30i<  H npHBOflHTCH Tai< tra3ŁiBaeMbie  CTaTi- iqeci<ne H KHHeMaTHqecKHe TeopeMbi

o  npHcnoco6jmeMOCTH.  B  ocHOBy  TeopHH  BXOAST:  oSbraiibift  ynpyrH ii  anajiH3  KoncTpyKHHH H  iweTOA

npe^enbHbix  Harpy30K.

B  paSoTe  npeflCTaBneHbi  flocTaiotrHbie  ycitoBHa  npHcnoco6jiiieMOCTH  6anoK  c  npoH3BOJibHbiM  no-

nepeiHWM   ceweBueM   Bbipa>i<eHHbie  i<ai<  dpyHKHHH OT  H3rH6aioiunx  MOMCHTOB.

S u m m a ry

SHAKE- DOWN  THEORY  OF BEAMS

The  beam  structures  considered  in the paper are subject  mainly  to bending moments, the influence of

other  stresses on the plastic  yielding of the cross- section  being  neglected.  The plastic  hinges  hypothesis  is

assumed  to hold, and the first part of the paper is based'upon  the ideal moment- curvature relation.

The  main  difference  between  the presented  approach and the earlier  theories  consists  in the introduc-

tion of a different  definition of plastic shake- down of structures  in the set of loadings, what made it possible
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to derive  the sufficient  conditions of shake- down. With the new definition,  the derivation of  the necessary
condition  becomes non- trivial;  the corresponding proof  is  given  in  the paper.

The  definition  of  critical loadings  with  respect  to  the shake- down  phenomenon in  a  bounded  set  of
loadings  is  also  introduced,  and  the  so- called  statical  and  kinematical  shakedown  theorems  are  given.
Particular cases  of  the presented theory are the conventional, elastic structural analysis  and  the limit ana-
lysis.

The  sufficient  conditions  of  shake- down  for  beams  of  arbitrary  cross- section  expressed  in  terms  of
bending  moments have  been  given.
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