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1. Wstep

Niniejsza praca zawiera rozwigzania dwdch zagadnien: 1) optymalnego parametrycz-
nego ksztaltowania pretéw sprezystych (o okre§lonym sposobie zmiany przekroju poprzecz-
nego) $ciskanych sita skierowang do bieguna, 2) optymalnego wariacyjnego ksztattowania
pretéw Sciskanych sita skierowana do bieguna, w przypadku gdy znajduja si¢ one w spre-
zysto-plastycznym zakresie pracy.

Stosowanie optymalizacji parametrycznej moze byé podyktowane wzgledami techno-
logicznymi (latwoscia wykonania). Poszukujemy tu takiej warto§ci pewnego parametru
(na przyklad kata wierzcholkowego stozka), wyrdzniajacego ksztalt preta sposrdd pewnej
klasy pretow tak, aby otrzymac najwigkszy zysk na cigzarze (objetosci), wynikajacy z za-
stapienia pr¢ta pryzmatycznego — optymalnym, przenoszacym te sama, site krytyczna.
Ksztalt optymalnego preta stozkowego, $ciskanego osiowo, zostal podany przez Zvcz-
KOWSKIEGO [10] dla zakresu sprgzystego i sprezysto-plastycznego, a niekonserwatywne
zagadnienie optymalizacji pretéw stozkowych $ciskanych sita podsledzaca jest rozwigzane
w pracy GAJEWSKIEGO [2]. Sama metoda ksztaltowania parametrycznego, w zastosowaniu
do réznych probleméw, oméwiona jest szerzej w pracach KRZYSIA i ZYCZKOWSKIEGO [5, 6],
a absolutnie optymalne (w sensie rachunku wariacyjnego) ksztalty pretéw sprezystych,
jednorodnych i niejednorodnych, Sciskanych sita skierowana do bieguna, podano w pracy
GAJEWSKIEGO 1 ZYCZKOWSKIEGO [3]. W pracy tej omdéwiono szerzej literature odnoszch
sie do probleméw optymalizacji pretow Sciskanych.

Drugi problem nalezy do zagadnien optymalizacji absolutnej, przeprowadzanej me-
todami rachunku wariacyjnego, a polegajacej na poszukiwaniu preta o najmniejszej obje-
toéci, przenoszacego dana sil¢ krytyczna. Poszukujemy tu zatem minimum funkcjonahu—
objetosei preta, przy dodatkowym warunku w postaci réwnania rézniczkowego ugietej
osi preta $ciskanego. Taki sposéb postgpowania zastosowano w pracach Czencowa [1],
GAJEWSKIEGO i ZYCZKOWSKIEGO [3] i innych — do optymalizacji ksztattu pretéw sprezystych,
a takze w pracy Krzysia [6] do optymalizacji utwierdzonego preta cienkoéciennego o pro-
filu zamknietym, w sprezysto-plastycznym zakresie pracy.

Do rozwiazania powyzszych zagadnien wystarczajace jest stosowanie statycznego kry-
terium statecznosci.
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2. Optymalne ksztaltowanie parametryczne

2.1. Sformulowanie zagadnienia. Wspornikowy pret przedstawiony na rys. 1 jest ob-
ciazony sila P, o kierunku zmieniajacym sie podczas wyboczenia, lecz skierowang do sta-
lego punktu 4 — bieguna. Punkt ten jest polozony na osi nieodksztalconego preta w od-
legtosci @ od punktu utwierdzenia, przy czym odleglo$é ta jest liczona jako dodatnia, gdy
A znajduje si¢ ponizej utwierdzenia. W tej czeéci pracy zakladamy, Ze pret jest spreZysty
1 jednorodny, o module Younga E;, a moment bezwladnosci jego przekroju poprzecznego
zmienia si¢ wedtug wzoru

Q.1 J(x) = Jo(I—ex)" = Jog(x), g(x) = (I—ex)".

J, jest momentem bezwtadnosci przekroju utwierdzonego (dla x = 0), ¢ jest parametrem
charakteryzujacym zbiezno$é preta, x = &// jest zmienng bezwymiarowa. Dowolny pa-
rametr ¢ moZe sie zmieniaé w przedziale (—oo, -+1). Zadaniem naszym jest znalezienie

JP

£l

Rys. 1

takiej wartosci parametru e, dla ktérej objeto$¢ preta jest najmniejsza przy danej sile kry-

tycznej powodujacej utrate statecznosci. Nastepuje tu utrata statecznosci przez wybocze-

nie i statyczne kryterium statecznosci jest wystarczajace do rozwiazania zagadnienia.
Skorzystamy zatem ze znanego réwnania linii ugigcia badanego preta

@2 [(1—ex)y"] By =0,

w ktérym przyjeto oznaczenia: y = w/l, f = PI* |EJ,, gdzie w jest ugigciem preta w od-
legtosci & od poczatku ukiadu wspotrzgdnych. Réwnania (2.2) nalezy uzupelni¢-warun-
kami brzegowymi [3]

y©© =0, gy (l)=0,

(2.3)
y'(0) =0, [(gy”)”rﬁ(y'— z )] = 0.

l+a _1
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Wprowadzony tu bezwymiarowy parametr
2.49) o = —

okresla polozenie bieguna, do ktérego zwrécona jest sita. Catkujac dwukrotnie réwnanie
rézniczkowe (2.2) otrzymujemy
(2.5) (I—ex)"y"+ By = C,+C,x,

gdzie C, i C, sa dowolnymi stalymi catkowania. Wprowadzamy nast¢pnie nowa zmienng
zalezna

C C
2.6 ' o) = y0)— T — L2y
(2.6) 5 "B
Z réwnania (2.5) i z warunkéw brzegowych (2.3) otrzymujemy
2.7 (I—ex)2"+fv =0,
(2.8) 2(1)=0, 2(0)—a2'(0) = 0.

Catka ogdélna réwnania (2.7) jest znana dla dowolnych wartosci wykladnika n i wyraza
sie przez funkcje Bessela pierwszego i drugiego rodzaju, rz¢du », J, i Y,

2 VF,
— 1__ l/ZZ, = ry . n

v(x) = (1 —ex)'/*Z, [Z—n . (1 —ex) ,
(2.9)
Zv(x) == AIJV+A2YV, Y = 51—-)1, n+# 2.

Dla n = 2 i n = 4 rozwigzania réwnania (2.7) wyrazaja si¢ przez funkcje elementarne
i sa podane dalej. State calkowania 4; i A4, nalezy wyznaczy¢ korzystajagc z warunkow
brzegowych (2.8). Podstawiajac (2.9) do (2.8) otrzymujemy uklad dwdch jednorodnych
réwnan liniowych na stale A4, i A4,, ktéry ma niezerowe rozwiazanie tylko wtedy, gdy
wyznacznik tego ukladu jest rowny zeru. Warunek ten pozwala obliczy¢ site krytyczng f

w zaleznoéci od parametréw ¢ i o z nastgpujacego réownania uwiktanego

(2.10)A Ff,e,0) = (1 + %ae) [J.(0)Y,(1)—J,(1)Y,(0)]—

—a[/:0)Y.()—J,(DY;(0)] = 0.

W réwnaniu tym

dz 2 VB Z=x
(== M =2z|—=a-9 7 |;
ZV(I) dx ,\-:[’ Z() |:2__n e (1 8) b
podobnie dla x = 0.
2.2. Optymalizacja parametryczna. Obliczenia przebiegaja tu analogicznie do przedstawionych
w pracy [2]; przyjmujemy, ze powierzchnia przekroju poprzecznego jest zwigzana z mo-
mentem bezwladnosci wzorem

(2.11) A(x) = Aog"(x),
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w ktérym A, oznacza pole powierzchni przekroju utwierdzonego, a wyktadnik » charak-
teryzuje ksztalt preta i sposéb wyboczenia. Gdy » = 1, pret jest ptasko-zbieZzny i wybo-
czenie nastepuje z plaszczyzny zbieznosci, gdy x» = 0,5 — pret jest wszechstronnie réw-
nomiernie zbiezny (ostrostup lub stozek), wreszcie gdy » = 1/3 — pret jest plasko-zbiezny,
lecz wyboczenie zachodzi w plaszczyznie zbieznosci. Obliczamy obje¢tosé preta

1 1—(1——8)"""’1

2.12) V= o A -

oraz znajdujemy stosunek objetoéci (2.12) i objetosci preta pryzmatycznego V¥ o diu-
gosci / i powierzchni przekroju A

14 1. Ay 1—(1—gym+!
VO il A® T F

(2.13)

Zadamy teraz, aby badany pret (o zbieznosci ¢) przenosit t¢ sama site krytyczna, co
pret pryzmatyczny. Otrzymujemy stad

_EJ EJ®
(214) . ﬁ 129 = /Sw) - J2 -
lub
- AO Jo x ﬁ(o) *®

Po podstawieniu (2.15) do (2.13) mamy

V.o 1 (O 1I=(1—emt!
VO -1\ B € '

Wynika stad, ze dla ustalonej warto$ci parametru «, stosunek objetosci zalezy tylko
od zbieznosci preta e i nalezy si¢ spodziewad, ze dla pewnej wartoéci € = &,,, bedzie on
najmniejszy. Zysk na materiale jest najwickszy gdy

o[V
2.17) 2 (v«») _o.
Poniewaz wystepujaca we wzorze (2.16) sita krytyczna B jest tylko funkcja o i nie
zalezy od &, a sila krytyczna f jest okre§lona réwnaniem przestgpnym (2.10), wigc po wy-
98
o€

(2.16)

konaniu rézniczkowania w (2.17) i wyraZzeniu pochodne;j przez pochodne czgstkowe

funkcji F(B, ¢, «) (2.10) otrzymujemy

o Iy OF | (1—ef™ Gt De(l—ef"—1 , OF
% — P —E—{— 2 B of =

F(o, f,e) =0.

Jest to uktad dwéch réwnan przestgpnych dla poszukiwanego parametru .zbieZnoéci
preta e, i sity krytycznej f w zaleznosci od wspoiczynnika a. Jego rozwigzanie dla do-
wolnych wartoéci wykltadnika 7 jest bez uzycia maszyn cyfrowych praktycznie niewyko-
nalne. Jednak przy pewnych warto$ciach n funkcje Bessela przechodza w funkcje elemen-

0’
(2.18)
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tarne i ugigcie preta v(x) wyraZa si¢ prostszym wzorem. W dalszym ciagu zajmiemy sie
tylko takimi przypadkami; jeden z nich posiada szczegdlne znaczenie praktyczne, bowiem
prowadzi do optymalizacji w klasie pretéw stozkowych.

2.3. Przypadek szezegolny n = 2. Gdy n = 2, rozwiazaniem réwnania (2.7) jest funkcja

(2.19) v(x) = (1—ex)"*{4;sin[yIn(l —ex)]4 A, cos [y In(1—ex)]},
w ktérej wprowadzono oznaczenie
3 ﬂ 1 1/2

Wykorzystanie warunkéw brzegowych (2.8) oraz obliczenie wyznacznika otrzymanych
réwnan liniowych i jednorodnych na stale A4, i 4, prowadzi do réwnania

2aye

(2.21) Fi(a, B, &) = tg[yln(1—¢&)]— 2 e

W szczegdlnych przypadkach réwnanie to przechodzi w znane rozwigzania uzyskane
wezeéniej; na przyklad gdy a — 4 oo (sita eulerowska $ciskajaca pret wspornikowy nie-
pryzmatyczny), site krytyczna wyznaczymy z réwnania przest¢pnego [9)

(2.22) _ tglyln(l—e)]—2y =0,
a gdy ¢ = 0 (pr¢t pryzmatyczny) otrzymujemy [9]
(2.23) g/ O +a)/fO =0

Optymalng warto$¢ parametru ¢ dla prgta réwnomiernie wszechstronnie zbieznego
(% = 0,5), a wigc preta o liniowo zmienjajacej si¢ powierzchni przekroju, obliczymy na
podstawie (2.18) i (2.21) z uktadu réwnan

OF OF,
2—e) -5 —2/3 =0,

(2.24) o

Fl(a, /3, E) =0.

i

Rozwiagzaniem tego uktadu réwnan nie bedziemy sie dalej zajmowali, natomiast zba-~
damy szczegétowo przypadek waZniejszy z praktycznego punktu widzenia, mianowicie
optymalizacje pr¢tow stozkowych.

2.4. Optymalizacja pretéw stozkowych, n = 4, » = 0,5. Przyjmujac » = 0,5in = 4, a wiec
pr¢t rownomiernie zbiezny o liniowo zmieniajacej si¢ dtugosci boku lub érednicy, otrzy-
mujemy z réwnania (2.7)

(2.25) o(x) = A,(1 —éex)sin - (ll/ﬁ )-I—Az(l—ex)cos (}/fsx)

Podstawiajac (2.25) do warunkéw brzegowych (2.8) oraz przyréwnujac wyznacznik
gléwny ukladu réwnan na 4, i 4, do zera, dostajemy

(226) FZ(a:ﬂ: 6)—tg ll/ﬂ I-ZECZ‘/EZO
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Gdy a —» 4 0, (2.26) przechodzi w znane réwnanie [9]

g V8 +‘/—5:0.

(2.27)

Gdy a = 0 (sila eulerowska sciskajaca pret dwuprzegubowy), sita krytyczna jest réwna
B = (l—e)’n?, a gdy ¢ = 0 — otrzymujemy (2.23).

Dobér parametru £,,,, przy ktérym stosunek objetosci preta stozkowego do objetosci
preta pryzmatycznego jest ekstremalny, przeprowadzamy na podstawie réwnan (2.18),
w ktérych przyjmujemy x = 0,5, n = 4, F(a, f, £) = Fy(a, f, €)

oF OF,
— o2 —3)p 2 =
(3—3e+¢%) 5 +2(2:—3)8 B =0,

(2.28) '/_,_
p o, o« =
g1 l+sa]/ﬂ =0.
oF, . o .
Po obliczeniu pochodnych czqstkowych = e b ukfad (2.28) mozZzemy zapisaé w postaci
a*(3 — 6 4-26%) +-a(3— 8£+352)—e(2—£)
p= —
e(2—e¢)
(2.29)

VB a
LS mra -l G

Uktad powyiszych réwnan rozwigzywano metoda graficzna; zakladano wartoé¢ pa-
rametru o 1 obliczano z pierwszego réwnania (2.29) funkcj¢ f = p(c). Funkcje te wsta-
wiano do drugiego réownania (2.29), otrzymujac w ten sposob jedno réwnanie przestepne
o niewiadomej e.

Gdy « =01 @ - —1, rozwiazania uzyskano na drodze rozwinigcia wielkosci o, B, €
w odpowiednie szeregi potegowe. Tak wigc dla o — 0 mozna parametr ¢ rozwinaé w szereg
potegowy wzgledem o. Z réwnan (2.29) i (2.23) otrzymujemy

3 27

£ = 2a~-¥a+

B =m¥(l—Sa+2la?+ ...),
VA® = a(l —a+a?+ ...).

Zysk na materiale, obliczony za pomoca wzoru (2.16), jest wobec tego réwny

(2.30)

Vv
(2.31) Z=1- %0 ia“;— e, gdy a—> 0.

W przypadku, gdy o dazy do —1 przez wartosci mniejsze od —1 okazuje sie, ze sita
krytyczna dazy do zera. Rozwijamy tu parametry o i ¢ na szeregi potegowe wzgledem S

(2.32) e=¢g+tef+ ..., a=—14+u;8+ ...,



PEWNE PROBLEMY OPTYMALNEGO KSZTALTOWANIA PRETA 165

ktére wstawione do réownan (2.29) pozwalaja wyznaczyé wartoéci &, = 0,56574 oraz

_ 2
- E(/O) = 3 3_60_@ = 0,82087, a tym samym zysk na materiale Z = 17,913%,
v 3 l/l — &

1}2(%)

15 |-

12 -08 ~g4

Rys. 2

Wryniki liczbowe przedstawiono w tablicy 1 i na rys. 2.

Tablica 1
z o Eopt ﬂopl i ﬂ(o) Z(%)
— oo —1,000 0,56574 0,000 0,000 17,91
—20,000 —1,050 0,557 0,062 ; 0,141 17,50
—10,000 —1,100 0,545 0,120 | 0,268 17,23
— 5,000 —1,200 0,533 0,217 0,483 16,27
—2,000 —1,500 0,506 0,433 0,935 14,86
—1,000 —2,000 0,481 0,645 1,357 13,51
—0,500 — 3,000 0,459 0,852 1,753 12,31
0,000 Foo 0,4204 1,252 2,467 10,36
0,3333 2,000 0,374 1,809 ‘ 3,367 8,21
0,4000 1,500 0,361 1,980 3,637 7,45
0,5000 1,000 0,337 2,31 4,120 6,38
0,6667 0,500 0,280 3,18 5,240 4,24
0,8333 0,200 0,185 4,97 7,044 1,61
0,9091 0,100 0,117 6,53 8,197 0,55
1,0000 0,000 0,000 2 | 2 0,00
1,1111 —0,100 —0,156 16,58 ' 12,08 0,62
1,2500 -0,200 —0,187 21,12 14,36 1,18
1,4285 —-0,300 —0,144 21,69 | 16,16 0,63
2,0000 —0,500 —0,0718 21,12 | 18,27 0,17
3,3333 —0,700 -0,0317 20,63 19,34 0,07
+ o0 —1,000 0,0000 20,1906 , 20,1906 0,00
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Poniewaz funkcje &,,.(c0), Bopu(®), fP(2) i Z(2) maja punkt nieciagtosci dla a = —1,
wigc przedstawiono je w zaleznosci od parametru = 1/(1+a). Jak widaé z wykresu,
najwigkszy zysk na materiale otrzymujemy wtedy, gdy sifa jest skierowana do bieguna
polozonego na przedtuzeniu osi prgta, w nieduzej odlegtosci od jego swobodnego konca
(dla « << —1). Wynosi on prawie 189, wobec 10% zysku dla sity eulerowskiej (¢ — +o0).

3. Optymalne ksztaltowanie pretéw sSciskanych w zakresie sprezysto-plastycznym

3.1. Rozwiazanie ogélne. Obecnie znajdziemy optymalny ksztalt preta jednostron-
nie utwierdzonego, $ciskanego sila skierowana do bieguna w przypadku, gdy sita kry-
tyczna powoduje w calym precie naprezenia wigksze od granicy proporcjonalnosci. Dal-
sze rozwazania oprzemy na prostej teorti wyboczenia sprezysto-plastycznego podanej
przez SHANLEYA [8]. W odniesieniu do stateczno$ci pretéw Sciskanych teoria ta sprowadza
si¢ do zastapienia modulu Younga £ w réwnaniu linii ugigcia dla zakresu sprezystego

= do
przez modul styczny E = s
. Réwnanie linii ugiecia preta obcigZzonego w sposéb przedstawiony na rys. 1 jest wigc
nastepujace: '

) 1N e v d”’
3.0 | (EJw'")'+Pw"’ =0, (W = (1-{5)'

Jesh w dalszym ciagu wprowadzimy oznaczenia:

2 J .
6 y=T x=p p=gp sw="T2 ew="0 ¢
foy = £,

w ktérych A,, Jy, E oznaczajg odpowiednio powierzchni¢ przekroju, moment bezwiad-
nosci przekroju i modul Younga w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie preta
X = X,, to réwnanie (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci

(3.3) /gy Y +By" =0, (yzéq'

dx

Catkujac (3.3) dwukrotnie i wprowadzajac nowa zmienng zalezna v(x) okreslona wzo-
rem (2.6), otrzymujemy

G4 S®g (e +po =0,
lub
(3.5) | G+ =0,

gdzie funkcje G(g) zdefiniowano nastgpujaco:

1 1

(3.6) G(p) = ﬁfl(q?)g(qo) =7 9" (@).
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W funkcji G(¢) zawarta jest zalezno$¢ od zmiennej x poprzez zaléznoéé od funkeji g(x)
charakteryzujacej powierzchni¢ przekroju poprzecznego pre¢ta. W osposdb istotny zalezy
ona od przyj¢tego prawa fizycznego ¢ = o(e), a wigc mnoznika f,(¢) w réwnaniu (3.6).
Problem optymalizacji polega w tym przypadku na znalezieniu takiej funkcji g(x) lub
@(x), aby objgtos¢ preta

N 1 1
(3.7) V= Ayl [ p(x)dx = Ayl [ g dx
0 0

byla minimalna.

Mamy tu zatem zagadnienie wariacyjne polegajace na poszukiwaniu ekstremum funk-
cjonatu (3.7) z warunkiem pobocznym w postaci réwnania rézniczkowego (3.4) lub (3.5)-
Z réwnania (3.5) wyznaczamy funkcje ¢ w zaleznosci od argumentu (—2/v”’) i wstawiamy
do (3.7)

1
(3.8) V:AOIJ w(—%)dx,
0

gdzie v jest funkcja odwrotna do G(¢).
Opierajac sie¢ na metodzie CZENCOWA [1] przedstawionej réwniez w pracy [3] otrzymu-
jemy (po rozpisaniu réwnania Eulera-Lagrange’a)
ot'—v't = C,
(3.9)

4] . d‘(/)

gdzie C jest pewna stafa. _

Réwnanie (3.9) jest rzgdu czwartego i dwa warunki brzegowe (2.8) nie pozwalaja na
wyznaczenie wszystkich statych calkowania. Poniewaz jedna ze stalych moZe byé dowolna,
wigc pozostaje do wyznaczenia tylko jedna stata. Odpowiada to zagadnieniu wariacyjnemu
o jednym stopniu swobody na jednym koncu przedziatu. Odpowiedni w naszym przypadku
warunek optimum (wobec dx, = dx; = 0) przybiera postaé [7, 11]

010~ [(vo ) gerr rontes| | (po ) 20 rnt] 0.

Wskazniki 0 i 1 we wzorze (3.10) odnosza si¢ do wartosci funkgji lub wariacjidla x = 0
i x=1. Obliczajac odpowiednie pochodne czastkowe (%, =0, 1, = 1})%% — z) i ko-
rzystajac z rownania (3.9) dostajemy réwnanie

6 )
(3.11) (C+voty) ?——(C—}—v;tl)%—toévé—}—tlévi:0,
0 i

ktére pozwala obliczy¢ nicokreslona dotychczas stata C. Z uwagi na dowolno$é statego
mnoznika w funkcji (x) mozemy przyja¢ ©(0) = 1, czyli dv, = 0, a z warunkéw brzego-
wych (2.8) wynika ponadto 6z, =0 i dv, = 0. Iloraz dv,/v, musimy zastapi¢ przez év}/v}



168 A. GAJEWSKI

(stosujac regul¢ de ’'Hospitala) poniewaz zaréwno dv, = 0, jak i v, = 0. Jak wiec wynika
z rownania (3.11), stata C musi by¢ réowna zeru, gdy sila $ciskajaca jest skierowana do
bieguna. Dowdd jest wazny dla dowolnego, dostatecznie regularnego prawa fizycznego
o = o(e). Wiedzac, ze stala C jest rowna zeru mozemy scatkowaé réwnanie (3.9) i napisaé
je w postaci

(3.12) v"* = Cyy, C,— dowolna stala

lub tez, w $lad za KrzYSIEM [6], wyrazi¢ rozwiazanie w postaci funkcji odwrotnej x = x(¢),
w zalezno$ci od parametru okre§lajacego przekréj poprzeczny oraz przeksztalci¢ rowna-
nia (3.12) i (3.5) do postaci

., 3GG"—2GG'G" 2G'

(.13) 266" 267G YT G 267

3
xg = 0.

Oczywiscie charakterystyka materialu wptywa na efektywno$¢ rozwiazania réwnania
(3.12) lub (3.13); spetniajac postulat prostoty przyjmiemy za KrzysiEm [6] taki model
ciala, dla ktérego funkcja G(¢) jest liniowa (a tym samym funkcja odwrotna w jest row-

niez liniowa)
M B v
) ’N'+W(—7)’

P = % = const.

(3.14) G(g) = = (M4 Ng), w(

p

Tutaj M, N — pewne stale.
Poréwnujac (3.6) i (3.14) otrzymujemy nastgpujacy charakter zmiennos$ci modutu
Younga:
M-+ N
(3.15) fl(‘P) = (pl/x—(p’

a rozwiazujac réwnanie (3.12) i korzystajac z warunkéw brzegowych (2.8) znajdujemy
funkcje¢ linii ugigcia preta

—_— a — — '2 —_—
(3.16) v(x) = (1 T — 4+ l '—a X ), C, — dowolna stala.
Bezwymiarowa powierzchnia przekroju poprzecznego jest tu réwna
2 B w
(3.17) p(x) = V13 l—foz+ (o™ x2 5|

Przyjmujac, ze powierzchnia przekroju utwierdzonego jest réwna A,, czyli ze ¢(0) = 1,
otrzymujemy z (3.17) réwnanie okreslajace sil¢ krytyczna B w zaleznosci od polozenia
bieguna oraz staltych M i N (ktére réwniez zaleza od f)

o

2(14a)

Przejdziemy obecnie do przedstawienia rozwiazan szczegdlowych w trzech przypadkach:
*x=1,%=1/21x=1/3.

(3.18) B —~(M+N) = 0.
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3.2. Pret plasko-zbieiny, » = 1. Sposéb zmiany modulu Younga jest tu nastepujacy

M-+No

(3.19) Silp) = o

jest to zaleznos$¢ od powierzchni przekroju ¢. Jak tatwo sprawdzié, wzér ten otrzymujemy,
gdy zalezno$é E od o jest liniowa

p— Q__U .
(3.20) E=E5—g

S oznacza tu granicg¢ proporcjonalnoéci, Q — granicg plastycznosei, £ — modul Younga.
Wz6r (3.20) prowadzi do nastepujacej zaleznosci o od ¢

E S
.. P P L EJL
Podstawiajac w (3.20), 0 = A= Tog oraz P = ﬂ—lz—, mamy
—pBé . EJ 0
(3.22) filp) =2 - b,, gdzie & = QT:F’ 8, = o=5"
Z poréwnania (3.22) i (3.19) obliczamy stale M i N,
(3.23) M = —$66,, N = ¢,
a ze wzoru (3.18) wyznaczamy sil¢ krytyczna
20 EJ,
(3.24) P, = —‘a 120 )
200, + ——
1+ 1T

Ksztalt preta jest wobec tego opisany réwnaniem

1 1 _ 14«
e =t e T8, at2(1 4058,

Przyktad 1. Sila eulerowska dla prgta jednostronnie utwierdzonego, o — oo}

. 1 ) 2
QD(X)—I—TMX, ﬂk—m:

(3.25)

2(x) = Cy(1—x?).

Przyktad 2. Sila eulerowska dla preta dwuprzegubowego, o = 0;

1 1
(p(x): 1+ _____ x—- \f.,xz, ﬂk:%’ z)(x):sz(l—-x).

Wzory powyZsze nie sg stuszne dla —1 <<« < 0, gdy biegun do ktérego zwrdcona jest
sita lezy w obrebie preta. Linia ugigeia musialaby si¢ tu sktadaé z dwéch odcinkéw para-
boli o przeciwnych krzywiznach (podobnie jak w pracy [3]). Poza tym zakres waZnos$ci
rozwigzan jest ograniczony warunkiem, aby caly pret znajdowal sic w stanie sprezysto-
plastycznym, a wigc aby naprezenia $ciskajace wszedzie byly wieksze od S. Proste oblis

5 Mechanika teoretyczna
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czenia prowadza do wniosku, ze przekréj maksymalny w przypadku gdy 0 <o < oo
jest réwny

(3.26) Ape = Ao a+-LL L
. max 0 (S 8( +a)2
Z warunku - > S otrzymujemy
ho - 1420 6S
(3.27) T = 2(0+a) 5

gdzie h, oznacza wysoko$¢ przekroju poprzecznego w miejscu utwierdzenia. Natomiast,
gdy sifa dziata w strong bieguna, ktérego polozenie jest wyznaczone przez nierownosc:
—oo < o << —1, otrzymujemy

hy o 65
: 2=1 .
(3:28) I l+a E
3.3. Pret wszechstronnie—réwnomiernie zbiezny, x = 0,5. W tym niewatpliwie najwazniej-
szym praktycznie przypadku okazuje sig, ze wzér Johnsona-Ostenfelda linearyzuje funkcje

G(¢). Latwo si¢ mozna o tym przekonaé przyjmujac o = P/A, P = BEJ|I*

@03 _ ;{0he DE _ co o £ g5

(3:29) E=Eu 55~ Ego—s)s

gdzie przyjgto oznaczenia
EJ,

(s
SA0(1+—Q)12

EJ,

~oar 0T

(3.30) 8

Poréwnujac (3.29) i (3.15) znajdujemy stale M i N

(3.31) M= —p*és,, N = B¢,
a z réwnania (3.18) wyznaczamy silg krytyczna

_ 2(1+w)d—a
(3-32) P = (5 )00,

Ksztalt preta opisany jest tu wzorem

B 1 1,
(3.33) p(x) = +5iTme T m

Przyktad 1. Sila eulerowska dla preta jednostronnie utwierdzonego, o — 4-00;

1, 20,--1

== | — i = Cy(1—x%).
‘P 1 201 X7, ﬁk 2001 ’ 'Z)(x) 2( x)

Przyktad 2. Sila eulerowska dla preta dwuprzegubowego, « = 0;

? =5 (6 + - x—%x) B =%, v(x) = Cyx(1—x).
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Przyktiad 3. Sita skierowana do bieguna, « = 1/3. Przyjmujemy pret o dtugosci
I =100 c¢m i powierzchni kwadratowego przekroju utwierdzonego 4, = 25 cm?, wyko-
nany z materiatu dla ktérego E = 2,1-10% kG/cm?, S = 1600 kG/cm?, Q = 2400 kG/cm?.
Dla powyzszych danych otrzymujemy

4 =0,1885, 6, =0,821, ¢ =1+0,456x—0,608x>,

I 3
ﬂk=4,65, 'Z)(X)=C2 (Z—I—zx——xz)

Ksztalt preta jest bardzo zblizony do pryzmatycznego.
Podobnie jak w p. 3.2, otrzymane wzory nie s3 wazne dla —1 <« < 0, a ponadto
zakres ich waznosci jest ograniczony przez warunki

S
Ay S[@ —|—4oc(1—|—oc)]

339 BT s TarE

dla 0<a< oo,

albo

Ao 1 S

P Za4a pg M TSl

w ktérych y charakteryzuje ksztalt przekroju; dla kwadratu y = 11—2,
(Jo = 747).

34. Pret plasko-zbiezny, x = 1/3. Funkcja G(¢) jest w tym przypadku liniowa, gdy
prawo zmiany modutu Younga jest nastgpujace:

a dla kota y :%

2
(3.35) E=E ((g:ggz —E "’;f}’s 282,
gdzie
(3.36) L 6= Qijo"[z, 5= Eh .
| SAy* ]/1 0
Podobnie jak poprzednio obliczamy stale M i N,
(3.37) M= —p88], N=p22,

site krytyczna

e
jai 1/1—2 52--1-‘?;
(3.38) By = ——— 55 o
oraz ksztalt preta
Y b)
(3.39) p(x) =14+ — — X — —— x2.

5 « - 5 «
2 o 2 s T
(1+“)5’(1+]/1 25 l—l—a) 5‘(1+]/1 253 l—l—a)

5%
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Zakres waznosci powyZszych wzoréw jest okre§lony przez warunki, zapewniajace
istnienie naprezen wigkszych od granicy sprezystosci S w calym precie,

S
[E (1—‘—05)] 35
G40) Pzt ]/25[1+4a(1 ) da 0<a<oo,

albo

?Zl/ifiid dla —oo<a< —1.
Rozwiazania nie sa réwniez wazne w przedziale —1 < o < 0.

Otrzymane w drugiej czgéci pracy rozwiazania maja bardzo prosta postaé dzieki od-
powiedniemu przyjeciu charakterystyk materiatu o(e); w p. 3.3 jest to prawo Johnsona—
Ostenfelda, w p. 3.2 i 3.4 sa to inne prawa, ktore jednak (jak to wykazat KrzYS [6]) w wielu
przypadkach moga dobrze aproksymowaé¢ wykresy materialéw rzeczywistych. Wadg
uzyskanych rozwigzan jest to, iz sa one wazne tylko wtedy, gdy caly pret znajduje sig
w stanie sprezysto-plastycznym, czyli naprezenia przekraczaja granicg proporcjonalnosci S.
Niestety, otrzymanie rozwiazan opisujacych optymalny ksztalt preta znajdujacego sig
czgSciowo w stanie sprezysto-plastycznym, a czeSciowo w stanie sprezystym, napotyka
niemale trudnosci, gléwnie z uwagi na duza liczbe warunkéw zszycia na granicy
zakresow.

Na zakoriczenie skladam podzigkowanie prof. dr inz. MICHALOWI ZYCZKOWSKIEMU
za pomoc w wykonaniu tej pracy.
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Pesome

HEKOTOPBIE BOITPOCHI BLIBOPA OIITHMAJIBHON ®OPMBI CTEPXKHS
CKVMAEMOTO TIOJISIPHO HAIIPABJIEHHOW CHIJION

B paBore maetcst peLienMe ABYX 3anau: 1) BeIGOpa onTHMasbHON (GOpMbI YIIPYTHX CTepyKHeit ¢ onpe-
OeJIEHHbIM 00pa3oM H3MEHAIOUIMMCS NMOMEPEUHbIM CEUEHHEM CYKHMMAEMBIX CHJIOH HANpaBJIEHHOH K HEIOo-
ABM>KHOMY TIONIOCY, 2) BbIOOpa ONTHMANIBHOH (hOPMBI C)KMMAEMbIX, HANPaBJIEHHOH K TOMIOCY CHJIOH,
crepydieil paboTaLUHX B YIIPYTO-IIACTHUYECKOH 06J1acTH. B nepBoit uacti paGoThl OCHOBHOE BHHMaHHE
YIAENAETCS ONTHMH3ALMM KOHHYECKHX CTEepYKHEH, pacuHTad napasmerp ONpEeAeAIOLIHIl ONTHMAaIbHbIL
PacTBOp KOHyCa B (DYHKIMH IOJIOYKEHHS I10J1I0CA, MPHBOAMTCH COOTBETCTBYIOUIMIX €My BBINTPBLIII Ha
maTepuasie. Bo BTOpOil wacTH paboThbl HAfigeHbI abGCOIOTHO ONTHMAaJbHbIE (B CMBICJE BapHAllHOHHOTO
HCUMCIIEHHs) (POPMBI CTEPXKHEN CYKHMAEMBbIX B YIPYTo-IUIACTHYECKOH 06acTH. Biarogapsi COOTBETCTBY-
¥OUIMM 0Opa3oM BbIOPAaHHOH XapAKTEPUCTHKE MaTepuala o (&), NOJNYUEHHbIE PELIEHHST OTJMYAIOTCA PO~
cTOTOlt. B cllyyae BCECTOPOHHE PaBHOMCPHO CXOAAUIMXCA CTepykHel, dopmysa CBOMTCA K Hop myJie
JHrorcona—-OcreHdenaa.

Summary

CERTAIN PROBLEMS OF OPTIMUM DESIGN OF A ROD COMPRESSED BY A POLAR FORCE

Two problems are solved in the paper: 1) — optimum design of elastic rods compressed by a force
directed toward a fixed point, the general law of variation of the cross-section of the rod being prescribed;
2) — optimum design of a similar rod working in elastic-plastic range.

In the first part of the paper main attention is paid to the optimization of conical rods; optimum con-
vergence of the cone is expressed as a function of position of the pole, and the corresponding material
gain is given. In the second part of the paper absolute optimum (based on the variational calculus) shapes
of elastic-plastic rods under compression are found. The solutions have a rather simple form owing to
the appropriate assumption of the stress-strain law. In the case of uniformly converging rods the problem
reduces to Johnson-Ostenfeld formula.
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