MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 8 (1970)

APROKSYMACJA POWIERZCHNI NOSNOSCI GRANICZNEJ PRZEKROJU RUROCIAGU
GRUBOSCIENNEGO PRZY OBCIAZENIACH ZEOZONYCH

JACEK SKRZYPEK, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Wstep

Analiza no§no$ci granicznej rur gruboséciennych przy réznych kombinacjach obciazen
zajmuje w literaturze technicznej sporo miejsca. Szczegdlnie wazne, z punktu widzenia
zastosowan, sa jednak takie problemy, ktére nie wykazuja we wspoétrzednych walcowych
kotowej symetrii. '

PIECHNIK i ZYCZKOWSKI [2, 3] stosujac metode malego parametru uzyskali rozwiazania
dla tacznego obcigzenia momentami zginajacymi i skrecajacymi. W innej pracy ZyCzkKo-
wsKI [9] wyprowadzi! réwnania dla potrdjnie ztozonego obciaZenia rury: ci$nieniem,
momentem zginajacym i silag osiowa, oraz podal rozwigzania dla fragmentu powierzchni
granicznej w okolicy czystego ci$nienia. SKRZYPEK [4] uogdlnit powyZsze rozwazania wpro-
wadzajac dodatkowo czwarte obciazenie — moment skrecajacy. Otrzymany w tej pracy
ukiad trzech sprzezonych, nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych rozwigzano
przy zatozeniu niewielkiego wplywu zginania, skrecania i rozciggania na no$no$é rury
poddanej dziataniu ci$nienia wewnetrznego. W innej pracy tego samego autora [5] uzys-
kano proste, statycznie dopuszczalne rozwigzanie omawianego ukiadu réwnan przy pew-
nych zaloZeniach upraszczajacych, zaktadajac mianowicie nierozciagliwa o$ rury i pomi-
jajac skrecanie. W niedawno opublikowanej pracy STOKEY, PETERSON i WUNDER [7] przed-
stawili przy zastosowaniu warunku plastycznoéci Treski przyblizone, statycznie dopusz-
czalne rozwigzanie w poczwdrnie zlozonym przypadku obciagZenia (ciénienie, zginanie,
skrecanie, rozciaganie).

Gléwnym zamierzeniem obecnej pracy jest wyprowadzenie réwnania aproksymacyjnego
(typu Hermite’a) powierzchni granicznej w czterowymiarowej przestrzeni sit uogélnionych:
ci$nienia wewnetrznego, . momentu zginajacego, momentu skrecajacego 1 sily osiowe;j.
Najpierw podamy rozwigzanie podstawowego uktadu réwnan rézniczkowych rzadzacych
tym problemem (wyprowadzonego w cytowanej wyzej pracy [4]) przy zatoZeniu niewiel-
kiego wplywu ciénienia, zginania i rozciagania na stan graniczny rurociagu skrgcane go,
ktore wraz z rozwigzaniem uzyskanym w pracy [4] i niektérymi innymi prostszymi rozwig-
zaniami zostanie wykorzystane przy konstruowaniu réwnania powierzchni granicznej.
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2. ZalozZenia i rOwnania wyj$ciowe

1. Rozwazamy zjawiska zachodzace w przekroju gruboéciennego rurociagu cylindrycz-
nego poddanego jednoczesnemu dziataniu ci$nienia wewngtrznego, sily osiowej oraz mo-
mentdw: zginajacego 1 skrecajacego. Analize¢ prowadzimy we wspéirzednych walcowych
r, 0, z pamigtajac, ze w omawianym przypadku obciazenia stan napreZenia i odksztalcenia
jest niezalezny od zmiennej z.

VLA RS R
ey I
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Rys. 1

2. Stosujemy teori¢ plastycznosci Hencky’ego-Iliuszyna, wzglednie Levy’ego—Misesa
(przy formalnym zastapieniu odksztaicen pregdkoéciami odksztalcer).

3. Rurociag wykonany jest z materiatu idealnie plastycznego, niescisliwego, izotropo-
wego i podlegajacego warunkowi plastycznoéci Hubera-Misesa—Hencky’ego.

. 4. Ograniczamy si¢ do analizy wylacznie stanu plastycznego. Dyskusje tego problemu

przytoczono w pracy [4].

Przy powyzszych zalozeniach w pracy jednego z autoréw [4] przeprowadzono redukcje
petnego uktadu szesnastu réwnan teorii plastyczno$ci do trzech sprzezonych, nieliniowych
réwnan rézniczkowych, czastkowych, rzedu drugiego i czwartego, dzigki wprowadzeniu

funkcji naprezen i bezwymiarowego modutu plastycznego:
1 Y 1w 1N e (1)
Q' —— PP ) —|—4[(—(D’——(D) + (P + (-4[/) —1,H?
{( e e e ¢’ ) 0 +

+3(%*0*cos*0+2xApcos 0447 = 0,

4
o[, 1., ]
#4le s+ ag) | (57— #2) ] =o.

0 , 0 1.,

Dla ulatwienia korzystania z tych wzordéw zachowujemy przyjete tam oznaczenia: x, A,
? oznaczaja parametry proporcjonalne odpowiednio do krzywizny, wydluzenia i kata

0 o 0o 1 1 ..
2 -~ e 7 [ ’ _ 7@
@1 (9 00* +3e o0 002) [((p ? 0 ) H] +
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skrecenia (lub ich predkosei); o = %— bezwymie'lrowy promien; @, ¥ — bezwymiarowe

funkcje naprezen okreslone nastgpujacymi wzorami:
= 2 ),

y3 e
200 .., 20
2.2) Op = ]/; o, o,= ]/; z—r (G +04),
2 2
Trg = '—& idj’—% ) 5 rz:—o'——o—L -’ Toy — — 200 !{/I
V3 4 V3 e V3

H — bezwymiarowy modut plastyczny:

2.3) H=22

gy — granica plastycznoéci dla jednoosioWego rozciggania; ¢ — modul w prawie fizycz-
nym D, = ¢D,. Rézniczkowanie wzgledem bezwymiarowego promienia ¢ oznaczono
primami, a wzgledem kata 0 — kropkami.

3. Rozwiazanie dla przypadku duzego momentu'skrecajacego

Przejdzmy obecnie do rozwigzania podstawowego ukiadu rownan (2.1) w obszarze
duzego skrecania, a wige zaktadajac niewielki wplyw ciSnienia wewnetrznego, momentu
zginajacego 1 sily osiowej na no$nos¢ graniczna rurociggu skrecanego. Zastosowanie me-
tody malego parametru pozwala tu na rozprzeZenie uktadu réwnan nieliniowych, tak ze
na poszczegdlne poprawki poszukiwanych funkcji bedziemy otrzymywaé latwe do roz-
wiazania réwnanie liniowe typu Eulera. Zastosowanie praktyczne rozpatrywanego zakresu
jest raczej niewielkie, jednak uzyskane wyniki wykorzystamy przy konstruowaniu ogélnych
wzoréw aproksymacyjnych.

Rozwiazanie bedziemy przyjmowaé w postaci szeregéw potegowych nastepujacych pa-
rametréw: »x — proporcjonalnego do krzywizny, A —do jednostkowego wydluzenia
oraz £ — do ciénienia wewngtrznego (lub do ich odpowiednich predkosci). Parametry te
niekoniecznie musza by¢ male. Otrzymywaé jednak bedziemy wylgcznie szeregi parame-
trow x/9, A[9 1 &9, gdzie ¢ jest proporcjonalne do jednostkowego kata skrecenia i w oma-
wianym przypadku jest takZze duze. W efekcie wiec /9, /9 1 £/9 moga by¢é uwazane za
male.

Przyjmijmy rozwiazanie w postaci
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przy czym dla czystego skrgcania odpowiednie wartoéci wynosza

1
(3.2) Dypo = 0; Hyoo = 9; Pooo = _EQ
Rozwiazanie uktadu podstawowego rozpoczynamy od drugiego spos$réd réownan (2.1).
Uwzgledniajac (3.2) mozemy stad oblicza¢ kolejno @iy jako funkcje Hi_y 4, Hij_1x
oraz H, ;. ,. Dla poszczegblnych poprawek funkcji @ otrzymujemy w ten sposob liniowe
réownania rézniczkowe czastkowe czwartego rz¢du o postaci

rrrs rrr 1 .. | l
(3.3) i+ — <I>.,k+ ¢,,k+ — Pt 3 o Pijk = fijlo, 0).
Calke ogdélng réwnania (3.3) przyjmlemy w formie szeregu Fouriera
(3.4) Doy = D, fil0)c0os (1) + Byy(o, 0),
n=0

gdzie @, (0, 0) oznacza rozwiazania szczegdlne réwnan niejednorodnych (3.3). Dzieki
temu, ze w réwnaniach tych wystepuja tylko parzyste pochodne wzgledem kata 6, dla
funkgeji £, () bedziemy otrzymywaé wylgcznie réwnania typu Eulera (identyczne dla wszyst-
kich i, j, k)

n2
3‘5 !IN+ ’”%_ 4 o l_nz ":0,
(3.5) | f 2T )/
skad
(3.6) Sa(e) = Co™

Rozwiazania ogdlne przyjmuja zatem ostatecznie postaé

(37) uk - Z (Cnl Qm n + CnZ; "z + Cn39m"3 + Cn4 Qm"‘) COS(”@) + 5"]/\‘(07 0) ]

n=0
Przy €zym My, ..., My, Obliczamy jako pierwiastki réwnan charakterystycznych dla n =
0,1,2,...
(3.9) m*—2m* —m?(14-2n¥)+-2m(1 +n*) —n*(1 —n?) = 0.

Obliczanie poprawek funkcji ¥ jest znacznie prostsze. W tym celu wykorzystamy
pierwsze réwnanie z uktadu (2.1). Pamigtajac o (3.2) wyliczamy stad kolejno ¥jy, w funk-
cji Hi_q,jx> Hij—1x 1 Hy;x_; postugujac si¢ réwnaniami pierwszego rzedu typu

(3.9 Vi = finle, 0)
o rozwigzaniach
(3.10) Vi = CO+Wiiu(e, 0),

gdzie l17,-,-,((9, ) oznacza calki szczegdlne réwnania niejednorodnego (3.9).

Roéwnie fatwo oblicza si¢ poprawki funkcji H, stosujac ostatnie z réwnan (2.1). Hyy,
wyznaczamy stad kolejno jako funkcje ¥i_; ;x, ¥ijo14> Vi jk_1 Stosujac réwnania rzedu
pierwszego postaci

, 1
(3.11) Hijk‘i—EHijk:fijk(Qre)-
Rozwigzanie ogdlne réwnan (3.11) ma zatem ksztalt
C()

(312) Hljk ——+Hijk(970))
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przy czym przez 17,-,-,‘ (¢, 0) oznaczono calki szczegdlne réwnania niejednorodnego (3.11).

Wyrazenia (3.7), (3.10) i (3.12) okreslaja w omawianym zadaniu stan napr¢zenia i od-
ksztalcenia. Nalezy do nich jeszcze zastosowaé warunki brzegowe, mianowicie na brzegu
zewnetrznym, dla o =1

(3.13) O, = Tpg = Tp; =0,
oraz na brzegu wewngtrznym, dla ¢ = f = a/b
(3.19) Or = —p, Trp= Ty =0.

Sposréd szesciu warunkdéw (3.13) i (3.14) pig¢ moze by¢ spetnionych w sposéb $cisty, mia-
nowicie wszystkie warunki dla naprgzen o, i 7, oraz jeden z warunkéw dla naprgzenia
7,,. Pozostaly, szosty warunek musi by¢ postawiony inaczej np. w formie catkowe;j

2n
1 .
(3.15) igjrﬁw_o

W pracy [4] przedyskutowano inne mozliwoéci spetnienia warunkéw brzegowych dla po-
dobnego problemu noéno$ci granicznej w otoczeniu czystego ci$nienial).

Ze wzgledu na to, ze wymienione warunki nie zawsze sa niezalezne, zachodzi czesto
konieczno$¢ korzystania z dodatkowych warunkéw typu przemieszczeniowego. Tak wigc
dla poprawek nie uwzglgdniajacych zginania mozna stosowaé warunek kotowej symetrii

(3.16) gor—u, =0,
gdyz
(3.17) Uy = [ (eor—u)d0-+Co = u(r);

jesli natomiast kotowa symetria nie zachodzi — warunek zgodnoéci przemieszczen, ktdry
musi by¢ spetniony tozsamo$ciowo
ouy uy 1 ou,

(318) '—()}——T—{—?W = Y = 2(}’1’,.9.

Korzystajac ze wZoréw (3.7, (3.10) i (3.12) oraz uwzgledniajac warunki brzegowe
1 warunki zgodno$ci (3.13)-(3.18), mozemy obliczyé kolejne poprawki funkcji @, ¥ oraz

H. Ograniczajac si¢ do niezerowych poprawek, do stopnia trzeciego wiacznie, otrzymujemy
w ten sposdb:

2 1
Doy = (E— +92)

2_9"
o — 1p| 2=+ =g 1] 1
. 28°(0—-F)e 70719
(3.19) 14+V17 1-yY17
& — 36Inp o 2 " o 2 +2(1+3]n9) cosf
W sV sVl 14 /1T 1—y17 0* N
2 2
B B
3{7 3)]|cos20
Doy = [Clem“ +C20™2 4 C30™3 + Cru0™ + 5 (? — E)] BFEa

) np. stosujac metode Trefftza lub obliczajac kres dolny rozwiazania.
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Wyktadniki may, ma,, my; 1| my, S8 rzeczywistymi pierwiast<ami rownania algebraicznego
(3.8) dla n = 2, czyli

(3.20) m*—2m* —9m*+10m-+12 = 0,
natomiast state C,,, C,,, C,31 Cp4 moga by¢ obliczone z warunkow brzegowych dla funk-
cji D,0,(3.13) i (3.14). Nie maja one jednak zadnego wplywu na analiz¢ obciazen i obli-

czenie nosnosci graniczne;.
Poprawki pozostatych funkcji wynosza:

i 3 cos®0 i 31
Yoo == — Z —0)— 92 > Yoo = — ZE?,
(3.2D)
) 9 1 ) 3 1
Yooz = ——Sés-y; Vo = 5 Ingcosf 5 9P
oraz
3 ) 1
(3.22) Hypo = [—49 +3 (l — -4—)00520] i
H 13 l- Ho=32—In )vl—
002 = 05 9%’ 110 = 4 97"

W oparciu o (3.19), (3.21) i (3.22) i pamietajac o (2.2) mozemy obliczy¢ skladowe stanu
napr¢zenia

mfvﬂ(“%ﬂ%+[&f§%i§—%%¢4§+

181nf ("“'ﬂ ~‘3‘L"3) 181np 2AE
sV s_ym @ tome t o COSBW%—
/3 2 ;‘5 2

9o(5 14 2t

+ I:(m21_4)C210mz1—2+ +7(E3——?)]00520;—3+ },

N SIS AN T

91n B ( I L AT i—l/_ﬁ)'

+ Tﬁ-;fs‘:;/ﬁ_ (1+l/17)9 z +(—1+1/T7_)Q 2 +
g 2 —p 2

18(2Inp—1

+—(:f0-l ce 1935+[m2'(m2‘_1)0210m“_2+ e+

of 2 14 x2E
+7F?*eﬂ°”ﬁf*}
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(3.23) 20, £ 3 . 3
[c.d.] 0 = l/—{ (1+ )0+5c0505+55_
911 4—p 8 1_‘36
_Z[5+ 20 cos20]cos€ +12[ﬂ6(1 " ( ﬂ9+
1 718 27 #&2 18 2&2
+703_)—— ?ﬁﬁcosay_yw—
_2Q—Mng) /_/12 9 [ 3 (2_+an
20? $0-—g5— 4 |lme—~5+ -
5 #'A 9Inp 3417 —3+2|/ﬁ
- 5) o (20)] T i sy ( 2 ¢ +
f T —p 2
-3 17 3_'@ 9(] 1 2
+*“—|—2'/ 2 )+ (DQ ) / E +

1
+[5(m%i_m2‘ —4HCp™ 4+ ]00520-—3£+ }

oraz
—3+ Y17 —3-¥17
L
1/3 s+Y17 5— 17 <
p2o—p 2
81 A
1 4[19 / E+[2(1 le)CZ’Qm“—Z +
7 2 2
(3.24) _ +6(-€)—4—?)]Sm26 gE + . }
20'0 1 9 52 3 A2 3 ”i
702—-]/_?“[*2‘—6 192 (14—00520)_"_2—9;,?—‘5005052—4—...],
209 ) P )
Tpy = l/ [ (1 )Sln20F—|— sin 01?724— ...].

Parametry »x, 4, & we wzorach (3.23) i (3.24) wystepuja jak widaé zawsze w formie stosun-
kow /8, 2] i &]Y, przy czym & oznacza jednostkowy kat skrecenia. Postugujac sie wy-
razeniami (3.19), (3.21) i (3.22) mozna takze uzyska¢ wzory na odksztalcenia (wzglednie
predkoéei odksztalcen).

Na rys. 2 przedstawiono graficznie wykresy napre¢zen dla trzech przekrojéw rury o sto-
sunku promieni f = 1/2 (6 = 45°, 6 = 180°, 6 = 270°), uzyskane w oparciu o wzory
(3.23) i (3.24) z wykorzystaniem poprawek rzedu drugiego wlacznie. Obliczenia wykonano
dla warto§ci parametréow &/# = 0,01, »/# = A/¢ = 0,12).

" %) Prayjeta tu warto$é parametru £/8 = 0,01 wynosi okolo 1/5 (¢/#)msx [por. (3.32)].
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Przejdzmy obecnie do wyznaczenia obciazen wywotujacych stan plastyczny rury. Silg
-osiowa mozemy obliczy¢ ze wzoru : )

2n 1

(3.25) N=[[o.dF =1 [ db [ o,0de,
F 0 B

a po uwzglednieniu (3.23), wykonaniu catkowania i przej$ciu do zapisu bezwymiarowego
mamy
21— £ 54(1—p) A8

_ V3 N_ A
(26 n= s N=3(1-p) - e

9 1 5 2
—7[,f}ln?g-—i(l—/3)]?4r

‘>‘|:HHH”‘I“V||”

Podziatka [T
{dla naprezen) ||| 1|
04
V3
&fr=001
Afr=u/r=01

Rys. 2

Moment zginajacy obliczamy ze wzoru

1 27
3.27) M, = ff ro,cosdfF = b* f@zdg fo‘zcos()dﬁ,
F g 0
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a po wykonaniu calkowania i stosujac jak poprzednio zapis bezwymiarowy uzyskujemy

2 3 3
(3.28)  m, = ZV; _2(1_ﬂs;__2_[6ﬂ i ﬂz]i_

1| »4? 36(1 ) 2f£?
—18[3(1—ﬂ)*ﬂlng]-’;9}-———(Es—ﬂ) KRR

Wreszcie moment skrecajacy otrzymujemy przez calkowanie naprezenia 7,, (3.24), mia-
nowicie

. 1
(3.29) M, = | [ to.rdF = 22 [ 70,04,
F ]
lub w postaci bezwymiarowej
/3 o g2
(G30) my = V3 M—4~[L_ﬂ_l L.

Wyo, 1—p*
_Mﬁ_iﬂ’)ﬁer],

gdzie W, oznacza sprezysty wskaznik skrgcania
mb*(1—f)

Cis$nienie wewnetrzne obliczamy z pierwszego z warunkéw brzegowych (3.14), co po
wprowadzeniu zapisu bezwymiarowego daje

Vs C20-p) ¢
(332) q ha 70_0 - ﬂ} ,‘9 *

Roéwnania (3.26), (3.28), (3.30) i (3.32) opisuja w formie parametrycznej rozpatrywany
fragment powierzchni granicznej z dokladnoscia do wyrazéw trzeciego stopnia; para-
metrami sa x/3, /9, &/9 i dodatkowo stosunek promieni j.

Przy konstruowaniu réwnania aproksymacyjnego wygodniej bedzie si¢ postugiwac wzo-
rem w postaci jawnej

(3.33) mg = my(my, n, q),
ktére uzyskujemy przez eliminacje parametrow x/¢#, A/¢ i &/¢ z ukladu réwnan para-

metrycznych (3.26), (3.28), (3 30) i (3.32). Po przeksztalceniach otrzymujemy w ten sposéb
ostatecznie

4 [1-p 9ﬂ3+ﬂ“(l+ﬁ+ﬁ2) L 2
(3.34) ms—l_ﬂ4[ 3 8(1—p°) 7 6(1—I3)nJr
ﬁZ
Tasa-p ™ ‘6(1 =" ]

Réwnanie powyZsze jest poszukiwanym rownaniem (w postaci jawnej) fragmentu po-
wierzchni granicznej w otoczeniu czystego skrecania. .
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4. Uwagi odno$nie innych rozwigzan

Obecnie przedyskutujemy mozliwoéci rozwiazania podstawowego uktadu réwnan (2.1)
przy innych, nie rozwazanych dotad sposobach obciaZenia, mianowicie w otoczeniu
czystego rozciagania i czystego zginania.

Zajmijmy ‘si¢ na poczatek analiza wplywu ci$nienia, momentu zginajacego i momentu
skrecajgcego na nos$no$¢ graniczng rurociagu rozcigganego. Ten typ obciaZenia, podobnie
jak w przypadku omdéwionym w p. 3, nie posiada wigkszego znaczenia praktycznego.
Zastosowanie metody malego parametru napotyka tu na pewne trudnosci, bowiem punkt
odpowiadajacy czystemu rozcigganiu (p = 0, m; = 0) jest punktem osobliwym z uwagi
nia wplyw zginania. Problem ten byl badany szczegétowo przez ZYCZKOWSKIEGO W [8],
gdzie dla rury grubo$ciennej uzyskano uvogdlnione szeregi potegowe o wykladnikach
1, 5/3, 7/3, ... itd. Przedstawimy zatem rozwigzanie uwzgledniajace tylko obciazenia ko-
towo-symetryczne, a wigc bez zginania.

Bedziemy poszukiwaé funkcji naprgzen i modulu plastycznego w postaci szeregow

Il
or
Mz

o] D;(0) 9/,
i=0 j=0
(4.1) ‘IJZZZ*I ()&,

i
<
|l
<

F)

= ZZHU(Q)E H,

przy czym zerowe aproksymacje wynosza odpowiednio
(‘DOO = WOO = O’

2

4.2) _
Hy = +V34;

&, ®, A oznaczaja, podobnie jak poprzednio, parametry proporcjonalne do cisnienia, jed-
nostkowego kata skrecenia i jednostkowego wydtuzenia. Na kolejne poprawki modutu H
uzyskujemy, w oparciu o (2.1) i po wprowadzeniu (4.2), réwnania algebraiczne. Poprawki
funkcji naprezen @ wyznaczamy z réwnai Eulera czwartego rzgdu typu

rers s 1 17 1
(43) ¢ij + (D _gf(-pij +—= 03 ‘J - U(Q)

1=

ktérych rozwiazanie ogdlne ma postac

(4.4) & = C,+Cy0°+CsInp+Cag?lnp + Do)

Dla poprawek drugiej funkcji naprezen ¥ otrzymujemy jeszcze prostsze rownania Eulera
drugiego rzedu

X 1 7
_(4-5) i+ ° i = fii(e)

0 rozwiazaniu ogdélnym

(4.6) ) 9’,._, = C+ C202+—g—’u(9)-
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@}(Q) 1 ?;J(Q) oznaczaja odpowiednio calki szczegblne réwnan niejednorodnych (4.3)
i (4.5).
Stosujac do (4.4) i (4.6) warunki brzegowe (3.13), (3.14) oraz pamigtajac o (2.2) wy-
znaczamy skladowe stanu napreZenia w funkcji parametrow &/ i %/ 4

. 200{,32(1—2)§Jr 2p? [(1—/3“)(1—)_
T3 A T 30 | (1—-p)¢
_pa-
e+

o= ol PO Ly o |- e+
+ﬂ_(se+eﬁ)] L }
+ 3(12f . [— i:§j+ﬂ‘(296+eﬁ)] L }

o 200[ e & & ¥
“TVil2ay3 A 3R )

Trg = Tz = 0.

Wykorzystujac uzyskany rozklad naprezen i postugujac si¢ wzorami (3.25), (3.29) i (3.32)
otrzymujemy nast¢pujace wyrazenia na obcigZzenia wyczerpujace no$no$¢ graniczna ruro-
ciagu:

V3£
@9 1= 20 ?= T
V3 1 9 1—p¢ &
4.9 s:—Mszi———,—_* ,
- T Wee T T 9509 R
V3 V3= & pY3E 1/3(1—4)192
@10) =g, > PrTrpE T m

lub po dokonaniu deparametryzacji ukladu réwnan (4.8)-(4.10)

—_— . -
(4.11) n=w+ﬂ2q_lli%2qz_ ﬂ(ls BY

Otrzymany uklad réwnan (4.8)-(4.10) opisuje, w omawianym przypadku obciaZenia,
fragment powierzchni granicznej w sposéb parametryczny, natomiast réwnanie (4.11) —
w spos6b jawny?). Wzory te nie uwzgledniaja oczywiscie wplywu zginania. Celem uzyska-

) Wzory te mozna réwniez uzyskaé stosujac rozwinigcia na szeregi potggowe wzoréw podanych we
wspéblnej pracy obu autorow [6].
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nia kompletnego rozwiazania (potrzebnego do budowy réwnania aproksymacyjnego po-
wierzchni granicznej) poprawki uwzgledniajace wplyw zginania zaczerpniemy z pracy
jednego z autordow [8] uzyskujac ostatecznie

V3(1—F% 24 282,
n=t2 bofs et R —
2 [ Vaa—p A=’
RO S i i
4 77 2y3(1—py) 7 80(1—pY)

(4.12)

my* 4 ]

Réwnanie (4.12) jest pelnym réwnaniem czgci powierzchni granicznej w otoczeniu du-
zego rozciagania. Nie uwzglednia ono jedynie ewentualnych wyrazéw pochodzacych od
lacznego dzialania cisnienia i momentu zginajacego (g, my) oraz obu momentow (m;, m,);
uzasadnione jest jednak przypuszczenie, Ze sg to wyrazy wyzszych rzedow. .

PrzejdZmy obecnie do dyskusji wplywu ciénienia, sily osiowej i momentu skrecajacego
na stan graniczny rurociagu zginanego. Przyj¢cie jako zerowej aproksymacji czystego
zginania wprowadza do rozwiazania jeszcze wigksze trudnosci niz oméwione poprzednio.
Taki stan wyjsciowy posiada bowiem lini¢ niecigglosci i do rozwiazania nalezaloby zasto-
sowa¢ zmodyfikowana metod¢ malego parametru (metod¢ P-L-K), co z uwagi na wysoki
rzad réwnan rézniczkowych jest bardzo skomplikowane. Réwniez przyjecie jako punktu
wyjscia facznego obciazenia sila osiowg | momentem zginajacym napotyka trudnosci tego

10

Rura cienkoscienna (A. A.Gwozdiew [1]) =~
———— Pret peiny(S.P, MZ. 31

gl ‘ . II
- _—{--_

T T T

s

0 o1 )2 03 04 Mg
Ms (max)
Rys. 3

samego rodzaju. Przy konstruowaniu réwnania aproksymacyjnego bedziemy si¢ zatem
postugiwali wzorami uzyskanymi w oparciu o pewne rozwigzanie statycznie dopuszczalne
wyprowadzone przez jednego z autoréw w pracy [5]. Rozwiazanie to wyprowadzone dla
rurociagu poddanego dzialaniu ci$nienia, momentu zginajacego i sity osiowej przy zalo-
Zeniu nierozciagliwej osi okreéla wprawdzie tylko kres dolny, jednak jest dos¢ dokfadne,
gdyz réwnania kinematyczne s3 w nim speilnione wszgdzie z wyjatkiem linii nieciagtosci
naprezen (wzdluz ktérej rozwiazanie jest zatem kinematycznic niedopuszczalne)®).

‘)-Szcieg&owq dyskusje tego problemu i ocene dokladnosci cytowanych rozwigzan znalez& mozna
w pracy [S].
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Poprawki uwzgledniajace wplyw sity osiowej zaczerpniemy wprost z pracy [8]. Wigcej
klopotu nastrecza uwzglednienie wplywu momentu skrecajacego. PIECHNIK i ZYCZKOWSKI
[3] analizowali wplyw skr¢cania na nos$no$é graniczna petnych pretéw zginanych; Gwo-
zDIEW [1] natomiast badal to samo dla rur cienkosciennych (przy zastosowaniu waria-
cyjnych metod teorii plastycznosci). Poréwnanie numeryczne obu tych rozwiazan (po spro-
wadzeniu do dogodnej postaci bezwymiarowej) — rys. 3, wskazuje na bardzo male réznice
w duzym zakresie obcigzen. Pozwala to przypuszczaé, ze odpowiednie rozwigzanie dla
rury grubosciennej, zawarte z pewnoscia pomigdzy obu rozwazanymi przypadkami (dla
preta i rury cienkosciennej) réwniez nieznacznie tylko od nich si¢ rézni. Dla naszego
problemu (rura gruboscienna) zastosujemy poprawke na skrecanie dla preta pelnego za-
czerpnigta wprost z pracy [3], gdyz jak sadzimy przypadek ten bardziej odpowiada warun-
kom naszego zadania. Nalezy jednak pamigtac, Zze otrzymane w ten sposéb ostatecznie
rownanie fragmentu powierzchni granicznej w otoczeniu duzego zginania jest wzorem
niezupelnie $cistym, tak z uwagi na zastosowane podejscie statyczne, jak rowniez na omo-
wione wyzej przyblizenia

_ V3u—pY [ 6(1+p+pH 2z,
13 my = T A A ) =B "
32p° G

) ]
— 0,4036 m2+ ... |.
al+HA+AHA-T T a *
Dla opisu powierzchni granicznej w okolicy duzego ci$nienia bedziemy przyjmowac
nast¢pujace rozwiazanie wyprowadzone przez SKRZYPKA w cytowanej we wstgpie pra-
cy [41%).

Loob e 2 e 1)
@19 g =g g s ’““ﬂ)
31—pY . 8 (_z 1)3_
Ta6—pn " sa—pr P

ik n—ﬂz]nrl— m? —
S 21— (1—59 gl
A DN T
a(i—= /3(’) n—pf ln m?—
Wzory (3.34), (4.12), (4.13) i (4.14) opisuja fragmenty powierzchni gramcznej w cztero-

wymiarowej przestrzeni sil uogélnionych przy omowionych czterech sposobach obcia-
Zania.

5. Aproksymacyjne réwnanie powierzchni no$nosci granicznej

Korzystajac z wyprowadzonych powyzej i zestawionych w p. 4 wzoréw, podamy obec-
nie Konstrukcje pewnych wzorow aproksymacyjnych opisujacych cala powierzchnie gra-
niczna w czterowymiarowej przestrzeni obcigzen: ciSnieniem wewnetrznym, silg osiowa,

*) Cytowane tu rozwiazanie uzyskano w [4] przy zastosowaniu pewnych wsrednionych warunkdw brze-
gowych. Autor podat tam réwniez inne mozliwosci spelnienia warunkéw brzegowych.
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momentem skrecajacym i momentem zginajagcym. Zastosujemy uogdlniong aproksymacije
typu Hermite’a. Rézni si¢ ona od klasycznej aproksymacji interpolacyjnej Hermite’a
uwiklang postacia réwnania

.1 S, nms,m) =0

i wykorzystaniem warunkéw zgodnosci réznych pochodnych czgstkowych liczonych
w punktach odpowiadajacych obcigzeniom czystym (pojedynczym) wzorami na pochodne
funkcji uwikianych. Wykorzystamy mianowicie wyprowadzone wyzej rozwigzania $ciste
dla duzego skrecania (3.34), rozciggania (4.12) i ciénienia (4.14) oraz rozwiazanie przy-
blizone w otoczeniu czystego zginania (4.13).

5.1. Warunki zgodnosci. W omawianym zadaniu dysponujemy warunkami zgodnoéci war-
tosci funkcji oraz pierwszych i drugich pochodnych czastkowych (czystych i mieszanych)
w punktach odpowiadajacych czystym stanom obcigzenia. Dla wygody zastosujemy ozna-
czenia pochodnych czastkowych rzedu pierwszego A4; ; oraz drugiégo A; jx, gdzie indeks i
oznacza jedno z obciazen g, n, ms, m, [z zachowaniem kolejnosci wedlug wzoru (5.1],
natomiast indeksy j oraz k — zmienne, wzgledem ktérych wykonujemy rézniczkowanie.

Oto zestaw posiadanych warunkdéw:
czyste ciénienie wewnetrzne (n=m, =m, = 0):

_ 1 26 1 88 1
=ln-— 4 —F_ In? =+ ...,
LR A TOR DN A ey el
09 _ % _,
omg  0m, ’
og 4 1 8 1
on = A= T I T
oq 4 164° 1
(52) Ei_ = Al,22 = ?(1_?373 + 3(1———/54)2 IDE—’- veey
0%q o 30=pY | pU—pY
omt == T xamgy P aa—p T
azq 1 ﬁ4 1
—L = A = — In—+ ...,
omz = A= T g/t A=A B
9 _ ¢ _ o _ .
onomg  ondom,  Om;0m, ’
czyste rozciaganie (g=m;=m,=0):
_ EY _ R2
= _ V3(12 o}
on ) on o 1 on
a—q—Au—ﬂ, Xm—g—Au 2’ om. Ay 3=0,
o*n 2135 o’n Y3089
(5.3 oq Ari = 1—B 7 o T = T T
n 4 ?n 0%n 0
om? T %% Som, . om.om, ’
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czyste skrgcanie (g =n=m, =0):

= 4(-p)
R T(BK
omy . Om; _ oms 0
og om  om,
Img I U+E+F)
og* w1 (1-pH(1—=pY
0%my 4
Gy ot == TN H Ay
oms oL
omy T 21— (-
0*m, a4 24%
ogon — R y3(a—-p1—pY’
m;  Omg
oqom, ~ onom,
czyste zginanie (g =n=m;=0):
_ . 3
mﬂ 8(1 ﬂ ’
n]/3
om, _ omy, _ omy _0
oq on om ’
Py _ 321/3p
o — M T T a1+ (1—p)’
(5.5) .
o’my; Ao — 2n
o T Y3a-p)
*m 3
S = Asn = ——‘/;0 4036 (1 — B4,
FPm,  Om,

= 0.

0qdm, ~ Ondmy

o’n

Wartoéci pozostalych dwéch pochodnych czastkowych, mianowicie EI_ (dla n= n)

oraz 0%y

0qon

5.2. Pelna aproksymacja wielomianem czwartego stopnia. Przyjmijmy rownanie aproksymacyjne

W postaci osiemnastoparametrowego wielomianu okre$lajacego powierzchni¢ graniczna

w sposéb uwiklany:

(5.6) alq2+a2n2+a3qn—l—a4q2n2+a5m2—|—a6m2+a7\rng|n2

+agq* +agn®+oaomi+oy myt o, miml 403 gPmi4-aiag m5+

taysn*m2+ogn mg—i—a”q n+oaqn® = 1.

(dla m, = m,) nie sa znane.

2 Mechanika teoretyczna
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Taka forma poszukiwanego réwnania wynika ze znanych w literaturze rozwiazan dla
przekrojéw powierzchni granicznej, odpowiadajacej mniej zioZonym stanom obciaZenia.
Wspdlczynniki «; wyznaczamy wykorzystujac warunki (5.2)-(5.5). Warunkéw tych jest
oczywiécie znacznie wigcej niz liczba parametréw w réwnaniu (5.6). Wszystkie zerowe
warunki spelnione sg jednak tozsamo$ciowo dzigki przyjetej postaci réwnania (5.6).
Z pozostatych dwudziestu niezerowych warunkéw moze by¢ spetnionych osiemnascie. Tak
na przyklad odrzucajac warunki na dwie pochodne A4, i 4,44 otrzymujemy uklad osiem-
nastu réwnan, z ktérego mozna obliczy¢ wszystkie wspolczynniki «; réwnania aproksy-
macyjnego (5.6)°).

Ostatecznie na wspolczynniki o; otrzymujemy nastgpujace wyraZzenia (czesciowo reku-
rencyjne, wyrazajace Si¢ poprzez og):

1 —
2
oy = = —ogq”,

0y = —— — Ggh?,

1 —
o3 = —"2A3,12 (; +°‘10m£) >

mS
_ =2 =2\2
Oy = — A1:,22 (a1+2053¢72)— ”2‘72 - (061+:6(2263q )(a:’t:‘l;ql
5.7 q q 4% (o + 2056%)
1 —
Os = — — UMy,
5 o 10
1 _
Oy = =, —aum;,
my

= 1
o7 = F24,.4 (%"‘*‘ _3) )
n .

2
Al,33ms A3,11
—: I — . :2
. 7 g 1 Asps _Asaiy |
8 = = - = = _ . ae=
=3 = 2 3
. mg ms—+ Az samy mg ms
s + =
q

m — — ﬁ = =
(A4,33+ gf) (A1,44m3—A4,n¢13)_ (A4,33+ ;'_1—:) (A asqm’i+ %)

m?> 2 B
m =3= == = ﬁ
(A4-11+ Tf_) q'my, (A3,44mgz;+ ms) (A4.u+ 5‘2‘])
7

-1

. Al,ssaﬁfﬁ- 22
|
52

) Dokonany tu wybér osiemnastu, spo$réd dwud'ziestu, warunkéw, ktére nalezy spetnié jest podykto-
wany mozliwoécia latwego rozwiazania otrzymanego ukiadu réwnan.

—2
Az yms+
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(5.7) m? s (1 £ 1
g = =———— |« ms+A el ooy (04 m_% —As 33— >
[c.d] - L9 P (a4 1) 10 3,22 o Nt + %o 2,33 ’.1]
7 T - m (1 - 17 -
Ao = - __*_J—q:—z——_—-— Ugg i+ Ay 33— §+aaq2 —As =1,
ms(AJ_uq -+ g q \9q my
7 m

0y = —Ajz.4

g
1 = 1 1 =
os = — A3 zg—i—aloms)—-%(;—z—ao” ),
1 = — =5
Gy = '%‘2‘ [—az——aﬂ mg| _‘44,22mg(a6+2allmg)],

1 =
A7 = ? [—aJ_zAl,Z(al+2asq2)]’

1 =
Gyg = = [_2A2'1a2_a3_4,42,1a9n2].
il

Roéwnanie (5.6) po podstawieniu za wspolczynniki «; wyrazen (5.7) jest pelnym aproksy-
macyjnym réwnaniem powierzchni granicznej z zachowaniem wszystkich warunkéw zgod-
nosci wartosci funkcji, pierwszych pochodnych oraz niemal wszystkich drugich pochod-
nych. .

5.3. Aproksymacja uproszczona. Korzystanie z réwnania (5.6) jest dosé klopotliwe z uwagi
na ztozone wspolczynniki ;. Zaproponujemy obecnie uproszczenie réwnania (5.6) do
postaci siedmioparametrowej :

(5.8 131qz‘i—ﬂznz‘i‘ﬂaqn‘!’ﬂ4m§+ﬂsm§+ﬁsimg|n2+ﬂ7q4 = 1.

Roéwnanie to pozwala, mimo bardzo prostej budowy, uwzglednié wszystkie warunki zgod-

nosci wartosci oraz pierwszych pochodnych w punktach odpowiadajacych stanom czystym.
Po rozwiazaniu ukiadu réwnan dla wspétczynnikéw £; otrzymujemy ostatecznie

69 —p[1-HgBe e

ln2L

l 2
60—F) "B 9(—p F+"']‘-’+

4, 8 9(1—pY?
RO o O S B T B

2
mg -

2%
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3 4V3 1
e sy e Wi[l_
]
_3a-pY—8p" 2B4(— 1541967

B ﬂ+ 5(1—F"7 ]ﬁ+"']q:1'

5.5. Przyklady. Obecnie podamy przykiady praktycznego zastosowania wyprowadzonych
rownan (5.6) oraz (5.9). Obliczenia numeryczne wykonamy dla stosunku promieni rury

B =1/2.

nA

02 04 06 q

-I-rozwiazanie $cisle, 2—(5.10), 3—(5.11)
Rys. 4

Z réwnarnia (5.6) po uwzglednieniu (5.7) oraz (5.2)-(5.5) otrzymamy wowczas
4,420285 g*+4,7390759 n—0,0001376 gn — .
—9,474986 ¢°n*+1,291364 m;+1,2083156 m>+
+0,00128549|m,| n*—4,871365¢*—5,6147095 n* —
—0,4169054 m}—0,3650067 m;—0,7801980 m2m? —
—2,850218 *m?—2,666694 g*m?%—3,059943 m?n?® —
—2,864565m2n*—0,00582368 4°n—0,0016529gn® = 1,

(5.10)

natomiast z réwnania (5.9)
(5.11)  2,834¢*+2,370n°—1,185gn+0,645TmZ+

+0,6043m>—1,825[m | n*—1,362¢* = 1.
Przykiad jednego z przekrojow powierzchni granicznej, mianowicie krzywa w plaszczyznie
(g, 1), (ktérej rownanie §ciste jest znane) oraz jej aproksymacje wynikajace z réwnan
(5.10) i (5.11) pokazano na rys. 4. W niektorych przekrojach stosowanie rozszerzonej
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aproksymacji (5.10) nie jest celowe, gdyz uzyskujemy w ten sposdb wyniki nieco lepsze
niz z réwnania (5.11) [np. w przekrojach (n, m,) czy (mg, m,]. Wynika to stad, ze od-
powiednie pochodne 4, 33, A3 5, ... obliczane ze wzoru (5.11) maja tu wartoéci zbliZone
do Scistych (5.2)-(5.5); uwzglednienie wiec dodatkowych warunkéw zgodnosci nie wpro-
wadza bardziej istotnych zmian.,

6. Whnioski koncowe

Zajmijmy si¢ na koniec ocena przydatnodci wyprowadzonych réwnan aproksymacyj-
nych (5.6)—(5.7) oraz (5.8).

Pierwsze z nich otrzymano przy zalozeniu wigkszej ilo§ci warunkéw zgodnosci pochod-
nych niz drugie. W tych przekrojach, w ktérych udalo si¢ uwzgledni¢ zgodnos$¢ pochod-
nych drugiego rzgdu uzyskano nieco lepsza dokladno$¢ niz przy réwnaniu uproszczonym
(5.8). Poniewaz jednak ilo§¢ swobodnych parametréw jest mniejsza od ilosci przyjgtych
warunkow (w zalozonej osiemnastoparametrowej postaci rownania (5.6)), niektére sposréd
warunkéw (5.2)~-(5.5) pozostaja niespetnione. W rezultacie w pewnych przekrojach lepsze
wyniki daje wzér (5.8) (np. w przekroju n, my).

Przy postugiwaniu si¢ wzorami (5.6)-(5.7) wymagana jest ponadto duza dokladno$é
numeryczna, z uwagi na wielokrotne odejmowanie liczb nieznacznie rézniacych sig od
siebie, co z uwagi na zloZzone wyraZenia na wspdtczynniki o; moze nastrgcza¢ pewne trud-
nosci. _

Do bezposrednich zastosowan inzynierskich polecamy wigc stosowanie aproksymaciji
uproszczonej (5.8). Wzorami (5.6)-(5.7) mozna si¢ postugiwaé celem ewentualnej kontroli
uzyskanych ta droga wynikdéw, ale raczej tylko w tych przekrojach, w ktérych zapewniono
zgodnoséé wszystkich pochodnych do rz¢du drugiego wlacznie.

Obydwie aproksymacje (5.6)—(5.7) oraz (5.8) moga by¢ uzywane wprost do okre§lania
noénosci granicznej rurociagéw izostatycznych, natomiast w przypadku rurociagéw hiper-
statycznych do znajdowania mozliwych plastycznych schematéw zniszczenia.
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Peaome

ATINIPOKCHUMALIMS INPEOEJRHON IOBEPXHOCTH IJIS IIONIEPEUHOTO CEUEHUA
TOJICTOCTEHHOI'O TPYBOIIPOBOIA IIPH CJIOXHBIX HATPY3KAX

BriBeeHO NpPUONHIKEHHOE ypaBHEHHE MPEOebHONR IOBEPXHOCTH, NPHU HCIONB30BAHMH YCAOBHIA
COBMECTHOCTH MO DPMHTY, MUl NOMNEPEUHOrO CEYEHHS TOJICTOCTEHHOrO TPyOONpOBOJA, HArpYXEHHOIO
O/IIOBPEMEHHO BHYTPEHHHM JaBJIEHHEM, M3CHOAIOLHM MOMEHTOM, KPYTALLHM MOMEHTOM U OCEBOH CUIIOH.

HcxomHol Toukoit ABNAETCA BblBedeHHAss B paGore CIOKMIKA [4] cucrema HemmHelHbix fuddepen-
LHaJIBHBIX YPABHEHHH C YaCTHBIMU MPOH3BOAHBLIMU (2.1) OMHMCHIBAIOLMX PACCMATPHBAEMYIO 3aAady IpH
MPETIONIOMEHNH 3aKOHA mNacTA4ecKkoro TeueHusa I'enku-Hnplomma mmn JleBu—Mmuseca u uaeansHO
MJIACTHYHOrO HECH(HMAEMOTO H30TPOITHOTO MaTepHana MOMUHHSIOLETOCS YCJIOBHIO NMIACTHYHOCTH [y-
6epa-Museca-Tenxu. [IpuBomsaTcs pewieHMst cucteMbl (2.1) Ans ciryyass Majioro BJIMSHUS JaBJIEHHS,
M3ru6a M pacTsDIEHHsA Ha HEeCyLyio CIOCOGHOCTH TpyOonposoaa mpu kpyreHuu (3.34).

Jlnst apyrux obnacreit NpeAcTbHON MOBEPXHOCTH, @ HMEHHO : B OKPECTHOCTH YHCTOrO U3rnGa M YHCTOro
PaCTSKEHHSA JAI0TCA HEKOTOPbIE NMPUGIMIKEHHbIE pelterusi. I NOCTPOSHUS NMPUGIMKEHHOrO PeIeHH s
HCII0JIb30BAHO TAK)KE, MOJNyYEeHHOE OJHUM H3 aBTOPOB pelleHHe A GONBIIOrO BHYTPEHHETO JaBJIECHHSA.

IIpuémwkenHoe ypaBHenue 3anucano B Buae (5.7). OHo MoyKeT GBITh HENMOCPEACTBEHHO HCIIONIE30BAHO
AJIsL ONpERENICHHsT HeCyllel CIOCOGHOCTH H30CTaTHYECKUX TPYOONPOBONOB, M JJNSL ONPEAEEHHA BO3-
MOYKHBIX BapMaHTOB IUIACTHUECKUX CXEM DaspyLIEHHS NI Clydasi THIIEPCTATHYECKUX TPyGONpOBOJOSB.

Summary

ON APPROXIMATION OF THE YIELD SURFACE OF A THICK-WALLED PIPE-LINE UNDER
COMBINED LOADINGS

Using the Hermite’s compatibility conditions derived is an approximate equation for the yield surface
of the section of a pipe-line loaded simultaneously by internal pressure, bending and twisting moments
and an axial force.

The governing system of equations (2.1) for that problem was derived in previous paper [4] assuming
the Hencky-Iliushin or Lévy—Mises theories, and the ideally plastic, incompressible, isotropic material
obeying the Huber—Mises-Hencky yield criterion. Presented is the solution (3.34) of the system (2.1) under
assumption that the influence of internal pressure, bending and tension on the bearing capacity of the
twisted pipe-line is small.

For other parts of the yield surface, namely the vicinity of pure bending and pure tension certain ap-
proximate solutions are given (4.12), (4.13).

Constructing the approximate formula the previous solution of one of the authors for the case of large .
internal pressure is used (4.14).

The approximating equation is written in the form (5.7). It may be used directly for calculation of the
bearing capacity of isostatic pipe-lines. For the hiperstatic pipe-lines, however, it may be used for finding
the possible modes of plastic collapse.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 marca 1969 r.; po raz drugi 30 paZdziernika 1969 r.



