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Ostatnio w pracach autoréw niniejszego przegladu, ich wspotpracownikéw i kontynua-
toréw rozpatrywane byly poszczegdlne klasy zagadnienl mechaniki ofrodka ciaglego dla
niekanonicznych (tj. nie dajacych mozliwosci otrzymania rozwigzania metodg bezposred-
niego rozdzielenia zmiennych) obszaréw jednospdjnych i wielospéjnych. Sa to zagadnienia
koncentracji naprezen w poblizu otworéw w powtokach, plaskie zagadnienia momentowe;j
teorii sprezystoéci, plaskie zagadnienia dynamicznej teorii sprezystosci, dwuwymiarowe
zagadnienia fizycznie nieliniowej teorii, zagadnienia aerohydrosprezystosci dla cieczy
§cidliwej i nieScisliwej, problemy zginania plyt z punktu widzenia réznych uséci$lonych
teorii, zagadnienia zginania ptyt na podtozu sprezystym, zagadnienia oplywu przez strumien
cieczy, ptaskie zagadnienia dla o$rodkéw wielospdjnych i inne.

Przy rozwigzywaniu tych zagadniefi stosuje si¢ pewne jednolite podejscie oparte na
zastosowaniu metod teoril perturbacji i konstruowaniu nieskoficzonych quasi-regularnych
vkladdéw algebraicznych, do rozwiazania ktérych sprowadzaja sie¢ wymienione zagadnienia.
Zastosowanie tych metod w innych, zblizonych dziedzinach réwniez daje mozliwo$é
rozpatrzenia obszernych klas zagadnien. ‘

Niniejsza praca po$wiecona jest krétkiemu przegladowi wspomnianego kregu zagadnied.

1. Obszary jednospdjne

Gdy rozwigzania problemdéw daja si¢ przedstawi¢ w postaci funkeji harmonicznych,
rozwiqzanie zagadnien brzegowych dla obszaréw jednospdjnych upraszcza sie znacznie,
w tym sensie, Ze zmienne w réwnaniu Laplace’a daja sig rozdzieli¢ praktycznie dla wszyst-
kich stosowanych ukladéw wspéirzednych. Dla wielu zagadniefi rozwiazania ogdlne
wyrazone sa przez rozwigzania réwnan Helmholtza, co znacznie zaweza krag zagadnief,
ktére moZna rozwigzaé za pomoca rozdzielenia zmiennych.

Zastosowanie metody perturbacji ksztaltu granicy, zwiazanej z parametrem charaktery-
zujacym odchylenie od obszaru kanonicznego, pozwala w kazdym z przyblized na sprowa-
dzenie zagadnienia brzegowego do zagadnienia brzegowego dla obszaru kanonicznego.
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Trudno$é znalezienia rozwigzan szczegdélnych dla krzywoliniowych uktadéw wspéirzed-
nych komplikuje zastosowanie metody perturbacji ksztattu granicy do praktycznego
rozwiazywania zagadnien brzegowych.

W celu pokonania wskazanych trudno$ci zaproponowano pewien wariant metody
perturbacji ksztaltu granicy, sprowadzajacy problem w kazdym przyblizeniu do rozwia-
zania jednorodnych réwnaf rézniczkowych. W celu spelnienia warunkdéw granicznych
wyznaczono operatory rozniczkowe, konieczne przy rozwigzywaniu zagadnien w zerowym,
pierwszym i drugim przyblizeniu. Postaé tych operatoréw okre$lona jest gtdwnie nie przez
sama posta¢ warunkéw granicznych, a przez ksztalt obszaru. Wspomniane uproszczenia
zostaly osiagniete dzigki temu, Ze rozwiazania réwnan podstawowych rozwazane byly we
wspéirzednych zwiazanych z ksztattem, w okreslonym sensie bliskiego obszaru kanonicz-
nego, a przejécie do wspdlrzednych zwiazanych z ksztaltem obszaru niekanonicznego
dokonywane byto przy spelnieniu warunkdw brzegowych. Pierwszg pracg, w ktérej podano
taki wariant metody perturbacji ksztattu granicy dla niektdrych obszardw w zastosowaniu
do zagadnien koncentracji naprezen w poblizu otworéw w powlokach, w sformutowaniu
G. N. SAwINaA, byla praca A. N. Guzia [27]. W pracy G. N. SAwINA i A. N. Guzia [131]
zaproponowano zastosowanie tego wariantu metody perturbacji ksztaltu granicy do ba-
dania zagadnien koncentracji naprezeii w powlokach w poblizu dowolnych krzywolinio-
wych otworéw o gladkim profilu, przy czym, w charakterze obszaru kanonicznego przyjeto
obszar nieskonczony z otworem kolowym. Do chwili obecnej brak Scistego dowodu zbiez-
noéci metody perturbacji ksztattu granicy w postaci [27] i [131], jednak przy rozwiazywaniu
konkretnych zagadnied wykazano jej praktyczna zbiezno$é. Przy pomocy tej metody
zostaly rozwigzane rozpatrzone ponizej klasy zagadnien.

Za pomocsg tej metody rozwigzano liczne zagadnienia koncentracji naprezen w poblizu
krzywoliniowych otwordw w powtokach. Tak wiec w pracy G. N. SAwiNa I A. N. Guzia
[133] metodg te zastosowano w zagadnieniach koncentracji naprezen w poblizu otworéw
w powlokach, ktérych brzegi wzmocnione byly za pomoca cienkich Zeber sprezystych;
zbadano takze rozklad naprezen w poblizu eliptycznego wzmocnionego otworu w powltoce
sferycznej. Przypadek swobodnego otworu eliptycznego w powtoce sferycznej rozpatrzony
jest w pracy ‘G. N. SAwiNA 1 A. N. Guzia [130], za$ przypétdek kwadratowego i réwno-
bocznego irdjkatnego otworu z zaokraglonymi narozami w pracach A. N. Guzia [32]
i [37]. Stan napre¢zenia w poblizu otwordw analogicznego ksztattu w powloce sferycznej,
zakrytych idealnie sztywnymi pokrywami, zbadany byl w pracy K. I. SzNerienko [152].
Przypadek ztacza powtoki sferycznej z pochylym krétkim cylindrem rozpatrywany byt
przez B. A. KUDRIAWCEWA [116].

Rozktad naprezen w poblizu malych otworéw: eliptycznego oraz w ksztalcie kwadratu
i tréjkata réwnobocznego z zaokraglonymi narozami w obrotowej powloce walcowej,
przy réznych obciazeniach, zbadany zostat w pracach G. N, SAwiNa i A. N. Guzia [131],
A. N. Guzia [29, 30, 34, 36, 47], A. N. Guzia i S. A. GOLOBORODKO [49] i S. A. Goro-
BORODKO [18].

Metoda przedstawiona w pracach [27] i [131] zostata zastosowana w pracach W. D. Ku-
BIENKO [111—115] do zbadania plaskich zagadniel dyfrakeji fal sprezystych na walcach
krzywoliniowych. Zbadano dynamiczne zagadnienia koncentracji naprezen w poblizu
otworu eliptycznego i kwadratowego z zaokraglonymi narozami pod dziataniem fal po-
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przecznych i podtuznych, jak réwniez pod dziataniem oscylujacego cisnienia. Zauwazono,
ze przy okreslonych dhugosciach fal maksymalny wspdiczynnik koncentracji osiagany jest
w pewnej odlegtosci od brzegu.

W monografii G. N. SAWINA [137] rozpatrzono plaskie zagadnienia momentowej teorii
sprezystosci dla dwu wariantow sformutowania zagadnien, przytoczono podstawowe relacje
metody perturbacji ksztattu granicy w postaci [27] i [131], niezbedne przy rozwiazywaniu
zagadnien dla otwordw krzywoliniowych, zbadano réwniez rozktad naprezen na brzegu
otworu eliptycznego. W pracach J. N. NiemiszA [126—128] za pomoca powyzszej metody
zbadano rozkiad naprezenn dla otwordw eliptycznych, kwadratowych z zaokraglonymi
narozami, a takze otwordéw innych ksztaltéw przy réznego rodzaju obciazeniach; rozpa-
trzono wplyw sztywnodci pier§cieni wzmacniajacych i okreslono rolg naprezenn momento-
wych. W pracach tych wyjasniono zagadnienie maksymalnego wptywu naprezen momento-
wych na wielko$¢ koncentracji napreZzen przy réZnego rodzaju obcigzenjach i réznych
promieniach zaokraglenia narozy.

Zagadnienie okreélcnia oporu cial o nicoptywowych ksztattach, przy zlinearyzowanym
sformulowaniu, sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan Naviera—Stokesa zlinearyzowa-
nych wedtug Oseena. W pracach E. W. BRUNIACKIEGO [5] i [6] metoda perturbacji ksztattu
brzegu w postaci [27] i [131] zostata zastosowana do badania oporu walcéw o krzywolinio-
wym konturze przekroju poprzecznego. Rozpatrzono, przy réznych katach natarcia, walce
eliptyczne, jak réwniez walce o przekroju w postaci kwadratu i tréjkata réwnobocznego
z zaokraglonymi narozami. Otrzymano rozwiazania uwzgledniajace zerowe, pierwsze
i drugie przybliZzenie i poréwnano je z danymi doswiadczalnymi.

Obszerny program badan poswiecono dwuwymiarowym zagadnieniom fizycznie nie-
liniowego ciala, dla ktérego podstawowe zalezno$ci przyjeto w postaci Kauderera. Pierwsza
pracg poswigcona krzywoliniowym otworom byla praca G. N. Sawina, A. N. Guzia
i I. A. CURPAEA [132], w ktorej zaproponowano metode rozwiazywania plaskich, fizycznie
nieliniowych zagadnien teorii sprezystosci dla nieskonczonej plaszczyzny ostabionej przez
krzywoliniowy otwdr. Zostata tu w sposdb istotny wykorzystana metoda perturbacji
ksztattu granicy w postaci [27] i [131]. W tej samej pracy zbadano rozkiad naprgzen w po-
blizu otworu eliptycznego przy wszechstronnym rozciaganiu. Wypadek kwadratowego
otworu z zaokraglonymi narozami rozpatrzony jest w pracy 1. A. CurPALA [139]. Szereg
zagadnien dotyczacych krzywoliniowych otwordw, tak swobodnych jak i wzmocnionych,
przy réznego rodzaju obcigzeniach zbadano w pracach I. A. Curpara [[40, 144, 145, 147].
Analogiczne zagadnienia dotyczace koncentracji napreZen termicznych w fizycznie nie-
liniowej plycie rozpatrzone bylty w pracy 1. A. CurrALa [141], a w pracy I. A, CURPALA
i N. A. SzuLar [138] metoda ta zostala rozszerzona na przypadek wyznaczania koncentracji
naprezen w poblizu otwordw krzywoliniowych w powlokach, przy fizycznie nieliniowym
prawie sprezystosci.

W pracach N. A. Szuraci [154—156] rozpatrzone bylo wyznaczanie stanu naprgZenia
w poblizu otworu eliptycznego oraz kwadratowego i tréjkatnego z zaokraglonymi narozami,
przy zginaniu cienkiej, fizycznie nieliniowej plyty sprezystej.

We wszystkich tych pracach otrzymano liczne wyniki liczbowe ilustrujace wplyw fizycz-
nej nieliniowo$ci materialu na warto$é wspodtczynnika koncentracji naprezen. Przeglad
tych wynikéw zawarty jest w pracy G. N, SAWINA, A. N. Guzra i I. A. CurpaLa [136].



6 G. N. SawIN, A. N. Guz, A. S. KOSMODAMIANSKIJ

Dla przypadku podstawowych zaleznodci innych niz sformulowane przez Kauderera,
koncentracja naprezen w poblizu otworédw krzywoliniowych w plycie rozpatrzona zostata
w pracach I. A. CurprAra [142] i [146].

2. Obszary wiclospojne

Przy badaniu wielu zagadnien dla obszaréw wielospdjnych o kotowych, krzywolinio-
wych brzegach, wskutek wystepowania w rozwigzaniu ogdlnym funkcji spetniajgcych réw-
nanie Helmholtza komplikuje si¢ znacznie proces wyznaczania rozwiazania. W tym przy-
padku, juz nawet we wspdirzednych dwubiegunowych, zmienne nie daja si¢ rozdzielié.
Dla rozwigzywania takich zagadnien zaproponowano metod¢ bedaca kombinacja metody
perturbacji ksztattu granicy w postaci [27, 131] i metody Schwarza. Rozwigzanie przyjmuje
sie w postaci sumy rozwigzan zupelnych dla odpowiednich wewngtrznych i zewngtrznych
obszaréw w biegunowym ukfadzie wspélrzednych. W charakterze malego parametru
wybiera si¢ najwigkszy z parametréw charakteryzujacych odchylenie ksztattu kazdego z ob-
szarow jednospdjnych od ksztattu kotowego. Stosuje si¢ metodyke opracowang w pracy
[131] w wyniku czego, w kazdym z przyblizen, otrzymuje si¢ zagadnienie brzegowe dla
obszaru o odpowiednim stopniu spdjnosci, jednakze ograniczonego juz teraz okregami.
Takie podejscie zostato urzeczywistnione w pracy G. N. SaAwiNa i A. N. Guzia [134] oraz
w pracy A. N. Guzia [49], gdzie skonstruowane zostaly operatory dla zerowego, pierwszego
1 drugiego przyblizenia przy dowolnych ksztattach granicy bez zalomodw.

Przy rozwiazywaniu zagadnien dla obszaréw wielospdjnych ograniczonych okregami
stosuje sie rozklady funkcji harmonicznych od jednego bieguna do drugiego [134] i wy-
korzystuje si¢ wnioski wynikajace z twierdzenia o dodawaniu dla funkcji walcowych,
Whioski te, dla zagadnienia zewngtrznego 1 zagadnienia wewnetrznego, przytoczone byly
w pracy A. N. Guzia [44]. Wykorzystuje sie zamiang nieznanych statych i przy okreslonej
gladkosci prawych stron warunkéw granicznych udaje sie wykazad, ze w przypadku
obszaru o skonczonej spdjnosci otrzymane nieskonczone vkiady maja wyznacznik typu
normalnego, co uzasadnia mozliwosé zastosowania metod przyblizonych. Jezeli odpo-
wiednie zagadnienie brzegowe posiada jednoznaczne rozwiazanie, to okazuje sie, ze odpo-
wiedni nieskonczony uktad réwnan algebraicznych ma jednoznaczne zbiezne rozwiazanie.
Analogiczna metoda zostata niezaleZnie zaproponowana dla zagadnien dyfrakeji fal elektro-
magnetycznych na walcach w przestrzeni nieskoniczonej w pracach J. A. Iwanowa (tylko
dla zagadnienia zewnetrznego)®,

W pracy W. T. GoLowcCzANA [25] rozwinigta zostata, oparta na zastosowaniu zwigzkéw
Lommela, metoda badania ukladéw nieskonczonych dla zagadnienn periodycznych.

Rozpatrzona powyzej metoda zastosowana byla do szeregu zagadnief o$rodka mecha-
nicznie ciaglego dla obszaréw wielospdjnych o brzegach kotowych. Zatrzymamy sie¢ na
niektérych sposrod nich. _

W pracach A. N. Guzia [35, 48] zostala zaproponowana metoda rozwiazywania za-
gadniei réwnowagi powlok walcowej i sferycznej ostabionych przez skonczona liczbg

1 J. A. Iwanow, Difrakcja elektromagnitnych woln na dwuch tielach, 1zd-wo , Nauka i Tiechnika”,
Minsk 1968.
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otworéw kotowych, a w pracach [38, 39, 48] wyniki te zostaly uogdlnione na przypadek
zagadnieni okresowych i podwdjnie okresowych. Badanie uktadéw nieskoniczonych dla
powtoki sferycznej, tak w przypadku skonczonej liczby otworéw, jak i w przypadku zagad-
nienia okresowego, bylo przeprowadzone w pracach A. N. Guzia [40], A. N. Guzia
i K.T. SzniERIENKO [52], i W. T. GorowczaNA i K. I. SzNIERIENKO [21], rozwiazaniom
konkretnych zagadnien poswigcone sa prace [41, 50, 153].

W pracy B. L. PIELECHA [129] metodg opisang w pracach [134] i [48] zastosowano do
rozwigzania zagadnien zginania ptyt dla obszaréw wielospéjnych w teorii ptyt typu Timo-
szenki. Okazato sig, Ze mozna tu przenie§¢ wszystkie wyniki otrzymane dla powlok i dla
plaskiego zagadnienia momentowej teorii sprezystosei.

Praca A.N. Guzia i S. F. SzySzKANOWES [53] poswigcona jest badaniu zagadnied
zginania plyt na podtozu sprezystym, dla przypadku obszaréw wielospSjnych ograniczo-
nych za pomoca okregdw. W przypadku okredlonej gladkoéci prawych cztonéw warunkow
brzegowych, udalo sig¢ udowodni¢ quasi-regularno$¢ nieskoticzonych uktadéw i jednozna-
czno$é rozwigzan.

G. N. Sawiv i A. N. GuzZ [134, 135] zaproponowali metode rozwiazywania phaskich
zagadnien momentowej teorii sprezystodci dla obszaréw wielospdjnych, ograniczonych
przez gladkie brzegi bez zalomdw. W pracach tych podano operatory dla zerowego,
pierwszego i drugiego przyblizenia dla dowolnych otwordw, jak réwnieZz podstawowe nie-
réwnoéci stuzace do badania nieskonczonych uktadéw dla obszaru o dowolnej spéjnoéci.
W charakterze przyktadu rozpatrzono rozwigzanie zagadnienia dia nieskonczonej plasz-
czyzny oslabionej przez dwa jednakowe kolowe otwory. Material zawarty w pracach
[134, 135] stanowi podstawg rozwigzan obszerlnej klasy zagadnien odnoszacych sie do wy-
jaénienia wplywu asymetrii tensora napreZzenia na koncentracj¢ naprgzen w obszarach
wielospdjnych.

W pracach A. N. Guzia i I. A. Currara [55, 56] rozpatrywana metode uogdlniono na
rozwigzania plaskich, fizycznie nieliniowych problemdw teorii sprezystosci dla obszardéw
wielospdjnych, ograniczonych za pomoca okregéw (korzystajac z podstawowych zwiaz-
kéw w postaci Kauderera.) Dla znalezienia rozwiazan szczegélnych, prawe strony rozkta-
dano w szeregi zbiezne w kole, ktdrego promien réwny byt odleglodci od §rodka najbliz-
szego otworu. Rozpatrzono przyklad liczbowy dla nieskoiiczonej plyty ostabionej przez
dwa otwory kolowe i okreslono wplyw nieliniowo$ci materiatu.

W szeregu prac metoda rozwinigta w pracach [134, 48] stosowana byla do badania
zjawisk dynamicznych w ukladzie skladajacym si¢ z pewnej liczby niekoncentrycznych
powlok walcowych z przeplywajaca pomiedzy nimi ciecza Sci§liwa i niescisliwg. Skonstato-
wano szereg zjawisk powstajacych na skutek wzajemnego oddzialywania pomigdzy powto-
kami. Do tego cyklu nalezy zaliczyé prace W. N. Buswora i W.T. NowACKIEGO [§],
W. N. Buswora i A. N. Guzia [10—13].

W pracach W, T. GoLowczaNa [22—26], W, T. GoLowczana i A. N. Guzia [20, 54]
1 A.N. Guzia [42, 44] zbadano plaskie dynamiczne zagadnienia teorii sprezystosci dla
skoriczonego i nieskonczonego obszaru o skoficzonej spéjnoscei, oraz zagadnienia okresowe
i podwdjnie okresowe, przy czym te ostatnie rozpatrywano réwniez i dla ciata lepkosprezys-
tego. W pracach tych przeanalizowano uklady nieskoriczone, oceniono rzad niewiadomych
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i rozpatrzono konkretne zadania. Skonstatowano szereg ciekawych zjawisk charakterys-
tycznych dla dynamiki i zbudowano krzywe rezonansowe.

3, Wykorzystanie teorii funkeji zmiennej zespolonej
dla izotropowych ciat wielospojnych

W pierwszych dwu rozdziatach rozpatrywano metody pozwalajace na skuteczne poko-
nywanie trudnosci powstajacych przy badaniu stanu naprezen os$rodkéw w tych przypad-
kach, gdy zmienne nie dajg sie rozdzielié w sposdb naturalny. Przy rozwigzywaniu wspom-
nianych zagadnien stosowano zmienne rzeczywiste.

Przy korzystaniu w szeregu zagadnien ze zmiennych zespolonych dajg sie zaobserwowaé
analogiczne zjawiska. Podczas gdy dla jednospdjnych plaskich ciat izotropowych, ograni-
czonych gladkimi brzegami, w warunkach brzegowych zawsze mozliwe jest rozdzielenie
zmiennych w sposéb naturalny, to dla cial wielospdjnych takie rozdzielenie nie daje si¢
przeprowadzic,

Nalezy zauwazyé, ze autorzy przegladu podchodza w sposéb jednolity do rozwiazania
zagadnien dla cial wielospdjnych przy zastosowaniu tak zmiennych zespolonych, jak
i rzeczywistych. Ogdlnoéé tego podejécia polega na zbudowaniu metod przewidujacych,
przy rozpatrywaniju cial wielospdjnych, branie za podstawe kolejno jednego z brzegéw
obszaru, uwzgledniajac przy tym wplyw sasiednich brzegéw na stan naprezenia orodka.
Wplyw ten uwzglednia si¢ poprzez rozkiad poszukiwanych funkcji w szeregi zbiezne na
danym brzegu. Szeregi te buduje sie w rézny sposdb w zaleznoéci od badanego zagadnienia.
Podejscie takie pozwala na sprowadzenie zagadnienia do rozwiazania nieskonczonego
ukiadu algebraicznego, ktdry, jak sie okazuje, jest quasi-regularny przy dowolnym zblizeniu
brzegdéw ciala wielospdjnego.

Ten ostatni fakt pozwala na otrzymanie metodg redukcji rozwiazania nieskonczonego
ukladu algebraicznego w dowolnym przyblizeniu.

Metoda ta przy wykorzystaniu- zmiennych zespolonych dla izotropowych i anizotro-
powych ciat wielospdjnych opracowana zostala w szeregu prac A. S. KOSMODAMIANSKIEGO.

Nalezy zauwazyé, ze czestokroé celowe jest otrzymanie od razu obcigtego, skoriczonego
ukladu algebraicznego bez uprzedniego wyznaczania ukiadu nieskoficzonego. Pozwala to
w sposob najprostszy i dostatecznie doktadny na przeprowadzenie odpowiedniej analizy
stanu naprezen badanego ciala.

Do najprostszych tego typu zagadnief nalezy zaliczy¢ skrecanie i zginanie sita poprzecz-
ng pretéw wielospsjnych. Zagadnienia takie zostaty zbadane przez A. S. KOSMODAMIANSKIE-
GO w pracach [66—68, 100].

Zauwazmy, ze przy skrecaniu i zginaniu pretéw anizotropowych nie powstaja zadne
nowe zasadnicze trudnosci, poniewaz wszystkie te zagadnienia sprowadzaja si¢ do catko-
wania przy réznych warunkach brzegowych réwnania harmonicznego z prawa strona [69].

Badanie stanu napreZenia plaskich izotropowych ciat wielospdjnych najprosciej jest
przeprowadzi¢ w przypadku granic kotowych. Takie rozwiazania zamieszczone sa w pra-
cach [59, 70—80, 103, 104, 117]. '

Analogicznie konstruuje sig rozwiazania zagadniefi zginania wielospéjnych izotropo-
wych cienkich plyt [60, 81—84].
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Dla wszystkich tych zagadnien efektywne wyniki otrzymuje si¢ przez badanie rozkladu
poszczegdlnych funkcji w szeregi wedlug matego parametru zwigzanego z odlegloéciami
pomigdzy brzegami otwordw.

Przy rozwazaniu cial wielospéjnych ograniczonych brzegami o ksztalcie eliptycznym,
pojawiaja si¢ istotne trudnosci w tych przypadkach, gdy odlegtosci pomigdzy konturami
sq male. Tutaj rozktad w szereg wedtug matego parametru staje si¢ nieefektywny. W tych
przypadkach celowo jest przeprowadza¢ wspomniany rozktad wediug wielomiandw Fabera.
Takie podejscie opisane jest w pracach [4, 57, 58, 86].

Dla ciat izotropowych ostabionych przez krzywoliniowe otwory rézne od eliptycznych
(kotowych), otrzymanie nieskonczonego uktadu algebraicznego nie przedstawia istotnych
trudnodci [87]. Jednakze efektywnos¢ otrzymywania wynikéw liczbowych zmniejsza sig w spo-
séb istotny, co szczegdlnie daje sie zauwazyé dla otworéw potozonych blisko siebie.
Powstale trudnosct mozna zredukowaé przez zastosowanie metod przyblizonych opraco-
wanych w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO, J. W. MYSOWSKIEGO 1 R. M. MYSOWSKIES
[88—91, 109].

Nalezy zauwazyé, ze plaskie zagadnienia dla plyt z otworem o wolnych brzegach -
i z otworami o brzegach wzmacnianych za pomocg doskonale sztywnych pierscieni dobrze
jest rozwiazywaé jednoczes$nie, poniewaz w toku rozwiazania daje si¢ zauwazy¢ rdznica
jedynie w pewnych statych.

Fizycznie nieliniowe zagadnienia teorii sprezystosci dla ciat wielospdjnych z zastoso-
waniem zmiennych zespolonych rozpatrzone byly. przez A.S. KOSMODAMIANSKIEGO
i I. A. CurpaLa w pracach [92, 110].

4, Zastosowanie teorii funkcji zmicnnych zespolonych dla oSrodkéw anizotropowych

Dia anizotropowych ciat plaskich zmienne rozdzielaja si¢ jedynie w tym przypadku,
gdy w obszarze jednospdjnym brzeg da sie przedstawié za pomoca réwnania drugiego
stopnia (brzeg eliptyczny lub paraboliczny).

Dla przypadku, gdy ciato ostabione jest przez otwdr krzywoliniowy rézny od eliptycz-
nego (kotowego), A. S. KosSMODAMIANSKIS opracowal przyblizona metodg pozwalajacg na
wyrazenie jednych zmiennych przez drugie [93]. Mamy tu do czynienia z jednym z warian-
‘téw metody perturbacji ksztattu granicy. Metoda ta ma te ceche wspdlna z metoda opisana
w rozdziale 1, Ze obie one spelniaja warunki brzegowe z pewnym biedem, ktéry mozna
kontrolowaé w toku rozwigzania utrzymujac go w granicach dowolnego przyblizenia.

Dla wielospdjnych ciat anizotropowych nie udaje sie rozdzielié¢ zmiennych dla Zadnego
przypadku. JednakzZe, jezeli cialo anizotropowe ograniczone jest przez brzegi eliptyczne,
mozna zawsze zastosowaé te metody, ktére zostaly opracowane dla cial izotropowych.

Badanie stanu naprezenia plyty anizotropowej ostabionej rézna iloscia otwordw elip-
tycznych przeprowadzone bylo w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO i W. W. MIEGLINS-
KIEGO [94—98, 108]. ‘

Bardziej skomplikowane przypadki otworéw wzmocnionych za pomoca sprezystych
pierécieni badz wkiadek rozpatrzyt W. A. Szwiecow [148—151].
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Zginanie skoficzonych plyt anizotropowych ostabionych otworami eliptycznymi zbadali
W. W. MIENGLINSKI | G. M. Iwanow [61, 122—125].

Zagadnienia stanu naprezenia polplaszczyzny anizotropowej ostabionej eliptycznym
otworem zostaly rozwiazane w pracach S. A. KALOJEROWA i A. S. KOSMODAMIANSKIEGO
[65, 99]. Przy rozwiazaniu tych zagadnien warunki brzegowe na prostoliniowym brzegu sg
spelnione &cidle, a spetnienie warunkdw brzegowych na brzegu otworu prowadzi do nie-
skoniczonego uktadu algebraicznego, ktéry pozostaje quasi-regularny przy dowolnym zbli-
zeniu otworu do brzegu prostoliniowego.

Przypadek, gdy do otworu wklejona jest wkladka sprezysta,.a takze gdy pdtptaszczyzna
ostabiona jest wieloma otworami eliptycznymi, zbadany zostal przez S. A. KALOJEROWA
[62—64].

Jezeli anizotropia osrodka jest silna, to, jak pokazal A.S. Kosmopamianskry [101],
zagadnienie jego stanu naprezenia sprowadza si¢ do szeregu zagadnien brzegowych dla
réwnan harmonicznych z prawymi stronami. Podejscie takie znacznie upraszcza rozwia-
zania, zwlaszcza przy wykorzystaniu elektronicznych maszyn eyfrowych. Dla wielospdjnej
plyty ostabionej przez szereg otwordw nieeliptycznych (niekotowych) celowe jest wykorzys-
tanie jednocze$nie obydwu metod: metody perturbacji ksztattu granicy i metody konstruo-
wania nieskonczonych ukiaddéw algebraicznych przez wykorzystanie rozktadu poszuki-
wanych funkcji w szeregi wielomianéw Fabera kolejno na kazdym brzegu [102]. Analo-
giczne polgczenie obu metod przy wykorzystaniu zmiennych rzeczywistych opisane bylo
w rozdziale 2 przy rozpatrywaniu ciat izotropowych z krzywoliniowymi otworami.

5. Zagadnienia stanu naprezenia plyt izotropowych z otworami w ujeciu przestrzennym

Badanie przestrzennego stanu napreZenia plyt z otworami prowadzi czesto do rozwa-
zania tych samych zagadnien, ktdre rozpatrzone zostaty w pierwszych czterech rozdziatach.

Jak ustalit A, I. Lurig [121], zagadnienie przestrzennego stanu naprezenia plyty izotro-
powej moze by¢ sprowadzone do wyznaczenia funkcji biharmonicznej i przeliczalnej ilosci
funkcji metaharmosicznych. Przy tym w réwnaniach metaharmonicznych wystepuje maly
parametr przy najwyzszej pochodnej. Metoda catkowania takich réwnan w naturalnym
ukladzie wspdirzednych zostala zaproponowana w pracy M. I. Wiszyka i . A. Lu-
STERNIKA [15].

Przy rozwigzywaniu wspompianych zagadniefi powstaje problem rozdzielenia warun-
kéw brzegowych, danych w naprezeniach lub przemieszczeniach dla kazdego biharmo-
nicznego 1 metaharmonicznego réwnania. Jedna z ‘metod prowadzacych do podobnego
rozdzielenia warunkéw brzegowych zrealizowana zostala w pracach 1. I, WOROWICZA,
O. K. AKSENTIANA i O. S. MaLKINY [1—3, 16, 17]. Wykorzystano w tym celu zasady wa-
riacyjne i rozklad wszystkich funkcji w szeregi wedtug matego parametru, ktdry zalezat
od grubodci plyty. Autorzy przeprowadzili przy tym szczegdtowe badania stanu napre-
Zenia plyty ostabionej przez otwdr kotowy.

Inne podejécie prowadzace do rozdzielenia warunkéw brzegowych zaproponowane
zostato przez A. S. KosMoDAMIANSKIEGO, W. N. LoZKINA 1 J. W. MYSOWSKIEGO w pracach
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[105—107]. Rozdzielenie realizowano przy wykorzystaniu podstawowych idei metody
Bubnowa—Galerkina.

Taka droga pozwala na sprowadzenie zagadnienia przestrzennego do rozwigzania
szeregu réwnan biharmonicznych przy coraz bardziej komplikujacych sie warunkach
brzegowych, jak réwniez do rozwigzania pewnego ukladu nieskoniczonego, ktdrego macierz
nie zalezy od geometrii plyty, ani tez od jej stalych sprezystych. Dzieki temu mozna macierz
te odwrdci¢ i nastgpnie w sposob elementarny otrzymywaé rozwiazania zalezne od prawych
stron ukladu nieskonczonego. : '

Przy catkowaniu réwnan biharmonicznych A. S. KosMopamianskiy, W. N. LozZKIN,
i J. W. Mysowsku ustalili zwigzek pomigdzy naturalnymi i zespolonymi zmiennymi.
Pozwolilo to na wykorzystanie silnego aparatu teorii funkcji zmiennej zespolonej przy
rozpatrywaniu p yty ostabionej przez otwory krzywoliniowe.

Efektywne badanie wielospdjnych plyt w ujeciu przestrzennym stalo sic mozliwe po
ustaleniu przez antoréw faktu, Ze wzajemny wplyw otworéw na stan napreZenia plyty
w poblizu kazdego z nich realizuje si¢ wylgcznie za posrednictwem biharmonicznej czeéei
rozwigzania, jezeli tylko odleglo$¢ pomigdzy otworami przewyzsza grubo$é plyty.

Obecnie A. S. KosMODAMIANSKIY 1 W. A. SZALDYRWAN s3 w trakcie opracowywania
metody przewidujacej jednoczesne wykorzystanie zardwno zmiennych zespolonych jak
i rzeczywistych. Oczekuje sig, Ze metoda ta pozwoli na uwolnienie si¢ od ograniczen odnosnie
odleglosci pomigedzy otworami w tych przypadkach, gdy otwory ostabiajace plyte sa kotowe,
lub malo sie r6znia od kotowych. _

Przy konstruowaniu rozwigzafn zagadnien przestrzennych dla plyt wygodnie jest, jak
pokazat to A. 1. Lurig [121], rozpatrywaé oddzielnie zginanie plyty i symetryczne obcia-
zanie plyty w stosunku do jej ptaszczyzny Srodkowej. »

SzczegSlowe badania stanu naprezenia plyty z eliptycznymi i innymi krzywoliniowymi
otworami przy jej zginaniu przeprowadzit W. N. LozkiN [118—120]. Sity zginajace przed-
stawione byly w postaci rozkladu potggowego po grubosci pityty. Wyjasniono, ze wyniki
technicznej teorii zginania plyt opartej na wykorzystaniu hipotez Kirchhoffa prowadza
do istotnych bledow przy zwiekszaniu grubodci plyty, jak réwniez zwiekszaniu krzywizny
brzegu otworu w plycie na jego krawedziach.

Jezeli sily, przylozone do brzegu otworu, zmieniaja si¢ po grubosci plyty w sposéb
silnie réznigcy sie od liniowego, biad teorii technicznej staje si¢ istotny nawet dla bardzo
cienkich plyt.

Analogiczne prawidlowosci wykryte byly przez J. W. MyYSOWSKIEGO dla zagadnief
symetrycznego obcigzania plyty ostabionej otworem krzywoliniowym.

Obliczenia numeryczne dla plyt ostabionych przez dwa i nieskonczony rzad otwordw
kolowych przeprowadzone byly w pracach [105—107].

Stwierdzono, ze w miare zblizania sie otworéw poprawki do wynikéw teorii technicznej
staja si¢ coraz istotniejsze.

Podsumowujac przeglad autorzy uwazaja za swéj obowiazek zwrdcenie uwagi czytel-
nikéw na fakt, ze niekiedy mozna za pomoca stosunkowo prostych metod (w poréwnaniu
choéby z metoda réwnan catkowych) otrzymaé rozwiazania skomplikowanych probleméw
dla obszaréw niekanonicznych.
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